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1 Wstep 5

1 Wstep

Kompozyty - materiaty zbrojone, w ktorych geometria rozktadu, ksztadelkoS¢ sktadnika two-
rzacego strukture w osnowie decyduja o ich ostateczngaprogramowanych wtasciwosciach.
[KOPALINSKI 1999]

Powyzsza definicja materiatbw kompozytowych oddaje w petni &fote, jako materiatow,
ktérych wisciwasci mazemy zaprogramovéana etapie projektowania. Daje to mliovosC bu-
dowy kompozytéw oscisle okréslonych wi&ciwaosciach, na potrzeby konkretnych konstrukciji.
Wraz z rozwojem iaynierii materiatowej pojawia sie coraz wiecej technikazliwiajacych wy-
twarzanie coraz to nowych, czesto lepszych komponent@wzigcych kompozyty oraz samych
kompozytow.

Rozwdj technologii pozwala Fupowszechni@znane, chodo niedawna zarezerwowane tylko
dla najbogatszych gatezi przemystu (np. przemyst zbioyeynczy lotniczy), materialty kompozy-
towe. | tak udziat kompozytéw w nowo powstajacych konstjakh jest coraz wigkszy, materiaty
te coraz czgciej wypieraja cigka stal i inne metale z miych gatezi przemystu gdzie waym
elementem obok wytrzymadai i trwatdsci jest stosunkowo niska masa konstrukcji. Kompozyty
sa jz powszechne w przersie samochodowym, sportowym, czy medycznym (implantyp-a c
raz czéciej projektanci siegaja po lekkie materiaty przy pkbggvaniu konstrukcji budowlanych.
Przyktadem moga tu liydwa mosty kompozytowe zaprezentowane na zdjeciach {r{si. 1.2),
ktore shza za reklame na stronach internetowych firm zajmujasyehlvytwarzaniem lub projek-
towaniem kompozytowych elementéw konstrukcyjnych. Zakego typu mostow jest trwedo,
tatwost montau, dwza wytrzymat&t w stosunku do masy, fadny i schludny wyglad wtapiajacy
sie w otoczenie.

To ciagte upowszechnianie sie nowoczesnych materialiwgozytowych wymusza na bada-
czach opracowywanie coraz prostszych i bardzgjecznych narzedzi do projektowania i wytwa-
rzania tych materiatdbw. Niestety opracowywanie metodbgelnych przy poprawnym projekto-
waniu konstrukcji kompozytowych nie jest tatwym zadani@mayiazane jest to przede wszystkim
z wikasciwasciami materiatu kompozytowego. Cechami charakterysigita kompozytow jest nie-
jednorodn@&c i wtasciwasci anizotropowe. Rodzaj tych vtaiwasci zaley od rodzaju zastosowa-

Rysunek 1.1: Most Pontresina, Szwajcaria(1997) - zrAak://www.fiberline.com



Rysunek 1.2: Most Schwerin-Neumdhle (2003) - zrédto: Wep.structurae.de

nego zbrojenia (proszki, widékna ciete, ciagte, maty)akzé od udziatu frakcji wzmacniajacej w
objetdsci kompozytu i zalenasci pomiedzy wtaciwosciami mechanicznymi tej frakcji, a osnowy.
Dodatkowo dochodza mhego rodzaju niedoktadgoi w potaczeniu komponentéw wynikajace z
btedow technologicznych.

Kompozyty wtokniste, ktére sa tematem rozprawy charagizigia sie tymze witékna przejmuja
podstawowe napegnia i zapewniaja sztywsoi wytrzymatat konstrukcji. Osnowa stanowi spo-
iwo dla wtokien, a jednocZmie umaliwia petne wykorzystanie ich wytrzymaioi i nadaje ksztatt
elementowi konstrukcyjnemu. Przyktadem konstrukcji wyanej z ciagtych widkien i matrycy
moze by ptyta, w ktérej widkna utaone sa warstwami, a ich orientacja jest zake od obcia-
zenia jakie ta ptyta bedzie musiata przemosi czasie aytkowania. Oczywécie problem polega
na przewidzeniu jakie ufenie wiékien bedzie najbardziej korzystne dla wytrzywsat konstruk-
cji. Wiéknokompozyt ze wzgledu na swoja skomplikowatralture charakteryzuje sie réwimie
skomplikowanym procesem powstawania i rozwoju uszkbdzérakcie wytkowania, co nie za-
wsze zwiazane jest z utratasmsci (zwlaszcza w poczatkowej fazie), ale niewatpliwiéabs
element konstrukcyjny zmniejszajac jego ztiwosci wytrzymatdciowe. Problemy ksztattowa-
nia wiasciwasci kompozytu, a take powstawanie i rozwdj uszkodz& mechanicznym ujeciu sa
rozwazane w nastepnych cggiach niniejszej pracy.
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2 Przeglad literatury

Literatura zwiazana z kompozytami jest bardzo bogata ugza wiele aspektéw poczynajac od
technologii wytwarzania i badaddswiadczalnych nad wiiwadsciami materiatéw sktadowych i
kompozytu, a kiiczac na skomplikowanych nieliniowych modelach mateemtych i numerycz-
nych stizacych do maliwie wiernego opisu rzeczywistego zachowania sie komgpow stanie
niszczenia pod wptywem czynnikéw zewnetrznych (oberde, temperatura). Pierwsze prace na
temat kompozytéw pojawity sie w latach czterdziesty iGoigiesiatych ubiegtego stulecia. Praw-
dziwy rozwdj teorii modelowania i badekompozytow datuje sie jednak na nastepne dziesieciole
cia XX wieku. Stworzono wiele systemoéw obliczeniowychzgtaych do modelowania kompozy-
tow, ktére jednak nie sa uniwersalne ze wzgledu rrmododn&c kompozytéw i ich wiaciwaosci
anizotropowe.

2.1 Kompozyt jako materiat

Jak jz wspomniatem we wstepie kompozyt jest to nowy materiattaty na skutek potacze-
nia dwéch lub wiecej materiatéw sktadowych. kemy wyr@nic kilka struktur wzmocnienia:
widkna ciagte, maty, tkaniny, widkna cigete i proszki. @tura wzmocnienia wptywa gtéwnie na
stopieh wiaSciwaosci anizotropowych. Tematem pracy jest kompozyt wzmagnigrorzadkowa-
nymi widknami ciagtymi, nazywany widknokompozytem. Dajpodziat materialtdw kompozyto-
wych jest zwiazany z rodzajem materiatow sktadowych thavsy i widkien. Osnowa mze byc:
polimerowa, weglowa, metalowa, ceramiczna lub cemeniavegczeciej to ona decyduje obok
struktury zbrojenia o klasyfikacji kompozytu. Wtdkno, ktédma decydujacy wplyw na waaiwo-

sci wytrzymatgciowe kompozytu mee byc: szklane, weglowe, grafitowe, organiczne, borowe,
ceramiczne lub metalowe. O wytrzyméat kompozytu decyduje, obok wytrzymato wyzej wy-
mienionych materiatéw sktadowych, wytrzyméboadhezyjna miedzy nimi. Na podstawie tego
krétkiego wprowadzenia widzimyze poznanie kompozytu jako materiatu konstrukcyjnego jest
skomplikowanym zadaniem i nag je zaczé od zapoznania sie z jego struktura, $davosciami
elementéw sktadowych, a ta& technologia wytwarzania i w tym miejsc najeodnotow& ob-
szerna monografie [EHELSKI 2004], w ktérej autor opisuje povegze problemy oraz metody
bada doswiadczalnych. Prace ta ma charakter przegladowynaav niej znale szczegétowe
badania nad zachowaniem sie poszczegolnych element@daskych kompozytu, mechanike
struktury kompozytu wraz z opisem procesu niszczenia pamapdniem i wiele innych istot-
nych aspektéw (reologia, zmeczenie, odpé&tmima pekanie). W miejscu tym nale wspomnié

o innych pracach o charakterze przegladowym np. bardeoastijaca monografia [MczY NSKI
1996] , ktora skupia sie gtdwnie na wlagwiach mechanicznych kompozytéw polimerowych,
przedstawia ich modele fizyczne i matematyczne, oparteajedia wielu uproszczeniach, czy
podrecznik akademicki [MLA 1995], ktéry dotyka wielu aspektéw wmych przy projektowaniu
konstrukcji kompozytowych z uwzglednieniem zachowargaish w stanie niszczenia. Dalsza
wiedze o kompozytach nzemy czerpaz obszernych opracowangielskojezycznych np. [M. -

LIK 1988, MATTHEWS & RAWLINGS 1999, DNES 1999, GHRISTENSEN 1979], w ktorych mo-
zemy znalez bardziej szczeg6towy opisy wgj wymienionych probleméw wraz z przyktadami
obliczeniowymi, czy [@RDAL et al. 1999], w ktorej autorzy dodatkowo skupiaja sie nassp
bach optymalizacji kompozytu. Te i inne pozycje literatueopozwalaja zapoziasie badaczowi

z ogolnymi problemami na jakie nze natraft zgtebiajac wiedze o kompozytach, jednesby
dobrze zaprojektowakonstrukcje kompozytowa i przewidzigej zachowanie w trakcieaytko-
wania, majac do dyspozycji jedynie glgiwdsci fizyczne i mechaniczne elementéw sktadowych
zdobyte na drodze dwiadczé laboratoryjnych, czesto potrzebujemy bardzo skomplémych
narzedzi matematycznych i numerycznych.
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Pierwszym problemem na jaki napotykamy w procesie proje&toa jest wyznaczenie wia-
sciwasci fizycznych i mechanicznych nowopowstatego materiatomozytu, niezbednych do
dalszych oblicze. Wiasciwasci te maemy wyznacz§ podobnie jak dla elementéw sktadowych
na drodze empirycznej, ale sposéb ten jest pracochtonngztkany, kady materiat nawet przy
niewielkich zmianach struktury, np. zageszczenie zimajeinny uktad zbrojenia czy zmiana
rodzaju witdkna czy matrycy, musiatby &poddawany szeregowi 8wiadczé majacych na celu
identyfikacje wi&ciwasci fizycznych kreowanego materiatu, czy jego parametréw wytrzymato-
Sciowych. Z pomoca przychodza nam dziat mechaniki, kk@jynuje sie badaniem mikrostruktury
kompozytu i pozwala nam wyznadzpazadane przez nas wiel&oi, noszacy nazwe mikromecha-
niki kompozytéw. Dziat ten korzysta z xdego rodzaju narzedzi matematycznych i numerycznych,
ktére pozwalaja wyznaczynp. efektywne state sprgstdsci, czy efektywna wytrzymahs no-
wego materiatu kompozytowego. We wépéej cytowanych monografiach znajdziemy rozdziaty
poSwiecone temu tematowi. Zacznijmy od najprostszej mefadlg jest bez watpienia ,teoria
mieszanin”( [MATTHEWS & RAWLINGS 1999, A.TENBACH et al. 2004]), w ktorej zaktadamy
petna adhezje pomiedzy powierzchnia tworzaca wedknosnowa i petna izotropie materiatow
sktadowych. Efektywne state sprestadsci kompozytu wyznaczamy jako zateost pomiedzy od-
powiednimi statymi spreystasci komponentéw biorac pod uwage ich procentowy udziage j
nostce objetsci. Metoda ta jest metoda przybdina i czesto wyniki nia otrzymane sa dalekie od
rzeczywist&ci. W literaturze znajdziemy do bardziej skomplikowane modele w skali mikro od
przedstawionego powg|, ktére uwzgledniaja czesto bardzo skomplikowanezrasci pomiedzy
elementami sktadowymi (mikro rysy, debonding) jak zn@ wtasnéci materiatow sktadowych.

Podstawowa role w wigksgoi modeli mikromechanicznych odgrywa reprezentatywrmy el
ment objetéciowy - REO (ang.Representative Volume Element — R\Est to powtarzalna ko-
morka, ktéra oddaje mikrostrukture kompozytu, a jednéniEpozwala wyznaczyjego wiaci-
wosci makroskopowe. REO w zaedsci od struktury zbrojenia i innych sktadowych np. mikro
rys maze byt modelowany jako element dwu- lub tréjwymiarowy. Przyktadkich komérek pe-
riodycznych znajdziemy w wieksgoi wczéniej cytowanych monografii, np. fHA 1995], gdzie
mozemy zapozn@sie z ogélna teoria ksztattowania REO. Nafxej analityczne metody oblicze-
niowe sa tu nie wystarczajace wiec badacze korzystaj@tond numerycznych ( [VECKOWSKI
1995,WLCczy NsKI 1996]). W temacie tym naky odnotowa rowniez takie prace jak [8ouDI &
BENVENISTE 1981, ABouDI 1981, ABouDI 1991], gdzie zapoznamy sie z mikromodelowaniem
lepkospreystego zachowania sie kompozytéw o osnowie polimeraszegegoélnie ostatnie z tych
trzech pozyciji jest interesujaca, poniewjast to monografia stanowiaca podsumowanie bada
tym zakresie i jest bogata w liczne przyktady. Naléez wspomnié o modelu spreystoplastycz-
nym, ktéry dla konstrukcyjnych elementéw kompozytowychwezaja w swojej pracy [MOz &
SHAMIEV 1979]. Model spreystoplastyczny jest szczegdlnie zmy w przypadku kompozytéw
metalowych z ktérym meemy sie zapozrgaw pracach [FASHIN 1990, DVORAK & BAHEI-EL-
DIN 1979]. Zbudowanie modelu materialu kompozytowego z uedgieniem granicy plastycz-
nosci i plastycznego ptyniecia dla kompozytu jest znaczriedbiej skomplikowane miw przy-
padku materiatow izotropowych i prowadzi do czesto trudngo rozwiazania problemow. Na
przyktad o problemie poczatkowej powierzchni plastyd&aia charakterystycznej utracie wypu-
ktosci na jej granicy traktuja [KiczMA & STEIN 1994]. Innym problemem czesto rozzemym na
poziomie mikro jest problem rdmdsci kompozytu widknistegaeby osiagnaten cel trzeba obok
wiedzy na temat elementéw sktadowych kompozytu oszacomkae parametry warstwy taczacej,
temat ten poruszany jest np. w pracacloftyGowskl & OLESZKIEWICZ 1999, Q. ESZKIEWICZ
2004]. Rysunek 2.1a przedstawia przyktad struktury korgpowraz z zaznaczona powtarzalna
komoérka - REO. Wynikiem oblicZena poziomie mikro sa efektywne wielka fizyczne czy me-
chaniczne niezbedne do obli¢ee skali makro, najcA&gziej sa one state dla calego materiatu czyli
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Rysunek 2.1: Struktura warstwowego kompozytu wtoknistego mikrostruktura z opisem po-
szczegolnych elementéw, b. pojedyncza warstwa ortotrapgdwojona wioknami
ciagtymi jednokierunkowymi, c. przyktad kompozytu wavsivego - dla przejrzy-
stasci odcienie szaBEi oznaczaja warstwy jednokierunkowo zbrojone w ktérych
zbrojenie jest usytuowane podzriym katem w stosunku do dowolnego uktadu od-
niesienia

nowy materiat kompozytowy jest traktowany jako jednorodalg anizotropowy srodek ciagty.
W kompozytach zbrojonych wtéknami ttonymi jednokierunkowo w sposéb regularny ,zemy
wyréznic obiekt p&redni, pomiedzy mikrostruktura a elementem konstrjrkay, jakim jest war-
stwa jednokierunkowo zbrojona zwana zakdamina (rys. 2.1b) o wziwaosciach ortotropowych

i to ten element jest najc&eiej homogenizowany na poziomie makro a efektywne widkma-
terialtowe sa ortotropowe. Rysunek 2.1c przedstawia gtagich warstw uteonych jedna na
drugiej, r&niacych sie miedzy soba véeiwasciami mechanicznymi w globalnym uktadzie od-
niesienia, czesto mhice te wynikaja tylko z ronego zorientowania wiékien w poszczegdélnych
laminach. Taki element konstrukcyjny nazywany czestoterditurze struktura warstwowa lub
laminatem jest rozwaany w pracy.

2.2 Kompozytowy element konstrukcyjny

We wczeéniejszym podrozdziale poruszytlem problem modelowani@rizdu na poziomie mikro,
na ktérym ustalone zostaty waiwosci makro-jednostki jaka w przypadku kompozytow warstwo-
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wych jest pojedyncza warstwa. Elementy struktury jak heldcze, ptyty czy powtoki sa ksztat-
towane z odpowiednia sekwencja warstw dla osiagnigezadanych sztywrsei czy wytrzymato-
Sci. Przedmiotem pracy sa ptyty wibknokompozytowe o gtricde warstwowej, ktére sa pewnym
szczegolnym przypadkiem piyt niejednorodnych poprzexziiemat ten ma bardzo szeroka lite-
rature tworzona praktycznie na przestrzeni catego X>XkwidBardzo obszerny przeglad literatury
znajdziemy w pracy [VzNIAK (RED.) 2001], oméwiono tam kilkaset prac @mieconych temu
tematowi. Praca ta @wiecona jest mechanice spystych dzwigaréw powierzchniowych, czyli
elementoéw konstrukcyjnych w ktérych jeden wymiar (grébjo jest znacznie mniejszy od pozo-
statych dwoch. Jest to monografia o charakterze przeghatowogata w modele matematyczne
i przyktady rozwiaza ptyt i powtok o r@&nej grubdci. Jeden z jej rozdziatdw jest w cato po-
Swiecony ptytom kompozytowym, a w ich kon&ie modelowaniu warstwy jednokierunkowo
zbrojonej i struktury warstwowej. Autor tego rozdziatu agiczyt sie do klasycznej teorii piyt
cienkich tzn. przyjat zalenie KRCHHOFF A jak w ptytach jednorodnych. Oznacza e w
teorii tej pomijamy odksztatcenia postaciowe w ptaszcag prostopadtej do powierzchsiodko-
wej, zaktadamy ptaski stan nagemia, ptyta doznaje matych odksztaice przemieszczenia sa
mate w poréwnaniu z grutdzia ptyty. Inna bardzo wana i obszerna praca traktujaca o mechanice
ptyt kompozytowych warstwowych jest DY 1997]. Monografia ta w cafzi pswiecona jest
ptytom poddanym rbonym obcigeniom, autor omawia statecAtodrania, zginanie piyt, a tak
zahacza w swoich rozwaniach o witaciwasci nieliniowe i stan zniszczenia. Praca podzielona
jest na rozdziaty z ktérych dowiadujemy sie jak modelowpéyty warstwowe nie tylko wykorzy-
stujac klasyczna teorie ptyt cienkich bazujaca ndwmgroszczeniach, a tak teorie pierwszego
rzedu czy autorska teorie - trzeciego rzedu. Przytneza petne rozwiazania analityczne dla po-
wyzszych teorii - rozwiazanie N'IER’A czy LEVY'EGO. Nie brakuje tu réwnie rozwiaza nu-
merycznych, autor prezentuje nam teorie Beig z analitycznych rowimieptyty poprzez zwiazki
matematyczne do petnej dyskretyzacji zadaeetoda elementéw skozonych. W miejscu tym na-
lezy odnotowa inne prace RDDY’ EGO wraz ze wspoétautorami bedacezym wktadem do teorii
kompozytowych dzwigarow powierzchniowych np.HBDY & CHANDRSHEKHARA 1987, BOSE

& REDDY 1998a, BbSE & REDDY 1998b].Ciekawa prace studyjna dotyczaca ptyt, péwha-
minatow napisali [EWINSKI & TELEGA 1999], znajdziemy tu analize funkcjonalna, nowoczesne
rownania wariacyjne, metody asymptotyczne i homogenizablikacje te traktuja materiat,

z ktérego wykonany jest element strukturalny, jako zhomagmvany Grodek jednorodny or-
totropowy lub anizotropowy. Inne podsje do problemu zaprezentowano w praca"ah/l[rKA
1992, SWITKA 2004], w ktérych autor potraktowat rozdzielnie napggia w matrycy i sity we
widknach w réwnaniach rownowagi.

Opisujac stan wiedzy zwiazany z kompozytowymi elemenmtstnuktury nie mana poming
prac péwieconych w calsci lub w znacznej mierze metodom numerycznym w mechanioe ko
pozytow. Ze wzgledu na skomplikowana strukture wewarg kompozytu, a co za tym idzie jego
nieliniowa odpowiedz na obcgnie oraz nierzadko skomplikowane warunki brzegowe cziaks
samego elementu konstrukcyjnego, metoda elementéicgkoych (MES) jest czesto jedynym
sposobem obliczania tyzb konstrukcji. Na poczatku nalg wspomnié pozycje literaturowe
traktujace ogdlnie o metodzie elementow s&ponych; o technikach numerycznych, dyskretyza-
cji i elementach skiaczonych charakterystycznych dla odpowiednich elemektvstrukcyjnych
np. [ZIENKIEWICZ 1972, BATHE 1996, ZENKIEWICZ & TAYLOR 2000]. Kompendium wiedzy
o MES w kontekcie kompozytéw stanowi wspomniana wsaij praca [Rpby 1997] czy te
monografia [@HOA & REDDY 1992]. Nieliniowy charakter za#masci mechanicznych czy fi-
zycznych w kompozytach powoduje spore problemy w materzagya ich sformutowaniu oraz w
zastosowaniu odpowiednich narzadzi numerycznych. Hisimie sa stosowane i rozwijane przez
naukowcow i irzynieréw dwa rane podejcia do modelowania ptyt i powtok kompozytowych.
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Pierwsze sposo6b bazuje na teorii laminatéw tzn. réwnamigzggtaéci z tréjwymiarowego (3-D)
jest zredukowane do dwuwymiarowego (2-D), a nieliniGvgeometryczna jet w formie odksztat-
cen VON KARMANA - geometria struktury jest niezmienna (npJ@oA & REDDY 1992, GHANG

& SAWAMIPHAKDI 1981]. Drugie podécie bazuje na tréjwymiarowym sformutowaniu konti-
nuum, gdzie kinematyczne zakenia sa wprowadzone do przestrzennej aproksymac;ji elzme
skahczonymi. Geometria jest zmieniana i uaktualniana pomyigutzyrostami obcizenia. Ska-
czone elementy bazujace na tej metodzie nazywamy elemelktantinuum (np. [RISFIELD
1991, BATHE 1996]). Wielu naukowcédw pgwieca swoje prace zwigkszeniu efektywsoioobli-
czeniowej co polega gtdwnie na doskonaleniu algorytmoéwcabhiowych oraz elementéw sko
czonych. Przyktadami takich prac sa:lfRKIEwICZ et al. 1971, RMM 1977, BSCHOFF &
RAMM 1997, BScHOFF et al. 1999, ASTRAU et al. 2000, BSAR et al. 2000, 8HLEBUSCH
2005, MATHEAS 2005].

2.3 Kompozyt w stanie uszkodzenia

Bardzo wanym dziatem mechaniki kompozytéw jest mechanika niszezenKompozyt w
zwiazku ze ztaona struktura ulega tak ztwonemu procesowi niszczenia, a jedndie jest

w stanie przenosiobcigenie jeszcze dtugo po pojawieniu sie pierwszych uszkond#ézaleno-

sci od przeznaczenia konstrukcji i jej obogia r&ny rodzaj i poziom zniszczenia jest w zakresie
zainteresowania badaczy [kiroN et al. 2004]. W kontekcie rozpatrywanych w pracy pro-
bleméw i ze wzgledu na zlmndst uszkodza wyrdzniamy uszkodzenia wewnatrz warstwy oraz
uszkodzenia pomiedzy warstwami. W pierwszy typie uszkbdnazemy wyr&nic zarysowanie
matrycy, zerwanie widkna cz§ciecie widkna i matrycy. W przypadku warstwowych ptyt W6
nokompozytowych najcagiej w identyfikacji powstania i rozwoju tego typu zniszcatosuje sie
makromodele bazujace na kryteriach wytrzynsaigpojedynczej warstwy kompozytu ortotropo-
wego [TSAI & WU 1971, HASHIN 1980, DrTo0 1991, GHANG & L ESSARD 1991, KaM & JAN
1995, RiICK & SCHUERMANN 1998]. Kryteria te wynikaja z badedcswiadczanych [BNZEG-
GAGH et al. 1995] a ich zadaniem jest miwie doktadne odzwierciedlenie skomplikowanego
mechanizmu niszczenia w tym niejednorodnym materialefién et al. 2004].

Nastepnie wykorzystujac kryteria wytrzymato dla warstwy mana rozbudow@ata teorie na
caly kompozyt warstwowy, polega to na przedefiniowywaniaSeiwaosci materiatowych uszko-
dzonych warstw, a co za tym idzie catej struktunafido 1991, GANAPATHY et al. 1995, RDHI
et al. 1998, 8Iuva et al. 1998]. Modyfikacja materiatu rae odbywa sie na kilka sposo-
béw np. mana wytacza ze wspoétdziatania w strukturze warstwowej cata uszkodaoarstwe
lub wyklucza te warstwe jedynie cigiowo poprzez redukcje odpowiednich statych materiato-
wych [REDDY 1997, GERMAN 1996]. W catym tym procesie naj&aiejsze jest oszacowanie
miejsca i sity krytycznej przy jakiej powstanie pierwszeksdzenie w kompozycie (angrst ply
failure) a nastepnie przewidzenie kolejnych uszkddaedo uszkodzenia ostatniej warstwy (ang.
last ply failure).

Bardziej ptynna modyfikacja wiiwasci materiatu wraz z powstaniem uszkodzerziaa cat-
kowitego zniszczenie jest przedmiotem dzialu mechanigtméowanego mechanika kontinuum
uszkodzé (ang.continuum damage mechanics (CDM) EMAITRE 1996,LEMAITRE & D ESMO-
RAT 2005]. Podejcie to polega na wprowadzeniu pewnego parametru nazywaegmetrem
niszczenia, ktéry zalgy od odksztatcenia lub nagenia i przyjmuje wartsci od zera dla materiatu
bez uszkodze do jednego dla materiatu catkowicie zniszczonego. W adeiéu do makromo-
delowania struktur kompozytowych najezdefiniow& odrebne parametry niszczenia dlamgch
form uszkodzé [LADEVEZE 1992, MAIRE & CHABOCHE 1997], ktére modyfikuja sztywrsei
odpowiadajace tym formom.

Innym rodzajem zniszczenia jest uszkodzenie na styku warazywane w przypadku kon-
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strukcji kompozytowych delaminacja. Jest to bardzo nipbexzne dla konstrukcji zjawisko, a
jednoczénie powszechne - powstaje w wynikwznych czynnikéw zewnetrznych jak obzenie
statyczne, dynamiczne, czy dziatanie temperatury . Badarzyczyn powstawania, a taé roz-
wojowi delaminacji péwigecone jest wiele prac np. fROTIN 2001, MIELINSKA 2005]. Jednak
gtéwnym zadaniem stojacym przed nauka jest budowalimi® uniwersalnego modelu matema-
tycznego i numerycznego urnlwiajacego modelowanie powstawania i rozwoju tego z&a.
Wiele prac jest pswieconych modelowaniu delaminacji, poczynajac od iazen analitycznych
bazujacych na diych uproszczeniach [B.oTIN 1966], a kdiczac na zaawansowanych modelach
numerycznych uwzgledniajacych ziany mechanizm powstawania delaminacji. Piszac o nume-
rycznym modelowaniu delaminacji nale uwzglednt dwa podejcia jedno bazujace na zak
niach mechaniki pekania (andracture mechanigs a drugie mechaniki kontinuum niszczenia.
Narzedzia mechaniki pekania oma wyc do modelowania rozwoju delaminaciji, jednym z takich
narzedzi jest technika wirtualnego zamykania rys (angual crack closure technique (VCQT)
zaproponowana w pracy fBICKI & KANNINEN 1977]. Poddcie to jak i inne bazujace na
mechanice pekania (wirtualne wydtnie rysy, J-integral) wymaga istnienia rysy i jest w stani
jedynie modelowajej rozwoj [TURON et al. 2004]. Innym podégiem do symulacji numerycznej
procesu delaminacji jest bazujaca na zaltiach mechaniki uszkodzenetoda strefy kohezyj-
nej [DAUDEVILLE et al. 1995, ©RIGLIANO & A LLIX 2000].

Strefa kohezyjna sklada sie ze skaonych elementéw kohezyjnych, ktére moga bgoj-
[PRADHAN & TAY 1998, TURON et al. 2004, RuNO et al. 2005]lub dwuwymiarowe [€EN
etal. 1999, AFANO & CRISFIELD 2001] w zalegndsci od typu zadania. Réwnania konstytutywne
dla tej strefy uwzgledniaja ewolucje uszkodzenia, a dewidzenia inicjacji delaminacji wyko-
rzystywane sa kryteria wytrzymaoiowe [HASHIN 1980, RICK & SCHUERMANN 1998]. Forma
réwnah konstytutywnych zatey przede wszystkim od rodzaju potaczenia jakie maja riowesE
elementy kohezyjne [®MANHO et al. 2001], dla potaczekruchych lub quasi-kruchych zacho-
wanie materiatu do osiagniecia wasth granicznej (wytrzymafkxi) przez napmzenia jest liniowo
sprezyste, a stabniecie materiatu jest nafeziej modelowane jako funkcja liniowa (np. BUNER
et al. 2001]) lub wyktadnicza (np. [@rAL et al. 2004b]) zalena od odksztatcenia. Jak wcze-
Sniej wspomniatem delaminacja @ powstawaw wyniku wielu czynnikéw zewnetrznych i w
réznych elementach konstrukcyjnych. Prowadzi to do powstéavaielu modeli numerycznych
bazujacych na elementach kohezyjnych, a dostosowywadgdypu problemu, zagadnieniom
tym pcswiecony jest szereg pracRRDHAN & TAY 1998, Bui et al. 2000, DHu et al. 2002, G-
MANHO et al. 2002, RMMERS & DE BORST 2002, REMMERS & DE BORST 2003, @RNECet al.
2003,20u et al. 2003, ®YAL etal. 2004a,M0 & THIEULOT 2005,ALFANO & SACCO,ALLIX &
BLANCHARD 2006]. Do weryfikacji wynikéw z badateoretycznych, a tale do wyznaczenia gra-
nicznych wielk&ci jak wytrzymald&t czy krytyczna energia pekania niezbedne sa ekspetymen
laboratoryjne np. [BENZEGGAGH & K ENANE 1996, FEREIRA & DE MORAIS 2006].

Podsumowujac te cse pracy péwiecona obecnemu stanowi wiedzy rgleauwayc, ze
tylko niewielka cz&€ bogatej literaturgwiatowej z zakresu mechaniki kompozytéw widknistych
zostata tutaj zaprezentowana. Niemniej jednak temat stmjeiaz otwarty na nowe idee badaczy,
a zwiazane to jest w gtdwnej mierze ze skomplikowana stmgkwewnetrzna kompozytow i co
sie z tym wige z trudnym do przewidzenia i opisu mechanizmem niszczamia jednoczénie
dost dhugiej ,zywotndsci” pomimo uszkodze Cele i tezy niniejszej pracy sa przedstawione w
nastepnym rozdziale.
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3 Celizakres pracy

Dla pewnych obcizeh w konstrukcjach kompozytowych rae dogt do r&nych form uszkodze-
nia. Sa to zmiany nieodwracalne i prowadza do ostabiegtazymatdsci kompozytu. Niezwykle
wazne jest poprawne przewidzenie miejsca powstawania ugekaiai jego wptywu na zdolrss
dalszego przenoszenia olbxif przez konstrukcje. Waym aspektem jest rowrigozwoj uszko-
dzenia na skutek dalszego obmaaia, @ do catkowitej utraty nendsci przez element konstruk-
cyjny.

Celami stawianymi sobie w pracy jest detekcja i opisy rozwmpdstawowych uszkodaeve
wiéknokompozytowym elemencie konstrukcyjnym na przykiadptyt. Wiaze sie to z nieliniowa
analiza ptyt, a szczegolnie z uwzglednieniem nielinieigeometrycznej przy dych przemiesz-
czeniach, z ktérymi mamy do czynienia w przypadku rozareych konstrukcji kompozytowych.
Dodatkowym celem, bedacym niejako wstepem do model@kampozytdw jest ocena wptywu
utozenia zbrojenia, w postaci wtdkien ciagtych, w plycie kamaptowej na jej sztywnst z wy-
korzystaniem ranych modeli matematycznych. Analiza ta odbywa sie w zkreprgystym.
Analizy procesu inicjacji i propagacji zniszczenia odbyavsie krok po kroku, co jest uwzgled-
nione w zastosowanych i opisanych algorytmach numerydznio aproksymacji matematycz-
nych modeli zytych do analizowanych probleméw, a konkretnie ich sfdowah wariacyjnych
zastosowano metode elementéw isgmonych. Przy aproksymacji skomplikowanych probleméw
lokalnych jakimi sa niewatpliwie uszkodzenia struktuweznym elementem jest zastosowanie
takich metod numerycznych i elementéw Bkaonych, ktére przy stosunkowo niewielkim czasie
obliczeniowym dadza nam wyniki pozwalajace o€emytrzymatat i trwatost konstrukcji w stop-
niu zadowalajacym dla projektanta. Dlategn tlwdatkowym celem byto opracowanie elementéw
skahczonych odzwierciedlajacych mlovie dobrze cechy rzeczywistej konstrukcji z uwzgleshni
niem tréjwymiarowego stanu na@enia, a jednocAmie pozwalajacych obzy¢ gestde siatki
elementow dyskretyzujacych konstrukcje bez zabunagnikajacych z numerycznych efektow
blokady.

Prace podzielono na ssteczesci. Pierwsze trzy traktuja ogoélnie o temacie piyt wiokaok
pozytowych tzn. zawieraja wstep, przeglad literatéwyiatowej z zakresu badanego tematu oraz
formuluja cele stawiane sobie przez autora. Rozdziat dywmsSwiecony jest analizie ptyt wiok-
nokompozytowych w zakresie spigstym, ocenie wptywu ufzenia zbrojenia na sztywBo piyty,
poroéwnaniu dwéch modeli do wyznaczenia efektywnej sztysengtyty. Rozdziat ten zwiera
rowniez niezbedne sformutowania pozwalajace na fa@ejz klasycznych réwierézniczkowych
ptyty anizotropowej do rozwiazanumerycznych. W kiscowej cz&ci zaprezentowane sa trzy
przyktady prezentujace wyniki i wnioski z analiz. Rozdzmaty jest to analiza uszkodaew
ptytach kompozytowych i zawiera, obok kryteriéw niezbgcimdo detekcji uszkodre opis me-
tod pozwalajacych przewidywaozwdj uszkodze. Dodatkowo w cz§ci tej jest sformutowany
element skbczony bazujacy na mechanice kontinuum, ktory pozwala \dajry sposéb mode-
lowat konstrukcje kompozytowe. Zaprezentowane sa rémymeezbedne do poprawnej definicji
tego elementu skazonego, zalncsci mechaniki kontinuum i sformutowania wariacyjne. W
kohcowej cz&ci rozdziatu przedstawione sa wyniki analiz numerycihngita kilku przyktadow
struktur kompozytowych wraz z poréwnaniem do wynikow ekgpeentalnych dostepnych w [i-
teraturze, dla poparcia stosowakeoproponowanych modeli. Ostatnia 8z¢o wnioski i plany
dalszych prac badawczych w zakresie prezentowanego te@pis symboli podany jest w miej-
scach pierwszego ichzycia, a w niektérych przypadkach jest powtérzony w innydejstach.
Praca zawiera dwa dodatki. W dodatku A sa zaprezentowameeslty macierzy sztywisci dla
ptytowego elementu skezonego rozwaanego w rozdziale czwartym, a w dodatku B znajduje sige
test numeryczny elementu gkezonego zdefiniowanego w rozdziale piatym.
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4 Plyty wibknokompozytowe w zakresie liniowym

W rozdziale rozwaa sie problem brzegowy zginania ptyt wiéknokompozytolwye zakresie
liniowo-sprezystym. Przyjeto zatrenia KRCHHOFF A dla ptyt cienkich jednorodnych, zgodnie z
nimi przemieszczenia dowolnego punktu w ptycie sa \agree przez przemieszczenia powierzchni
Srodkowej ptyty. Wt&ciwasci sprgyste nowo-powstatego kompozytu zageod widsciwasci ma-
teriatowych jego sktadowych. W rozdziale tym obliczenielgfwnych statych spmystdéci re-
alizowane jest dwutorowo tj. zzayciem standardowej teorii laminowania,zkia z warstw trak-
towana jest jako ortotropowa, a nastepnie za pomoca @gbiranych procedur wyznaczana jest
sztywna&t wtoknokompozytu. Druga metoda rozzema w rozdziale a prowadzaca do tego sa-
mego celu czyli wyznaczenia sztywsw ptyty wibknokompozytowej jest metoda zaproponowana
w pracach {S\NITKA 1992, SWITKA 2004], a w niniejszej pracy adoptowanazyta w modelo-
waniu metoda elementdéw skozonych. Pierwszym celem tego rozdziatu jest poréwnawigct
wyzej wymienionych metod bazujacych na inny p&téch do jednego zagadnienia. Poréwnanie
jest realizowane na konkretnych przyktadach zginanychvalgknokompozytowych. Drugim ce-
lem jest okr&lenie i przedstawienie na przyktadach wptywu orientaéfikien w poszczegélnych
warstwach na wielksci statyczne w rozwaanych ptytach. Wyniki numeryczne przedstawione w
ostatniej czgci tego rozdziatu sa realizowane z wykorzystaniem wigsmeogramu napisanego w
jezyku programowania FORTRAN oraz z wykorzystaniem syst@bliczeniowegd\BAQUS®.
Cze5C wynikow prezentowanych w tym rozdziale zostato opublikoyich w pracach wspotautor-
skich [SwITKA et al. 2002, KiczmA & KULA 2003a, KUCczMA & K uLA 2003Db].

4.1 Opis przyjetych sposobow modelowania kompozytu

4.1.1 RoOwnanie konstytutywne

Poniewa niniejszy rozdziat ogranicza sie jedynie do liniowo-eqystego zachowania sie ptyt
witdknokompozytowych, zakladanym prawem konstytutywngst piogolnione prawo GIOKE’ A.
Zanim jednak zostana zaprezentowane zaigci pomiedzy odksztatceniem a napegiem, za-
piszmy zwiazek miedzy odksztatceniem a przemieszceenie

1 8uz 8uj

Zaleznost ta wynika z redukcji tensor REENA-LAGRANGE'A do tensora matych odksztafte
poprzez pominiecie cztonéw nieliniowych jako nieznagash. Zanika réwnie w tym réwnaniu
réznica pomigdzys™ -ag 8“1 . Poszczegoline komponenty tensora odkszieszgedane:

om0 Ous 1 (0w Ou
11 — ax17 22 — ax27 33 — ax37 12 — 9 axQ axl
1 8u1 8U3 1 8u2 8U3
3=—|=—+ =—|(=—+—. 4.2
“13 2 (81’3 * 81’1) ’ =23 2 (8953 * 81’2) ( )

W rozdziale nastepnym zaprezentowana jest szczegotomeariatyka dla rozwaanego érodka
ciagtego, a zalenast odksztatcenie - przemieszczenie tam zaprezentowanalgnivig nielinio-
woSt geometryczna w strukturach kompozytowych. Réwnierozdziale nastepnym, ktéry po-
Swiecony jest modelowaniu struktur wtbknokompozytowyalwzglednieniem niszczenia, wiecej
miejsca jest pswiecone na definicje uogdélnionego prawa konstytutywrtdgOoKEe' A, oraz defi-
nicji i transformacji macierzy wspotczynnikbw materiatpeh. W tym miejscu jedynie przyto-



4 Piyty wioknokompozytowe w zakresie liniowym 15

cze réwnanie konstytutywne pomigdzy tensorem matyclsoidkcé a tensorem napreh CAu-
CHY'EGO ( [REDDY 1997]:

0ij = Cijrieri, (4.3)
ktére w postaci macierzowej memy zapisa
o = Ce, (4.4)
gdzie:
011 Cllll CY1122 CY1133 CY1112 CY1123 CY1113 €1
022 CY2211 CY2222 CY2233 CY2212 CY2223 CY2213 €22
033 — 03311 03322 03333 03312 03323 03313 €33 ( 4 5)
012 01211 01222 01233 01212 01223 01213 €12
023 CY2311 CY2322 CY2333 CY2312 CY2323 CY2313 €23
| 013 | L Cizir Cizaz Cizzs Ciziz Cizaz Cusiz 1 L €13

Symetria macierzy spegstdsci C wynika z symetrii tensoréw odksztafté naprgen, nieco wie-
cej stow o0 szczegdbtach symetrii znajduje sie w podrozéztaB.2. W przypadku materiatu ani-
zotropowego niezalmych wspétczynnikbw macierzy spgstdsci jest 21, a dla warstwy ortotro-
powej z jaka mamy do czynienia w przypadku uwarstwieniakstiry kompozytowej skladowych
tych jest jedynie 9. Macierz sprgstdsci dla materiatu ortotropowego ma pas{dREDDY 1997]):

[ Ciinn Chiza Chiss 0 0 0
Co11 Cazza Caass 0 0 0
Csgi1 Oz Chszg 0 0 0

C=1 0 0 0 Cui 0 0 (4.6)
0 0 0 0 Cazs 0
|0 0 0 0 0 Cizis |
Relacje napreenie odksztatcenie odwrotna do (4.7),zemy okrélic nastepujaco:
e = So, (4.7)

gdzie macierzs jest macierza podats8oi, a jej wspotczynnikiS;; dla materiatu ortotropowego
mozemy wyrazt poprzez parametry materiatowe ( fENIAK (RED.) 2001]:

1 V21 V31
m h o 0000
“H om H 0 0 0
—seo e 0 00 0
_ Eq Es E3
3 0 0 0 5 0 0 |’ (48)
0 0 0 0 g5z O
0 0 0 0 0 5=

gdzie;

Ey, E,, E5 sato moduty YOUNG' A, odpowiednio w kierunku osty, z5 i x3, v;; (dlai, j = 1,2, 3)
sato liczby ®issoN A dla odksztatce w kierunku osix;, kiedy naprgenie dziata w kierunku;,

a G2, Gos, G13 - moduly odksztatcenia postaciowego odpowiednio w ptagatachz,xs, roxs

I x1z3. W funkcji tych samych statych materialowych w podrozdezial3.2 jest zaprezentowana
macierz spreystdéci C (5.41) wraz z macierza transformacji (5.45). Dla ptaskistanu napre-
zenia w jakim najczgciej rozpatrujemy ortotropowa warstwe kompozytu ztinego widéknami
ciaglymi zwiazki odksztatcenie-namenie redukuja sie, co jest przedstawione w podrozdziale
4.1.4 traktujacym o modelu warstwowym.
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4.1.2 Roéwnanie r@niczkowe plyty

Zgodnie ze wstepnymi zateniami,ze rozwaana ptyta widknokompozytowa jest cienka i mo-
zemy w stosunku do niej stosow&lasyczna teorie ptyt cienkich, a w szczeg@aoohipoteze
KIRCHOFFA -LOVE’A, do opisu deformacji ptyty wystarczajacy jest opis defagnjej ptasz-
czyznysrodkowej. Poniewaw obrebie zainteresowania jest jedynie zginanie ptyty digcigzen
dziatajacych w jej ptaszczyznie, réwnaniezniczkowe ptyty anizotropowej nzemy zapisa w
postaci:
4 4 4 4 4
D11112715 + (2D1192 + 4D1212)ax827§)y2 + Dmm% + 4D111288Tgy + 4D2212;T§Uy3 =p
(4.9

gdziew = w(x,y) jest przemieszczeniesrodkowej powierzchni plyty2 C R?, p = p(z,y)
jest obcigeniem plyty prostopadtym do powierzchni, stdbe;,, reprezentuja sztywrsai ptyty
zwiazane odpowiednio ze zginaniem i skrecaniem znzoje zapisaw postaci macierzy:

Dllll D1122 D1112
D= D2211 D2222 D2212 . (410)
D1211 D1222 D1212

Macierz ta jest macierza symetryczna. Problem polegdeaiayevnym wyznaczeniu statych;

i rozwiazaniu réwnania niczkowego ptyty. W pracy przedstawiam dwa sposoby efekggo
wyznaczenia elementow macierBy Oba modele traktuja kompozyt widknisty sktadajacy sie
dwoch materiatéw o rnych statych fizycznych jakoSoodek jednorodny anizotropowy (zhomo-
genizowany). Gtéwne zakenia obu modeli sa takie same i zaktadag@wtéknokompozyt jest cia-
gtym osrodkiem powstatym z potaczenia dwéch materiatow cdaiaasciach liniowo-spreystych

a potaczenie miedzy nimi charakteryzuje sie petna aghePierwszy model, ktory dalej bedzie
nazywany modelerBwiITKI ([SWITKA 1992 SwITKA 2004]) traktuje ptyte jako cakl zeScisSle
uporzadkowanymi zatopionymi w matryce rodzinami widki®rugi model to model warstwowy,
bardzo powszechny (np. f®DY 1997, MATTHEWS & RAWLINGS 1999]), traktuje ptyte jako
zesp6t warstw ortotropowych w uktadzie materialnymagtoych kolejno jedna na drugiej pod
dowolnym katem uktadu materialnego warstwy wzgledenaditglobalnego ptyty.

4.1.3 ModelSwITKI

/y plaszczyzna srodkowa plyty
1 - -z

' 2 b x

Zr

Rysunek 4.1: Plyta wibknokompozytowa z jedna rodzinakred
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Na rysunku 4.1 przedstawiony jest przekrdj poprzeczny zperelizowana ptyte wibknokompo-
zytowa. Dla przejrzystsci zaznaczona jest tylko jedmata rodzina wiékien. W ptycie mze
znajdowa sie dowolna liczba rodzin witékien, istotne jestby wiékna danej-tej rodziny byty
utozone wscisle uporzadkowany sposob, tj. odlegftigpomiedzy poszczegblnymi wiéknami oraz
odlegtast srodka cigkosci przekroju kadego wiékna od powierzchSrodkowej ptyty musi b
taka sama. Kade wtokno naleace do jednej rodziny musi ntiée same charakterystyki fizyczne i
geometryczne. W modelu tym po&tawnania raniczkowego ptyty wibknokompozytowej otrzy-
mano bezpsrednio z rowna réwnowagi:

E(r A(r
Z 72@) (r)iS(r)i S(rkSE | Wik T
ber)

r

DV*w +

EwAw _ 411
> by 2SS S D Cpa?()SekS ()L | Wight = P (4.11)

T

W réwnaniu tym wyraznie widarozdzielne potraktowanie matrycy i wtdkien, a konkretstienu
naprgenh w nich wystepujacego. Podstawa tej koncepcji byto gddbwanie wiéknokompozytu
jako csrodka dwu fazowego, gdzie | faze stanowi osnowa, a fazg HciSle uporzadkowane
witbkna zatopione w osnowie. W prezentowanym modelu nie lgdrgono ubytku materiatu
osnowy na skutek wypetnienia jej przez faze wtéknistatoZenie to ma te odzwierciedlenie w
prezentowanym rownaniu, a konkretnie w réwnaniach réwmpwire prowadza do jego powsta-
nia, poniewa naprgenia powstate w matrycy sa catkowane po catym przekrgjty o nie jedynie
po tym zajetym przez matryce. W prac®WiTka 2004] autor unika tego uproszczenia poprzez
odjecie odpowiedniej sktadowej nagsa w matrycy na kierunku zgodnym z kierunkiem mémia
widkien. Brak tego uaktualnienia w niniejszej pracy prowiadb powstawania przesztywnienia
piyty, jednak jego Wp’ny na wyniki mze byc pominiety w przypadku rozpatrywanych w pracy
przyktadéw poniewa udziat zbrojenia nie stanowi znaczacej &@eprzekroju (rysunek 4.7), a
sztywn@&t matrycy jest znacznie mniejszazrsztywnat witokna. Poréwnujac povasze réwna-
nie rézniczkowe plyty widknistej wyprowadzone w prac@WiTka 1992] (4.11) z réwnaniem
rézniczkowym plyty anizotropowej (4.9) otrzymujemy sztyvéeoD, i, z wykorzystaniem opisy-
wanego modelu, ktére bedayteczne do oblicze metoda elementéw skozonych. Sztywn&ci

te mazemy zapisa nastepujacymi zakosciami matematycznymi:

Eo A,
Dun =D+ Z (b)(r)( )Z(Qr)(s(r)l)4+

2 2
—Z b( 2 (Sen) ()p8<r>qZC<s>pq2<s>(8<s>1) ; (4.12)
Daggy = 8(7«)2)4+
—Z b( D 2y (3(12)%s w50Ia D Copa?e) (S512)° (4.13)

By A
ber)

Diig2 = v D + Z Z(Qr)("9(7‘)1)2(5(7“)2>2+
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1§ Endn
_ZZ by 20y (5(1) 5mpS(r)a D, Clsypa(s) (S(s12)*+

S

1§ EoAe
-1 o, 0 (5m2) 5mpsra D o) (), (4.14)

r

1—v,)D EnAq,
Dig10 = % + Z (b)( )( )Z(Qr)(s(r)l)Q(S(T)2)2+

T

1§ EoAe
~2 by ) SN2 (g D Celpa(s)S(e1 52 (4.15)

r

EnA,
Dog1p = Z MZ(QT)S(r)l(S(r)z)BﬂL

— by
1 Enie
1 by (5(72)° 59050 Y CleIpa?(e) S S(s)2F
1 ¢ EmAm
~1 b 2SSO (S Y Celpa(e)(512)°, (4.16)

15~ EnAe
4 Z b Z(T)(S(T)1)25(r)p5(r)q Z C(s)pq?(s)S(s)15(s)27T

S

1§ EoAe
-1 by ) SE50)25 0w (r)a D Clopa(e) (51)°, (4.17)

r

gdzie D jest sztywn@&cia ptyty izotropowej wykonanej z materiatu matrycy i \&xa sie nastepu-
jaca zalendscia:

E,.h?

= AT (4.18)

a pozostate wielkeci zwiazane sa z geometria i materiatem wiékien. W celupetnienia powy-
szych zalendsci naley zdefiniowa i nazwa wszystkie wystepujace w nich zmienne.

Cm11 ki ki ks S(r)1S(rn
C(r)12 = | ko1 koy ko3 23(r)1 S(r)2 ) (4.19)
C(r)22 k31 k3o ka3 S(r)25(r)2

gdziek jest macierza symetryczna, a jej wspotczynniki majat@os

1—v2

m

E,.h EnA,
k= +3° <b>( )< L se)?, (4.20)
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k1o = 2 Z S(,«)l S(T)Q, (4.21)
b = ]f”;hy”g + Z S50 3 s 4.22)
kg = 2 +23° E(’gf(’“’ D2 (sm2)? ] (4.23)

=2 Z D s 1 (Sy2)?, (4.24)
ks = % + Z E(%i(r)(s(m)g (4.25)

We wszystkich powgszych wzorach zyte symbole opisuja nastepujace wiglkp F,,—modut
sprezystdsci YOUNG' A matrycy, E(,y—modut spreystdsci YOUNG' A matrycyr-tej rodziny wio-
kien, v,,,—wspotczynnik I@lssoNA matrycy, h—grubat ptyty, A —pole powierzchni przekroju
poprzecznego pojedynczego wiokna-tej rodziny,b, —odlegtdc pomiedzy pojedynczymi wiok-
nami wr-tej rodzinie, z,)—odlegt&C osi widkienr-tej rodziny doSrodkowej powierzchni piyty,
s5(-1—COsinus kata zawartego migedzy osia wioknej rodziny a osiar w globalnym uktadzie
wspotrzednychs,.,—cosinus kata zawartego migdzy osia wtokraj rodziny a osig w global-
nym uktadzie wspotrzednych.

4.1.4 Model warstwowy

Stosuja klasyczna teorig ptyt warstwowych zgi@a wstepnie wspomre kilku waznych zato-
zeniach, ktére sa niezbedne w tym modelu. Zaktadamyotaczenie miedzy laminami w struk-
turze warstwowej (ptycie) jest doskonate i nieBkaenie cienkie - nie podlega deformacjom po-
przecznym. W poprzek styku warstw istnieje ciggtprzemieszca® nie mae doft do palizgu
miedzy warstwami. Charakterystyczny przekroj poprzgcaamalizowanych ptyt uwarstwionych
pokazano na rysunku 4.2, gdzie dla przejrzgst@aznaczono tyko dwie warstwy, symetryczne
wzgledem ptaszczyzngrodkowej ptyty. Potaenie typowej warstwyi-tej, (k = 1,...,N) i jej
grubdt hy, okreslaja dwie sasiednie rzedngi z,. . Zaktada sieze kada z warstw jest, z uwagi
na zbrojenie wtbknami, &rodkiem ortotropowym. Wyimnia sie dwa uktady odniesienia. Uktad
globalnyzy z, jest uktadem wspotrzednych w ktorym rozwiazywany jesttawiony problem brze-
gowy zginania ptyty, natomiast kda z warstw ma swoj wtasny uktad materialnych osi gtéwnych
T1T2x3, PrZy czym osiers i z pokrywaja sie.

z v P~
k+l,_ Ao e

Rysunek 4.2: Ptyta warstwowa
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Uktad osi materialnych stanowi jedno&ree uktad osi ortotropii przy czymsar; jest zgodna z
kierunkiem ut@enia witékien w warstwie co obrazuje rysunek 4.3.

A
SRR

Rysunek 4.3: Typowa warstwata,k =1, ..., N

Zwiazek konstytutywny dla-tej warstwy wibknokompozytu ortotropowego (4.7) w ukledasi
materialanychr, x5 dla ptaskiego stanu napenia ¢33 = 0, 013 = 0, 093 = 0) mozna zapisa
nastepujaco:

o) = cWek) (4.26)
k k k
011 *) Ciinn Chize 0 *) €11 (*)
022 = Coo11 Caozo 0 €22 . (4-27)
o1 0 0 Ciae €12

We wzorze (4.30) zastosowano uproszczony zapis macieradagji tensorowych, grupujac skia-
dowe tensora napzeniac;; i tensora odksztatcenig; w wektory, a skladowe tensora spystdci

w macierzC, co wyjasnia zwiazek macierzowy (4.27). Elementy macierzy sysgsciC dla war-
stwy witdknokompozytu ortotropowego rmea obliczy wg zalendsci:

Ey V2B . vo1 B4

Cing = ———, Chiz2 = Coo11 = = )
1 — vy 1 — viavy 1 — viav
E
Cagoo = 72, Ci212 = 2Gh9. (4-28)
1 — vy

Okreslenie modutéw spmystdci w kierunku osi materialnych w warstwie jednokierunkaooo-
jonej wiéknami ciagtymi w najprostszejaynierskiej formie bazuje na spostzamiu,ze odksztat-
cenie w kierunku witokien jest takie same we widknie i w osrevwszczegotowe wyprowadzenia
dla wielkosci materiatowych warstwy, bazujace na tym zahoiu zwykle spotykanym w teorii be-
lek, ptyt i powtok, znajduje sie np w pracy [@ZNIAK (RED.) 2001]. Wyprowadzone tam state
materiatowe warstwy maemy zapisa w funkcji odpowiednich statych materiatowych poszcze-
golnych komponentow:

E.E
Ey=cE + CmEmu Ey = $7
! 2 B, + e B,
GGy,
V12 = Cplp + CVp, G12 )

- ¢ Gy + ¢, G,
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E; Em

G, = ST+ Gy = Tt (4.29)
Czesto teoria prowadzaca do pasyych zalendsci w literaturze nazywana jest teoria mieszanin,
poniewa o parametrach materiatowych kreowanego materiatu, oboknpetrow materiatowych
sktadowych, decyduje jedynie udziat objstiowy komponentoéw w jednostce objgtd. Udziat
ten jest w powyszych zalenasciach oznaczony odpowiednio dla wiékien przgza dla matrycy
przezc,,. Pozostate wielkgci zostaly jz wczesniej wyjaésnione, naley tylko uzupeting, ze przez
indeksm oznaczone sa wszelkie parametry charakteryzujace ogatayprzez - rodzing wiokien
wzmacniajacych dana warstwe ortotropowa. W ukfadgigmbalnychryz ortotropowy zwiazek

konstytutywny 4.30 staje sie zwiazkiem anizotropowyinaakteryzowanym macieria(k):

&® — cWgm, (4.30)
~ k
Oz ® Crun Q1122 Chiiiz ® Exz (k)
Oyy = | Caon Q2222 Ca12 Eyy . (4.31)
Oy Cronn Craze Chanz Eay
W _ tc® (T<k>>T (4.32)

gdzie T® jest macierza przégia z uktadu materialnegb-tej warstwy do uktadu globalnego,
zalezna od katd jaki tworzy o6 z; z osiaz. MacierzT*) mozna zapisaw postaci:

cos? 0 sin? 6 —2sin 0 cos 0
Tk — sin? 6 cos? 0 2sinf cosf (4.33)
sinf@cosf® —sinfcosf cosf — sin® 6

Po wyliczeniu macierzy spegstdsci dla poszczegdlnych warstw i transformacji ich do glakgb
uktadu wspoétrzednych natg wyznaczy stateD, ;;, reprezentujace odpowiednie sztyvéeoptyty.

W prezentowanym modelu do wyznaczeniazelywymienionych wspoétczynnikéw postugujemy
sie nastepujaca zaledscia:

N
1 -
Dijrt = 5 3 Clil(t = #0), (4.34)
k=1

gdzie N jest liczba warstw w kompozycie warstwowym, a wspotrzedn , i z;, okreslaja poto-
zenie kadej z warstw w strukturze (patrz rys. 4.2).

4.2 Aproksymacja problemu metoda elementdéw skaczonych

Réwnanie 4.9 naley uzupetnt o odpowiednie warunki brzegowe zahe od sposobu podpar-
cia ptyty. Otrzymane w ten spos6b zagadnienie brzegowernashe lub wrecz nienmiwe do
rozwiazania metodami klasycznymi w praktycznych przygaesth nieregularnego ksztattu ptyty,
nieregularnych warunkéw podparcia ptyty lub nieregulgmeozktadu obcizenia ptyty. Metoda,
ktéra pozwala skutecznie rozwiazyévatozone problemy brzegowe mechaniki jest metoda ele-
mentow skaczonych (MES). Dobra podstawa otrzymania uktadu réwhab nieréwnéci) ma-
cierzowych MES jest sformutowanie wariacyjne problemueg@vego. Celem podania takiego
sformutowania dla ptyty zginanej wprowadzmy pewne ozeac NiechU c H?(Q)) oznacza
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zbior przemieszcdekinematycznie dopuszczalnych ptytyyac H?(2) zbiér funkcji testujacych
(przemieszcze wirtualnych). TutajH?(2) jest przestrzenia HBERT' A funkcji, ktére do dru-
gich pochodnych wtacznie sa catkowalne z kwadratem w arfagx). Ponadto, oznaczmy przez
' brzeg obszarW, przy czymI’ = T'p UTy, I'p N Ty = (. T'p jest fragmentem brzegu, na
ktérym nat@one sa przemieszczeniowe warunki podparcia ptyty, natstmal y - naprgeniowe
warunki podparcia. Wykorzystujac zasade prac wirtueinpazemy zapisaréwnanie (4.9) wraz
z przynalgnymi mu warunkami brzegowymi w tzw. postaci stabej jakot@asjace réwnanie
wariacyjne, por. np. [KiczmA 1991]:

Szukamy takiej funkcji ugiecia w € U, e

a(w,v) = f(v) dla wszystkich v € V. (4.35)

Formy dwuliniowaa(e, ) i liniowa f(e) zdefiniowane sa nastepujaco:

2, 92 2, 52 2, 52
a(w,v):/<D 3w3v+2D 0?w 0% AD 8w81)+
Q

- - _l’_ R
W55 502 1225 3 0y 253 D0y

+4D

Pl Pudt O O
2212 Dy Oy 2222 0y O 1212 D0y Dxdy Y

fv) = / pvdzdy + / Mnn@ + Mns@ + Qnv | ds (4.36)
Q 'y on 0s

Rownanie (4.35) jest tutaj podstawa do otrzymania modkbinczenie wymiarowego zginanej
piyty przy zastosowaniu metody elementéw s&ponych. W zastosowanej tutaj przemieszcze-
niowej wersji MES, pole przemieszdzav obrebie kadego element@® C , na ktére dzieli sie
ptaszczyzngrodkowa piyty(2, aproksymujemy wielomianem, co pozwala zapifankcje prze-
mieszczenia w postaci:

w(z,y) = Zwe(x, y) = Z N¢(z,y)d* = Nd (4.37)

gdzieN = N(z,y) jest macierza wierszowa funkcji ksztattudgest wektorem (macierza ko-
lumnowa) parametréw weztowych pola = w(z,y). Analogiczny w formie rozktad mamy dla
funkciji testujacychy. Pole odksztaldeda sie zapisaw postaci:

Exx U&zz
e=| ey | =—2| wy | =—2k=—2Bd (4.38)
Exy W gy
gdziek przedstawia zestawione w macierz kolumnowa krzywizny:
82
Ryg 5%?
k= | K, | =Bd, B = 0N, o= 5= |- (4.39)
Koy Ul

0xdy
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Pole napreeh o®) w k-tej warstwie mana wyrazt jako:

(k)
O-Z‘Z‘
o) = [ Oyy ] = C(k)e(k) = —zC(k)Bd, 2 € 2k, 2k, (4.40)

a nastepnie pole momentow w ptlycie:

M{L‘{L‘
M= | M, | =-DBd. (4.41)
M

Ty

Zauwamy, ze wszystkie zalnosci polowe (4.37-4.41) zostaty wyrane w funkcji wektorad,
ktory jest wielkgcia niewiadoma. W zat@cdsci od przyjetego ksztattu elementu skaonego

i liczby weztéw, oraz zwiazanych z nimi parametrow (n@g@ej) weztowych i zastosowanych
funkcji interpolujacych otrzymujemy mhe zestawy funkcji ksztattu. W istocie funkcje ksztattu
sa obcietymi do obszaru elementu globalnymi funkcjamomaymi aproksymacji skiaczenie wy-
miarowej. Macierz sztywrgzi elementy2© okresla wzor:

K¢ = / BTDBdzdy. (4.42)
Q

Ostatecznie w wyniku zastosowanej aproksymacji MES, rawenéd.35) przechodzi w macie-
rzowy ukfad réwna:

Kd = f, (4.43)

ktory rozwiazujemy ze wzgledu rth PrzezK i f oznaczono odpowiednio globalna macierz sztyw-
nosci i globalny wektor obcizen weztowych konstrukcji (ptyty), ktére otrzymujemy popzagre-
gacje macierzy sztywrszi i wektora obciaen weztowych elementuk® i ¢ .

4.3 Wyniki analiz numerycznych

W tej czeci pracy jak ju wczesniej wspomniatem rozwane sa dwa problemy tj. rozwiaza-
nie zginanej ptyty wibknokompozytowej w zakresie spygtym z wykorzystaniem dwéch zé
nych modeli (rozdziaty 4.1.3-4.1.4) do wyznaczenia masieztywndci ptyty D oraz okrélenie
wptywu utozenia zbrojenia na rozktad przemiesztiesit wewnetrznych w ptycie. Do oblicze
uzywany jest wkasny program napisany w jezyku FORTRAN, anelet skdiczony, kt6ry postayt

do dyskretyzacji ptyty to 4-weztowy prostokatny elemBi®4 o 12 stopniach swobody, ktory jest
pokazany narys. 4.4, por. [ENKIEWICZ 1972]. W kadym z weztéwi = 1,2, 3,4 parametrami
sa przemieszczenie;, kat obrotu wzgledem osi - 0, , oraz kat obrotu wzgledem ogi- 0,,,.
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Rysunek 4.4: Prostokatny element 8kmony PIQ4

Jako funkcji interpolujacej w obrebie elementzyto wielomianu:
w® = w(z,y) = a1 + aer + azy + aux® + asry + agy® + a4
+agr?y + agry® + aoy® + anya® + apry® (4.44)

Wzory na funkcje ksztattw, = N;(z,y), j = 1,...,12, oraz otrzymane w pracy [KCZMA &
KuLA 2003b] sktadniki macierzy sztywsoi K;; anizotropowego elementu PIQ4 zestawiono w
Dodatku A.

Przykiad 1: Kwadratowa ptyta wibknokompozytowa zbrojona czteremairaini widkien - ptyta
ortotropowa

Jako pierwszy przyktad, do weryfikacji zastosowanego etgmskaczonego i porbwnania rozpa-
trywanych modeli, zaprezentowana jest ptyta kwadratowajaba czterema rodzinami wiokien.
Dodatkowo wyniki numeryczne sa poréwnane z rozwiazanaralitycznym MVIER'A W po-
staci podwojnego szeregwbBRIERA A dla ptyty ortotropowej ( [KULA 1999]). Zbrojeniem sa
dwie pary rodziny wtékien wzajemnie prostopadtych, jedmach utazona jest powyej ptaszczy-
zny srodkowej piyty, a druga ponej co schematycznie obrazuje rysunek 4.5, sa one syraagyc
wzgledem tej ptaszczyzny. Na catym obwodzie ptyta jestr@pprzegubowo i obcina ob-
ciazeniem rownomiernym prostopadtym do powierzchni={ 1.0 kPa). Grub&t ptyty wynosi
0.01 m, a wspotczynniki materiatowe matrycy poliestrowej i whakszklanego odpowiednio -
E,, =3.15 GPa, v, =0.38, E. =855 GPa, nu, = 0.20.

Tablica 4.1: Przyktad 1: wspotczynniki sztywsm D, ;; obliczone z wykorzystaniem dwéch mo-
de“, przy CzymD1112 - D2212 - O

‘ ‘ D1y ‘ Daggo ‘ Diigz ‘ Doz ‘

Model SWITKI 5.473E-4| 5.347E-4| 1.166E-4| 9.511E-5
Model warstwowy| 5.541E-4| 5.426E-4| 1.209E-4| 1.07E-4
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Rysunek 4.6: Linia ugiecia w przekroju A-A wg rys.4.5

W rozwiazaniu metoda elementéw siazonych aproksymowatem ptyte siatka elementéwnhsko
czonych PIQ4 - 20 x 20 (400 elementow, 441 weztéw, 1323 stopabody). Do obliczenia wspot-
czynnikdw sztywn@ci ptyty D, postzyly obie wyzej prezentowane modele arice mana za-
obserwowa w tabeli 4.1. Z tego zestawienia witlae ptyta liczona wg modelu warstwowego jest
sztywniejsza ri liczona wgSwiTkI . Réznice te nie sa jednak znaczace i rezultaty, w postadi lini
ugiecia dla przekroju A-A w rozpatrywanej ptycie (patrsryd.5) graficznie zaprezentowane na
rysunku 4.6, liczone z wykorzystaniem sztyvéeoz obu modeli sa podobne a maksymalna ré
nica nie przekraczd%. Trzecia krzywa na wykresie obrazuje wéne&j wspomniane rozwiazanie
analityczne dla rozwzanej ptyty.
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Przykiad 2: Zginana ptyta wioknokompozytowa anizotropowa - porowaahementow skon-
czonych i wptyw gestosci siatki na przemieszczenia

Jako drugi przyktad testowana jest ptyta wibknokompozg@tezona z matrycy poliestrowe; i
szesnastu rodzin widkien szklanych typu S. Rysunek 4.7zolggrzekroj poprzeczny analizo-
wanej ptyty. W prezentowanych obliczeniach wybrane roglzitokien sa obrécone o kgt w
stosunku do uktadu globalnego w jakim rozpatrywana jesiaphKatd; w modelu warstwowym
jest to kat pomiedzy materialnym uktadem wspoirzednytdj warstwy a globalnym uktadem
wspotrzednych. Grulss ptyty wynosih = 0.02 m, a charakterystyki materiatu sa wyliczana na
podstawie charakterystyk materiatow sktadowych zestaydgbh w tabeli 4.2. Rozwzane sa dwa
przypadki zbrojenia ptyty, ktore od tego momentu bedzieragywali C1 i C2. W obu przypad-
kach zbrojenie jest symetryczne wzgledémdkowej ptaszczyzny plyty. Raica miedzy tymi
przypadkami polega na zdym zorientowaniu poszczegdlnych rodzin wiékien wzglpdylobal-
nego osi uktadu wspétrzednych. Do oznaczenia peia widkien przynakmych do konkretnej
rodziny, czy warstwy w zalncsci od modelu, zastosowano standardowy zapis dla kompazytéd
warstwowych ( [dNES 1999]).

C1:M/0/90/0 4 0/90 + 6/0/90/0 + 6/90 + 6 /M|,
C2:[M/0/90/22,5/112,5/45/135/67,5/157,5/M].

W zapisie tym poszczegOlne liczby oznaczaja &atlla poszczego6lnych warstw idac od po-
wierzchni gérnej do powierzchSrodkowej dla potowy przekroju ptyty, co wyra indekss ozna-
czajacy rownie symetrie wzgledem ptaszczyzagodkowej. Przea/ oznaczono warstwy (model
warstwowy), ktorych jedynym sktadnikiem jest matryca @isojone). Na rysunku 4.7 zaprezen-
towany jest przekrdj poprzeczny przez analizowana piytgz z lokalizacja wszystkich rodzin
widkien.

Analizowana jest ptyta prostokatna o wymiarachG0 m nal.50 m, obcigona obciaeniem
réwnomiernie roztaonym ( = 1.00 kPa) prostopadtym do powierzchni ptyty i sita skupiona
(P = 1.00 kN) w centralnym punkcie ptyty (punkt). Plyta jest utwierdzona na dwoch krawe-
dziach i swobodnie podparta na jednej krawedzi, czwadwg&dz jest swobodna co obrazuje rysu-
nek 4.8. Prezentowana w przykiadzie analiza prowadzi dovpoania przemieszcagowierzchni
Srodkowej ptyty w punktach charakterystyczn®hC (rys.4.8) wyznaczonych z wykorzystaniem
roznych elementéw skazonych i przy ranej gestéci siatki elementéw. Celem prezentowanego
przemieszczenia jest ocena zastosowanego do obliczemeetu skaczonego (PIQ4) i weryfi-
kacja wlasnego kodu do obliczenizotropowych ptyt wikbknokompozytowych. Dla poréwreni
zaprezentowane sa wyniki rowaieizyskane dla tej samej ptyty z wykorzystaniem komercyjneg
systemu obliczeniowegdBAQUS®. Wszystkie obliczenia wykonane w tym celu bazuja na ele-
mentach skoczonych rekomendowanych przez twércéw systemu do oldlisteeskich konstrukcji
kompozytowych ( [BAQuUsS 2004]). Model ktéry zostat zastosowany do homogenizaajikstiry
kompozytowej, bazuje na prezentowanej teorii uwarstwieilementy skisczone ayte w pro-
gramie sa to cztero- ismioweztowe elementy powtokowe ze zredukowanym catkdevan

Tablica 4.2: State materiatowe dla komponentéw razaveego w przyktadzie wiéknokompozytu

| | modut YOUNG'A | wspdlczynnik RISSONA |

Matryca poliestrowa | E,, = 3.15 GPa | v, = 0.38
Wiokno szklane typu $ E,. = 85.5 GPa | v, = 0.20
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Rysunek 4.7: Przekréj poprzeczny przez ptyte analizavampyzyktadzie 2
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Rysunek 4.8: Geometria i warunki brzegowe witoknokompoagjgtyty prostokatnej analizowa-
nej w przyktadach 2i 3
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Rysunek 4.9: Przypadek Ca & 0°): ugiecie w punkcieC dla r&nych elementéw i siatek

Wyniki zaprezentowane na rysunkach 4.9 - 4.12 wskazgjaastosowany element siaczony
PIQ4 prowadzi do d&t efektywnych wynikéw z wytaczeniem regionéw z okx@aiem skupionym
(rys. 4.9, 4.11). Na osi odcietych jako parametr porowrawarzedstawiono logarytm naturalny
z liczby stopni swobody (DOF) catej zdyskretyzowanej piyiszy czym elementy powtokowe z
biblioteki systemtABAQUS® maja po 6 stopni swobody w wezle.
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Rysunek 4.10: Przypadek Ca £ 0°): ugiecie w punkcieB dla ré&znych elementéw i siatek
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Rysunek 4.11: Przypadek C2: ugigcie w punkgidla r&nych elementdw i siatek
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Rysunek 4.12: Przypadek C2: ugiecie w punkgiéla réznych elementéw i siatek



4.3 Wyniki analiz numerycznych 30

Przyktad 3: Zginana ptyta wibknokompozytowa anizotropowa - wplywzeoa zbrojenia na
sztywnosSc¢ piyty

W przyktadzie tym jest analizowana ta sama piyta co w prayia numer 2, przypadekl:
CL{M/0/90/0+6/90+6/0/90/0+60/90 + 6 /M],, ktbry jest rozpatrywany dla mmych wart&ci
kata® we wskazanych warstwach (rodzinach witokien). Rysunki d@4lo 4.15 obrazuja wptyw
katad na niektore wspotczynniki sztywsoi ptyty D; ., liczone wg obu modeli. Przedstawiono
tylko niektére sztywnesci dla zobrazowania zachodzacych w nich zmian wraz zermroaienta-
cji zbrojenia, naley doda&, ze dla rozwaanej ptyty jak&ciowa zmiana (przebieg prezentowanej
krzywej zmiany)Dss9, jest analogiczna jak dla111, @ Di212 - D1122. Krzywa reprezentujaca
zmiang D9, W zaleznosci od katad jest lustrzanym odbiciem krzywej z rysunku 4.15. Z krzy-
wych tych mana wyczyt&, ze zmiana kata uienia wtokien w niektérych rodzinach e zmie-
nic dost znaczaco sztywrszi rozwaanej piyty i tak, zmiana wargzi wspoétczynnika sztywrszi
D1111 wynosi ok. 13%, aD;,; nawet 40%. Wptyw mycia r&nych modeli do obliczania tych
sztywndsci nie wykazuje znaczacych zmian, a najwiekszanide w wielkéciach obserwujemy
dla D1111 | Daggo, nie przekraczaja one jednak 5% w rozpatrywanym przypadlastepne dwa
wykresy zaprezentowane na rysunkach 4.16 i 4.17 obrazplaworientacji zbrojenia na ugiecie
w dwoch punktach charakterystycznych piyty (rys. 4.8) gilpowiednio w centralnym punkcie
ptyty - punktC i w punkcie B umieszczonym wsrodku rozpietsci swobodnej krawedzi plyty.
Wykresy te pokazujge zmiana katéd ma wptyw na wielk&t ugiet, lecz wptyw ten jest znacznie
mniejszy nk w przypadku wspétczynnikdw sztywaoi i nie przekraczaja 5% w rozpatrywanej
ptycie.

Wyniki te sa otrzymane z testébw numerycznychzyeiem wiasnego kodu i dla poréwnania
programemABAQUS®, przy czym dla obu modeli przyjeto te sama géstsiatki elementow
skanczonych tj. 16x24. W obliczeniach programeBAQUS® do dyskretyzaciji piyty myto
czteroweztowych elementéw powtokowych - S4R (E#Qus 2004]). Dodatkowo na wykresach
4.16 i 4.17 sa poréwnane ugiecia otrzymana z wykorzystaniznych modeli aytych do obli-
czania sztywnsci ptyty. Obok omawianych wcgaiej modeli wtaczonych do wlasnego programu,
dla poréwnania saayte dwa modele dostepne dla ptaskich konstrukcji kompmzych w pro-
gramie ABAQUS®. Pierwszy to klasyczny i opisywany w pracy model warstwowg ktérego
danymi sa ja przygotowane efektywne state spystdsci ortotropowych warstw, wyliczone np. z
wykorzystaniem zalnaosci 4.29. Drugi model unmiwia osobna deklaracje matrycy i widkien,
matryce deklarujemy jako element skazony np. powtokowy S4R i umieszczamy w jego wne-
trzu rownolegle do ptaszczyzrgrodkowej rodzine lub rodziny widkien podajac pole przgl
pojedynczego wtokna, odled#o pomiedzysrodkami cigkosci przekrojéw sasiednich witdkien i
usytuowanie rodziny w stosunku do ptaszczyznadkowej elementu. Ten sposdb modelowania
struktury wzmacnianej wibknami w dokumentacji systeffBA QUS® jest nazywanyebar layer
([ABAQUS 2004]). R&nice wynikajace z zycia wyzej wymienionych modeli nie przekraczaja
8% i mazna zauwayc, ze wyniki otrzymane z zyciem modelu warstwowego dla obu elementéw
skahczonych sa sobie bliskie, a model ten jest mniej podatnpozostate modele. Widadéwniez
bliskost rozwiaza do ktorych uzyskaniaayto modele traktujace rozdzielnie wtbkna i matryce na
poziomie obliczania sztywrsai struktury tj. modelu WQ,S\NITKI I rebar layer.
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Rysunek 4.13: Wptyw utpenia witékien w wybranych warstwach i ,; dla r&nych modeli
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Rysunek 4.14: Wptyw utpenia witékien w wybranych warstwach g ,, dla r&nych modeli
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Rysunek 4.15: Wptyw utpenia witékien w wybranych warstwach g, dla r&nych modeli
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Rysunek 4.16: Przypadek C1: wptyw aknia zbrojenia na ugiecie w punkdeotrzymany jako
rezultat obliczé z wykorzystaniem mnych modeli i programoéw
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Rysunek 4.17: Przypadek C1: wptyw aknia zbrojenia na ugiecie w punkdeotrzymany jako
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5 Plyty wioknokompozytowe w zakresie nieliniowym

Rozdziat ten pswigcony jest modelowaniu procesu uszkadze jakiego dochodzi w ptytach
kompozytowych poddanych obaeniu. W poszczegélnych podrozdziatach sa opisane redzaj
uszkodzé w kompozytach, sposoby przewidywania ich powstawaniakaet modele umali-
wiajace symulacje rozwoju uszkodzenia od inicjacji dékowitej utraty néndsci przez element
konstrukcyjny. Do oblicze jest wykorzystana metody elementéw 8kmonych, ayte algorytmy

i wykorzystane elementy skazone sa zaprezentowane w odpowiednich podrozdzialatt-
czenia sa wykonane zzyciem komercyjnego programdBAQUS® z dodatkowymi procedu-
rami wkasnymiw jezyku programowania FORTRAN. Gzgvynikow prezentowanych w tym roz-
dziale zostato opublikowanych w pracach autorskich lubdetorskich [KuLA 2004, KuczMA

& KULA 2005, KuczmA & KuLA 2006].

5.1 Rodzaje uszkodze

Proces zniszczenia kompozytéw peomiet réznorodny przebieg w zatadsci od rodzaju kom-
pozytu i obcigenia na niego dziatajacego. Ogdlnie przyjmuje Bgezniszczeniem kompozytu w
sensie mechanicznym nazywamy znaczaca zmiangciwesci materiatu, niebezpieczna dla kon-
strukcji. Zanim dojdzie do zniszczenia kompozyt czesegaluszkodzeniom, ktére nie zawsze sa
niebezpieczne dla konstrukcji, powoduja jednak zmiakgsewvcsci mechanicznych kompozytu,
najczesciej jego ostabienie, co nalg uwzglednt w procesie projektowania. \iaym elementem
jest identyfikacja uszkodzenia i modyfikacja sgavosci materiatu z uszkodzeniem.

Rodzaj uszkodzenia zag gtéwnie od wi&ciwaosci mechanicznych komponentéw, w przy-
padku wiéknokompozytéw - osnowy i wibkna, a &kod rodzaju ich zespolenia. W przypadku
pojedynczej laminy méwimy o uszkodzeniach wewnatrz strokwarstwy (ang.:intralaminar
failure) i mozemy wyr@nic tu nastepujace rodzaje uszkodzeekanie matrycy, pekanie lub wy-
boczenie wibkna, wyciaganie widkna z matrycy (utrata afijyesciecie kompozytu. C&¢ tych
uszkodzé wraz z obcizeniami mogacymi je spowodowaostata przedstawiona schematycznie
na rysunku 5.1. W celu wyznaczenia miejsca powstania i fjadzszkodzenia niezbedne nam
sa pewne wielksci charakterystyczne ol8kjace stany graniczne materiatu. Wigdk@mi tymi
moga by zaréwno odksztatcenia jak i nagemia, charakteryzujace stan graniczny materiatu. Wy-
znaczenie krytycznych waroi naprgen przy ztazonym ich stanie, z jakim mamy do czynienia w
trakcie eksploataciji, jest niezwykle skomplikowane i wygatby olbrzymiej iléci dswiadczé
dla r&znych, maliwych zestawéw obcieen. Dlatego podjeto proby stworzenia pewnych matema-
tycznych zwiazkédw nazywanych hipotezami lub kryterianyitkmymatdsciowymi, ktére umali-
wiaja poprzez poréwnanie nageh czy odksztatce w danym punkcie struktury z odpowiednimi
wielkoSciami krytycznymi charakterystycznymi dla materiatu, yzmaczonych w prostych sta-
nach wytgenia tj. jednoosiowgciskanie i rozciaganie oraz czy$ginanie. Naley tu zaznaczg,
ze w przypadku kompozytéw wiéknistych wspomniane wislkickrytyczne sa mne w r&nych
kierunkach materialnych i zata od ut@enia wtdkien. Wytrzymalst kompozytu w kierunku uto-
zenia widkien jest przewaie wielokrotnie wieksza miw kierunku do nich prostopadtym.

Czest z kryteriow wytrzymat&ciowych skonstruowana jest w ten sposggbpozwala uwzgled-
nic wieloosiowy stan napeenia w warstwie i sprzznie miedzy rdnymi mechanizmami znisz-
czenia. Podégie to nie daje nam jednak odpowiedzi z jakim uszkodzenienmyndo czynienia
w danym punkcie materialnym i w celu jego identyfikacji mugisie positkow& dodatkowymi
zalendsciami. Inne kryteria definiuja mhe warunki wytrzymaitsciowy dla r@nych rodzajéw
uszkodzé. Kilka z kryteriow wytrzymat&ci jest zaprezentowanych i wykorzystanych w dalszych
czesciach pracy. Naky tu jednak doda ze wszystkie te kryteria dotycza rozeaa na poziomie
makroskopowym - warstwy, tzn. nie uwzgledniaja mikrdusizen.
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rysa w matrycy rownolegla zerwane widkno

v

rysa w matrycy prostopadia a. utrata potaczenia widkna
do wlodkien Z 0SNOwa

b

—|® j\—

d.

do widkien

M}

X E=

Rysunek 5.1: Rodzaje zniszczenia w kompozycie wtdknistgohndznymi obcigeniami: a - zgi-
nanie, b Sciskanie w kierunku ufenia wtékien Sciecie wtokien i matrycy (lewy),
wyboczenie wtdkien (prawy), ¢ - rozciaganie w kierunkuagaoia wtokien - zerwa-
nie widkna w matrycy (lewykr < €y, pekniecie matrycyr > e, (prawy), d -
Sciskanie w kierunku prostopadtym do kierunkuzdaia wiékien Sciecie matrycy,
e - rozciaganie w kierunku prostopadtym do kierunkuzetoia wikien - pekniecie
matrycy
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Wszystkie wyej wymienione uszkodzenia ulokowane sa, jak 8orgj wspomniatem, we-
wnatrz pojedynczej warstwy i element konstrukcyjny z wsieniami maemy rozpatrywa w
zalendsci od rodzaju problemu jako dwu- lub tréjwymiarowy. Nietegednak wszystkie uszko-
dzenia jakie mpemy zidentyfikowa i nazwa& w kompozycie. Poniewzaprzedmiotem pracy jest
ptyta kompozytowa widknista, w ktorej fizycznie lub Blgwo wydzielone sa warstwy ortotro-
powe, wiec poza uszkodzeniami w pojedynczej warstwigenty wyr&nic uszkodzenia zacho-
dzace na styku warstw (angnterlaminar failure. Jest to bardzo czeste uszkodzenie z jakim
mamy do czynienia w kompozytach warstwowych podczas ekt i najcz&ciej nazywamy je
delaminacja, przez termin ten najerozumieé utrate kontaktu poprzez dwie sasiadujace ze soba
warstwy. Przyczyna delaminacji mogadgeometryczne nieciagioi wywotane przez stan na-
prezenia, defekty materiatu wcggiej zaistniate w obrebie jednej z warstw uszkodzeniamgy
prostopadte do powierzchni zespolenia warstw. Na rysunRujgst przedstawiony przykiad de-
laminacji w warstwowym elemencie konstrukcyjnym. W praegsrojektowania konstrukcji do
identyfikacji poziomu obcizenia przy ktérym dojdzie do delaminacji moga pasttinam hipotezy
wytrzymatdgsciowe bazujace na odksztatceniach lub nagngach jak réwnie metody mechaniki

pekania.
/

/IL AN
stan poczatkowy \

peina adhezja delaminacja

Rysunek 5.2: Fragment struktury warstwowej z delamnanac;j ,

Rysunek 5.3: Zdjecie przetlomu struktury kompozytowej ffiyeza epoksydowa wzmochiona
witdéknami karbonowymi) z widocznymi uszkodzeniami; pgdaiem poprzecznym
(biata strzatka) i delaminacja (czarna strzatka)
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Rysunek 5.4: Zdjecie przetomu struktury kompozytowej tfiyea epoksydowa wzmocniona
widéknami karbonowymi) z widoczna propagacja rysy poperej

Dodatkowo dla dobrego zobrazowania postaci przyktadowsszkodzé w kompozycie za-
mieszczam zdjecia skopiowane z praavifiLI NSKA 2005] (rys. 5.3 5.4).
W nastepnych c&eiach tego rozdziatu beda szczegdtowo rozpatrywankelgmy uszkodze w
kompozytach i modele unztiwiajace przewidzenie miejsca ich powstania oraz ictwdj w war-
stwowej konstrukcji kompozytowej na przyktadzie elemenkonstrukcyjnych ze szczeg6lnym
uwzglednieniem piyt.

5.2 Kryteria wytrzymato sci

Kryteria wytrzymataci dla kompozytéw mepemy podzielt na trzy grupy. Pierwsza grupe sta-
nowia kryteria niezalene (ang.independent failure criterlp daja one nam odpowiedz ktére z
napreen lub odksztatce wywotato uszkodzenie, a co za tym idzie pozwalaja zidikdwat jego
rodzaj. Wada tego rodzaju kryteridw jest brak sgemgia miedzy mechanizmami zniszczenia.
Wyréznic w tej grupie maemy dwa kryteria tj. kryterium maksymalnego nagia i kryterium
maksymalnego odksztatcenia. Pzgjizostanie zaprezentowane, oméwione i wykorzystane kry-
terium bazujace na nameniu, kryterium bazujace na odksztatlceniu ma postzalogiczna do
prezentowanej, a mhica polega na nakeniu warunkéw granicznych w postaci odksztateenie
napreen.

Druga grupa kryteriéw sa kryteria wielomianowe (armgplynomial failure criterig opraco-
wane przez badaczy na drodze empirycznej. Kryteria te wpudnigja zt@aondst mechanizmu
uszkodzé poprzez zalencst od wszystkich sktadowych stanu napse. Kryteria te wywodza sie
z warunku plastyczrici HUBERA—-MISESA-HENCKY' EGO, ktdry zostat uogdlniony na materiaty
ortotropowe przez HL'A w 1950 roku. Warunek ten ma poéta

(G+H)ol, +(F+H)ok+ (F+G) ok —2Ho 1000+
—2GO’110'33 - 2F0’220’33 + 2L0';3 + 2M0'%3 + QNO'%Q =1 (51)

i zostat on uznany za kryterium wytrzymaiti kompozytu, a parametfy; G, H, L, M, N zwia-
zane z plastycznym zachowaniem materiatu ortotropowegtagozastapione parametrami wy-
razonymi przez charakterystyki wytrzym&ciowe kompozytu. W grupie tej memy wyr&nic
kilka kryteriow nazwanych najcagiej od nazwisk ich tworcow: §aI-Wu , AzzI-TSAI-HILL,
HOFFMAN.



5 Piyty wibknokompozytowe w zakresie nieliniowym 37

Ostatnia grupa kryteriow sa kryteria, ktére uwzgleggaiinterakcje komponentéw tensora na-
prezeh a jednoczenie identyfikuja rodzaj uszkodzenia (andirect-mode criterid. Do grupy
tej przyktadowo nalea kryteria zaproponowane przez ABHIN 1980, GHANG & L ESSARD
1991, LEE 1982, RICK & SCHUERMANN 1998].

Zanim przejde do omowienia kilku wybranych i zastosowdmwicpracy kryteriow, zdefiniuje
wytrzymatdsci ortotropowej warstwy kompozytu widknistego wraz z czeniami:

R, - wytrzymaldt warstwy na rozciaganie w kierunku asi - kierunek ut@enia wtokien,
RS, - wytrzymaldst warstwy nasciskanie w kierunku ost, - kierunek utaenia wiékien,
RY, - wytrzymaldt warstwy na rozciaganie w kierunku asi prostopadtym do wiékien,
RS, - wytrzymatast warstwy nasciskanie w kierunku ost, prostopadtym do widkien,
RL, - wytrzymatdst warstwy na rozciaganie w kierunku prostopadtym do wiikie

RS, - wytrzymatasC warstwy nasciskanie w kierunku osi; prostopadtym do wiokien,
R15 - wytrzymaltast warstwy nascinanie w ptaszczyznie osi materiatowyah,(x2),

R13 - wytrzymaltast warstwy nascinanie w ptaszczyznie osi materiatowyah,(x3),

Rs3 - wytrzymatast warstwy nascinanie w ptaszczyznie osi materiatowyah, (x3).

5.2.1 Kryterium maksymalnego napreenia

Kryterium naprgenia maksymalnego definiuje stan bezpi@sitea dla kompozytu jednokierun-
kowo zbrojonego poprzez zaledsci naprgeh normalnycho, 092, 033 | Stycznychos, oa3, 013
od odpowiadajacych im wytrzymaioi i mazemy je zapisa

‘O'jj‘ < Rj] dla j = 1,2,3 ) 055 < 0 (52)
‘O-jj‘ < sz dla j = 1,2,3 ) 055 > 0 (53)
|oi] < Ry dla i,j=1,2,3 (5.4)

Jezeli ktérykolwiek z wyzej wymienionych warunkéw jest przekroczony w punkcie mabteym

to oznacza toze kompozyt w tym punkcie ulegt uszkodzeniu. Wiedzac kiwyarunkéw zostat
spetiony, wiemy do jakiego typu uszkodzenia doszto i tak fg$li dodatnie napmenie nor-
malne w kierunku utzenia witdkien przekroczy wytrzyma8o kompozytu na rozciaganie w tym
kierunku oznacza toze doszto do zerwania widékna. Pskedzmy dziatanie tego kryterium na
przyktadzie jednoosiowego rozciagania zmé orientacja osi materialnej (kierunek utzenia
wtokien) wzgledem osi: wzdtuz ktérej zachodzi rozciaganie.

x> y X,

vy

VR

AR

XX XX

Rysunek 5.5: Rozciagana warstwa orotropowa kat pomiedzy globalnym uktadem wspétrzed-
nychzy, a lokalnym uktadem osi materialnyahz-)
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Rysunek 5.5 obrazuje to dwuwymiarowe akademickie zadaladyna niezerowa sktadowa ten-
sora napreenia w uktadzie globalnymy jesto,,, wykorzystujac transformacje odwrotna do
uktadu lokalnega:; z; otrzymujemy tensor napzeh w postaci:

11 O COS% v
O99 p = Oy SIN? ¥ (5.5)
019 — 04y SIN (v COS

A stosujac kryterium maksymalnego napegia otrzymamy réwnania trzech krzywych:

Ry
Ogx = cos2 o’ (56)
Rt
Oxx = sin?cz’ (57)
Opw = 3712‘. (5.8)
COS (¢ S111 ¢

Efekt zastosowania tych rownalo obliczenia wytrzymaki laminy na rozciaganie przy zoej
orientacji widkien przedstawia rysunek 5.6, gdzie obszat krzywymi jest obszarem bezpiecz-
nym (szary kolor).

Rysunek 5.6: Schematyczny obraz wyniku analizy zniszezeyaciaganej warstwy kompozytu z
wykorzystaniem kryterium maksymalnego nagegia. Zalencst miedzy wart&cia
krytyczna napreenia a orientacja zbrojenia

Wynik otrzymany dla tego prostego przypadku dla wielssz&ompozytéw odbiega od wynikéw
doSwiadczalnych, a z tego wynika koniecgiastosowania bardziej rozbudowanych kryteriow (
[REDDY 1997, GERMAN 1996]).
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5.2.2 Kryterium T sAI-WuU

Jednym ze wspomnianych wd&eej kryteribw wielomianowych jest kryterium zaproporeve
przez T5AI i WU ( [TsAl & Wu 1971]). Autorzy starali sie dopasow&eoretyczne krzywe do
wynikéw doswiadczalnych, kryterium to ma wiec pod®empiryczne. Uwzglednione w nim za-
leznasci miedzy napreeniami w wieloosiowym stanie nape. Sprzgenie to jet w formie tenso-
row wytrzymatcgsciowych Il i IV rzedu, odpowiednid’; i F;;,;. Rownanie wielomianu obrazuja-
cego kryterium BAI-WU i opisujacego powierzchnig zniszczenia zapisujemy wamds[REDDY
1997)):

F<Uz]) = E]Uz] + Ejklaijakl dla iuju kul = 17 27 37 (59)

-notacja zaweona (zapis VIGT A).

W réwnaniu tymo,; sa to komponenty tensora napegia warstwy w gtbwnym materialnym ukta-
dzie wspotrzednych. Wspétrzedne tensoréw wytrzyrseilmvych definiujemy jako zakmasci
wytrzymatdsci warstwy z prostych préb ob@aniowych:

2 1 1 1 1 1 1
1= 5 — o 2 =75 — 5o 33 = 5 — o
Ry, R Ry RS, Ry Rgy
1 1 1
Fiin —, Iy = ———, [Pz = ———,
Ri RS Ry RS, Ry RS,
1 1 1 1
Fio1o = ——, Fawzs=—5—, Fiziz=—5—, Fu=—5vVFuiloe,
Ry Ras Ry 2

1 1
Fog33 = 5V Fyo09F3333, i3z = 5V Fi111 F333. (5.10)

O uszkodzeniu kompozytu w rglkryterium TsAlI-Wu mowimy kiedy w danym punkcie zachodzi
warunek:

F(oy) > 1 (5.11)

W przypadku ptaskiego stanu napepia w kompozycie ortotropowym kryterium to redukuje sie
do postaci:

Frio11 + Faogg + Fia012 + 2F11922011092 + FllllUfl + F2222U§2 + F1212<ng >1 (5.12)

i obrazowo maemy przedstawije na wykresie - rysunek 5.6, gdzie zadémo,ze s, = 0. Obszar
wewnatrz elipsy oznacze stan bez uszkodzenia.

A 022

Rysunek 5.7: Kryterium $AI-WuU
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W publikacjach [ATENBACH et al. 2004, WHRMANN 2002] przedstawiono przyktady wykorzy-
stania kryteriow wielomianowych dla ortotropowej warstwy pracy [MALLIK 1988] znajdziemy
wykresy pokazujace rozktad wynikéw sleiadczalnych zniszczenia na powierzchni naghgnor-
malnych ¢, 092) Wraz z krzywymi obrazujacymi przyktadowe kryteria. Z ffna tych mazemy
odczyt& réznice pomiedzy kryteriami i ich poréwnanie z&wiadczeniem.

5.2.3 Kryterium H ASHIN'A

Ostatnim rodzajem kryteriow sa kryteridirect-mode’ Przykladem tego rodzaju kryteriow sa
kryteria zaproponowane przezadHIN’ A, w ktérych autor uwzglednit wptyw sprzenia sktado-
wych tensora napegnia na poszczegoélne rodzaje uszkddz4ozenie mechanizmu uszkodzenia
jest zapisane dla mhiych rodzajow uszkodhepoprzez nastepujace zahesci matematyczne:

Zerwanie wiokien (rozciaganie)

2 2 2

011 012 013
— — — ] >1 dl >0 513
<R§1) - (312) - <313) - ¢ o= (5-13)

Wyboczenie wiokien (Sciskanie)

<"{}) >1 dla o, <0, (5.14)
Rll

Uszkodzenie matrycy (rozciaganie)

et ot oy (28] (5 0
(R,)’ (Ra3)? ’ 33 Ry Ris) —

dla 099 + 033 > 0, (515)

Uszkodzenie matrycy (Sciskanie)

1 RS\ 2 012 2 013 2 (023)2 — 022033
2 ) 1| (om+o +(—)+<—‘)+ : >+
R, (2323) ] (024 7) et R (Ras)*
1
4(R )2 (0'22 + 0’33)2 2 1 dla 0929 + 033 S O (516)
23

Powyzsze zalendsci umaliwiaja identyfikacje uszkodzenia na poziomie warstwywezgled-
nieniem wptywu r@nych sktadowych tensora napemia na powstanie danego uszkodzenia np.
zarysowanie matrycy, zerwanie lub wyboczenie widkna &agcie warstwy. \&réd warunkow
wytrzymatdsciowych zaproponowanych przezabHIN' A znajdziemy réwnie zalenast, ktora
umazliwia identyfikacje uszkodzenia miedzy warstwami:

Delaminacja
(033) 2+ 913 2+ 92 2>1 (5.17)
Ry Ri3 Rys) =7 .

gdzie(e) 0znacza nawias WMCAULAY ' A, ktory definiujemy nastepujaco:

<0’33> = 033 dla 033 > O,

<0'33> =0 dla 033 S 0. (518)
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Powyzsza zalenost mazemy przedstaviw postaci graficznej - rysunek 5.8.

Rysunek 5.8: Kryterium WsSHIN’ A dla delaminacji

Zaleznost HASHIN’ A dla delaminacji pozwala okséic miejsce i moment inicjacji tego zjawiska,
czyli powstania rysy réwnolegtej do ptaszczyzny warstwyogagacja rysy nze by¢ realizo-
wana na rane sposoby bazujace na mechanice kontinuum zniszczdnimlmechanice pekania.
Zastosowany w pracy model jest opisany wazdgodswieconej numerycznemu modelowaniu de-
leminacji (podrozdziat 5.5.2).

5.2.4 Kryteria wytrzymato ci warstwy, a uszkodzenie kompozytu warstwowego

W podrozdziatach 5.2.1-5.2.3 zostaty zaprezentowanedpayte na nieco mhych zataeniach
kryteria wytrzymal&ci pojedynczej, ortotropowej warstwy kompozytu widkagd. Jednak za-
danie najczgciej stojacym przed projektantem jest demie n&ndci nie pojedynczej laminy
ale elementu konstrukcyjnego wykonanego z kilku czy kikstu potaczonych ze soba warstw -
laminatu.

Mnogast kompozytéw, ich geometria, rodzaj zespolenia czy wresgZinorodny mechanizm
niszczenia, unienmiwiaja stworzenie modeli matematycznych czy numerychrpozwalajacych
jednoznacznie ocetincsnast elementu warstwowego jako zhomogenizowanego elemehttacC
okreslic nesnase struktury kompozytowej musimy A& w swoich rozwaaniach do poziomu war-
stwy ortotropowej i najpierw ok&ic jej wytrzymat®t na postawie wyej opisanych kryteriow.
Nastepnie natey opracowa algorytm umaliwiajacy okreslenie poziomu uszkodzenia laminatu
przez pryzmat uszkodzenia w poszczegoélnych laminach.eBriemn jest z reguty &6 skompliko-
wany poniewa wymaga transformacje wielkoi fizycznych z globalnego uktadu wspétrzednych
w ktérym rozpatrywany jest laminat do materialnych uktadékalnych poszczegdlnych warstw
w celu przyréwnania ich do charakterystycznych wytrzyraaiplub podstawiania do kryteriow
wytrzymatdsciowych.

Pojawienie sie uszkodzenia w warstwie nie oznacza utrabnasci przez caty warstwowy
element konstrukcyjny, przewaie jest jedynie inicjacja uszkodzenia, co wymaga priieite
wania wiaciwasci mechanicznych uszkodzonej warstwy a co za tym idziedatai Laminat
moze jednak przenosidalej obcizenie, czesto dio wieksze od tego, ktére spowodowato pierw-
sze uszkodzenie (anfirst ply failure -FPP. Przy kolejnych przyrostach obaania kontrolujemy
juz zmodyfikowana konstrukcje i postepujemy jak przy pigrym uszkodzeniu tzn. poszukujemy
~pierwszego uszkodzenia” w ,nowym” materiale. Przez ,ndwateriat rozumiemy materiat zde-
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gradowany na skutek uszkodrzePostepujemy takzado catkowitego zniszczenia laminatu (ang.
ultimate ply failure - UPH.

Postep uszkodzenia od pierwszego uszkodzenia do cadgoviniszczenia w laminacie mo-
zemy realizowa na kilka sposobéw, ktére wypunktowane zostaty w rozdzmavieconym ak-
tualnemu stanowi wiedzy. W pracy zastosowany jest modeljaay na redukcji tych sztywrsei
ktére sa zwiazane z wykrytym uszkodzeniem, nglijeaprgenie normalne w kierunku prosto-
padtym do witokien przekroczy odpowiadajaca mu wytrzyoeal dojdzie pekniecia matrycy to
tylko sztywn&t w tym samym kierunku zostanie zredukowanaffbo 1991, REppy 1997]),
w przypadku modelowania dwuwymiarowego. Szczegdtowy rgkgo postepowania przy nume-
rycznym modelowaniu rozwoju uszkodzenia w kompozycie wara/ym zaprezentowany jest w
podrozdziale 5.5.1. Innym vzaym uszkodzeniem w kompozycie jest wspomniana waieg de-
laminacja, ktéra wymaga dla petnego opisu tego zjawiskigas/ania modelu trojwymiarowego.
Poniewa uszkodzenie to zachodzi na granicy warstw sposéb modelaj@st inny nz w przy-
padku uszkodAezachodzacych w obrebie warstw. Inicjacja delaminasjt przewidywana tae
przy pomocy kryteriow wytrzymakriowych, a postep dleaminacji jest realizowany z wykerzy
staniem energii pekania oraz prawa ewolucji wg mecharokitikhuum uszkodzZe Szczego6towo
delaminacja jest rozpatrywana w rozdziale 5.5.2.

5.3 Elementy mechaniki &rodkéw ciagtych

W rozdziale 4 byto rozpatrywane liniowe zachowanie ptyty tagkim stanie napeenia. Mo-
del bazujacy na ptaskim stanie napegia nie pozwala jednak uwzglednvszystkich proceséw
zniszczenia jakie moga Agjw strukturze warstwowej. Dlatego w podrozdziale 5.4 jekfiz
niowany powtokowy element skazony 3-D bazujacy na mechaniceradkéw ciagtych, ktéry w
petni nadaje sie do nieliniowej analizy ptyt czy powtok wavowych, réwnie z delaminacja. W
tej czesci pracy sa przedstawione na podstawie literatumnRrRz 1993, REDDY 1997, BASAR

& WEICHERT 2000] podstawowe zat@csci mechaniki ciata statego - réwnania polowe, ktére
umazliwia petne i zrozumiate zdefiniowanie &&j wymienionego elementu, oraz sformutowanie
wariacyjne, ktore pozwala na aproksymacje problemu neetbeimentow skisczonych.

5.3.1 Deformacja i odksztatcenie

Rozwaania bazujace na mechanicéradkéw ciagtych naley zaczg od opisu kinematyki
oSrodka. Na wstepie zdefiniuje dwie konfiguracje odnigsi€¢fBASAR & W EICHERT 2000]):
Konfiguracje poczatkow#, tzn. ciato znajdujace sie w przestrzeni euklidesalt/gjest nieobcia-
zone, nie ulegto deformacji i stan napegia jest zerowy. Wektor patenia punktuP, nalezacego
do przestrzenB, w kartezjaskim uktadzie wspotrzednych zapisujemy:

X - X<X17X2,X3)7 (519)

a wspotrzedneX;, X,, X3 sa nazywane wspotrzednymAGRANGE' A lub materialnymi.
Konfiguracja aktualna tzn. ciato znajdujace sie w przestrzeni euklidesoWéjdoznato pew-
nej deformacji na skutek zewnetrznego olzeigia, punktP, zmienit swoja pozycje n®, ktérej
wektor pot@enie maemy zapisaw tym samym uktadzie odniesienia:

X = X($17$2,ZL‘3), (520)

wspotrzedner,, z,, x3 nazywamy wspoétrzednymilEER’ A lub przestrzennymi. Povegze roz-
wazania obrazuje rysunek 5.9.
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Rysunek 5.9: Wspotrzedne materialne i przestrzenne.av@kzemieszczeniau

Transformujac wspotrzedne do dowolnego uktadu krzymiolvego©, ©,, ©5 otrzymamy:

Xi:Xi(@1>@27@3)7 1=1,2,3 — X:X(@17@27@3)7 (5.21)

T; = xi(@h @2, @3), 1= 1, 2, 3 — X= X(@l, @2, @3) (522)

Nastepnie raniczkujac wektory potpenia we wspo6hzednych materialnych i przestrzennych
wzgledem uktadu krzywoliniowego otrzymujemy kowariamtmektory bazy:

aX(@l, @27 @3)

Gi = 9
00;

i=1,2,3, (5.23)

. 8X(@1, @2, @3) .
g, = 90, , 1=1,2,3. (5.24)

Wektory kontrawariantne definiujemy w standardowy spostdlezndsciG; G’ = ¢! i g;-¢f = &/,
gdzied; to delta KRONECKER A. Wektor przemieszczenia czastki materialfgjna miejsceP
jest dany przez nice wektora poteenia poczatkowego i aktualnego:

u=x-—X (5.25)

W celu okré&lenia odksztatcenia i deformacji ciata materialnego w@adzamy nieskioczenia
maty odcinek materialnyX (rys. 5.10). Odcinek ten w konfiguracji aktualnej - ,zdefauwa-
nej” przechodzi w odcinekix (rys. 5.10). Maemy zdefiniowa odcinki materialne w uktadzie
wspotrzednych krzywoliniowym:

X

X = 2240, = G,d0;, i=1,2 5.26
8@@ @Z 3 @'57 7/ bl 737 ( )
B

dx = 2240, = g.de,, i=1,2,3. (5.27)

00;
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Chcac ustafi zalenast miedzydX, adx wprowadzamy tensor drugiego rzedu, ktéry nosi nazwe
tensora gradientu deformacji i jest oznaczany pizeRefiniujemy go przez wektory metryczne:

F=9®G, F'=Gw®g, i=1,23, (5.28)

F'=G,®d, FT=¢g®G, i=1,23. (5.29)

Obserwujac zalnast kowariantnych wektoréw baz; i g, wyrazone przeZ i F~*, poprzez
odpowiednie przeksztatcenia (ABAR & W EICHERT 2000]), otrzymujemy zalmnasci transfor-
macji odcinka materialneg@X we wspotrzednych materialnych w ,zdeformowany” odcimkek
we wspotrzednych przestrzennych. Transformacja tagaedizowana przez gradient deformdgji
a transformacja odwrotna przez jego inwelsjg:

dx = FdX, dX =F ldx (5.30)

Spasrod wielu maliwosci definicji tensora odksztatcenia najbardziej pasujady opisu daych
odksztatcé jest tensor REENA-LAGRANGE' A, ktéry mazemy zapisa:

E= %(FT -F-0), (5.31)

gdzieG reprezentuje tensor jednostkowy. Alternatywnie reprezgga tensor& mozemy zapisa
we wspotrzednych kowariantnych:

4 . 1 1
E= Ez‘j‘GZ X G], EZ = é(u’iGj + U,sz‘ + UJUJ) = §(g” — GU) (532)

Gdziegi; = g; - 9; 1 Gi; = G, - G; sa wspbhrzednymi metrycznymi aktualnej i poczatkowajk
figuracji. W postulowanym w pracy nieliniowo geometryczngformutowaniu wykorzystywane
sa odksztatcenia REENA-LAGRANGE' A zapisane powsszymi zalendsciami (5.30) i (5.31). W
przypadku matych odksztatlbeensor REENA-LAGRANGE A redukuje sie do tensora matych
odksztatca, ktéry maemy zapisaw stosowanej w tym miejscu notacji nastepujaco:

1
eij = 5(UiG; +u,Gi). (5.33)

Rysunek 5.10: Deformacja odcinka materialn€dow dx
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5.3.2 Zwiazki konstytutywne

Przed sformutowaniem prawa materialowego mgledefiniow& naprgenia. Miara napzenia
energetycznie sprzena z odksztatceniamiEENA-LAGRANGE' A jest tensor nap@enia RoOLI -
KIRCHOFF A drugiego rzedis:

S=5%G; ® G;. (5.34)

Tensor ten reprezentuje napegia w odniesieniu do konfiguracji poczatkowej i nie niezma go
bezp&rednio zinterpretowafizycznie. Inna miara napzenia jest tensor &JCHY' EGO, ktérego
wspotrzedne odnosza sie do konfiguracji aktualnej i gestiara fizyczna aktualnego stanu ma-
teriatu. Tensor GUCHY'EGO mozemy otrzyma z tensora PLII-KIRCHOFF A z nastepujacej
zalendsci:

o=J1'F-S-F, (5.35)

gdzie J jest tojakobian Réwnanie to jest szczegdlnie mee przy praktycznym wykorzystaniu
wynikéw obliczeh np. w prognozowaniu uszkodzev kompozytach. Majac zdefiniowane od-
ksztatcenia i napmenia musimy zdefiniowaprawo materiatowe poprzez odpowiednie zwiazki
konstytutywne. W pracy jak to pibyto opisane w rozdziale gwieconym w rozdziale @wie-
conym ptytom kompozytowym w zakresie spystym (rozdziat 4) postulujemy liniowa zalecst
pomiedzy odksztatceniami a napemiami, w tym miejscu ten postulat sformutujmy jako zale
no&t liniowa odksztatce GREENA-LAGRANGE' A i naprezen PIOLII -KIRCHOFF A:

S=C:E. (5.36)

C jest tensorem czwartego rzedu nazywanym tensorem miateyia lub sprgystdci i jest dany
przez zalenost:

B a2wmt(E)

C="—zg (5.37)

w ktérej Wit (E) jest gestécia energii odksztatcenia. TensGrjako czwartego rzedu ma 81
komponentéw, ale ze wzgledu na symetrie tensoréw odksata naprgen liczba niezalenych
wspotrzednych wynosi 36, symetria ta jest nazywana wditeze anglojezycznejinor symmetry

Cijrr = Cjir = Cijig- (5.38)

Reprezentacje tensora spystdsci w notacji VOIGT' A przyjmuje posté:

C(1111 C(1122 C(1133 C(1112 C(1123 C(1113
C12211 C12222 C12233 C12212 C12223 C12213
. C13311 C13322 C13333 C13312 C13323 C13313
C= . (5.39)
C11211 C11222 C11233 C11212 C11223 C11213

C(2311 C(2322 C(2333 C(2312 C(2323 C(2313
C(1311 C(1322 C(1333 C(1312 C(1323 C(1313

Jednake wziawszy pod uwage wiassa potencjatuV "t mamy:

82 Wint 82 Wz'nt

M OE;;0Ey  0Ew0E;

= Chuij, (5.40)
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co redukuije liczba niezataych elementéw macierag do 21. Symetria ta w literaturze angiel-
skojezycznej nazywana jestajor symmetryDalsze redukcje liczby niezaleych komponentéw
wynikaja z wi&gciwdsci fizycznych &rodka, a konkretnie z i&i osi symetrii w materiale. | tak
oSrodek z 21 niezalmymi komponentami macierzy spigstéci nazywany jest &rodkiem ani-
zotropowym i nie mazadnej osi symetrii, &rodek ortotropowy ma 3 osie symetrii co redukuje
liczbe niezalenych elementéw do 9, asoodek o nieskiaczonej liczbie osi symetrii - izotropowy
ma jedynie 2 niezalme komponenty. Poniewagojedyncza lamina zbrojona wtéknami ciagtymi
jest asrodkiem ortotropowym w odniesieniu do materialnego ukiadvspoétrzednych, macierz
materialowa warstwy oznaczona jakpjest dana ( [NES 1999, SSHLEBUSCH 2005)):

- 1—vo3vso V21+r31v23 V13+V23V12 0 0 0 N
FE>FE30 E>FE30 FE1E50
v21+V31V23 1-v31113 v32+vi12V31 0 0 0
FE>FE30 E3FE10 FE3E10
_ vi3+rvesvia  V32+Vi2v31 1-viov9 0 0 0
C= E1E20 E3E1© E1E20 7 (5.41)
0 0 0 2G1a 0 0
0 0 0 0 2G93 0
0 0 0 0 0 2G3 |
gdzie:
I — v1av91 — Vagli3a — V13131 — Va1V3ali3 — Vi2la3l/31
e = > 0, (5.42)

EyEy By

gdzieE;, v;;, G;; sa ireynierskimi statlymi spreystdsci. Naley tu odnotowa zalendst pewnych
statych spreystdci w csrodku ortotropowym stanowiace o symetnigjor symmetry

Eivy = Eovyo, Esvsy = Esvgs { Esvy3 = Eqvs;. (5.43)

Ortogonalne wektory bazy do ktérej odnosi sie macierz nattmvaC oznaczmyM,; w konfigura-

cji poczatkowej. Wektor baziyl ; jest wektorem normalnym do ptaszczyzny zbrojenia a kigkune
wektoraM ; jest zgodny z kierunkiem widkien. Chcac transformowaacierzC zdefiniowana w
bazieM; ® M; ® M, ® M, w macierz spreystésci C w bazieG; ® G; ® Gy ® G, korzystamy

z reguty transformacji wyprowadzonej w wielu pracach (§8HOFFet al. 2004, SHLEBUSCH
2005]):

C =TnCTE,, (5.44)

gdzieT ,, jest macierza transformaciji. Szczegotowe wyprowadzewieierzy transformacji przed-
stawit SCHLEBUSCH w rozprawie doktorskiej [EHLEBUSCH 2005]. Cytujac za nim przedstawie
jedynie posta macierzy transformacji, ktérazyta jest w pracy i zaimplementowana do elementu
skanczonego definiowanego w nastepnym rozdziale:

Ty =

D MM MLML MLMYL  2MAAMD 2MLML oMIML ]
MZM2 MAIMEL MAME 2MEMY 2NN OM2 M
MEMS MAMS MEME 2MEMS oMM M3 M

MiM3 MLM5 MiM35 MIMS+ MiM3 MLME + MizM35 MiME + MizM3 |-
MAM3 M3EM3 M3EME M3IM3+ M3M5 M3M3+ MIMS M3MS + M3M3
MIM5 MyM5 MyM35 MiM35+ MyM5 MuM35+ MaMs MiM3+ MiMy |

(5.45)

gdzie:
ML =G'-M;. (5.46)
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5.3.3 RoOwnania wariacyjne

Przed zapisaniem réwhavariacyjnych dla rozpatrywanego problemu zglerzedstawd rowna-

nia polowe dla konfiguracji poczatkowéj, z obszarem graniczny®B,. Poniewa w dalszej
czgsci pracy wprowadzimy pewne ulepszenie tensora odksnial€&REENA-L AGRANGE' A, po-
czynajac od teraz tensor odkszta&tdBREENA-LAGRANGE' A bedziemy oznaczaE" co wyraza
jego zalenast od wektora przemieszczenia PrzezE bedziemy rozumie peten tensor odksztat-
cen, czyli sume tensorg" i dodatkowych odksztatéerezydualnych czy w wolnym ttumaczeniu

z jezyka angielskiego - ,ulepszajacyclénhancell Metoda polegajaca na ulepszeniu tensora od-
ksztalcé, ktora zostata zaproponowana przeS & RiFAl 1990] i jest wykorzystana w niniej-
szej pracy nazywana jest w literaturze angielskiepanced Assumed StrgiBAS), a jej postulaty

i definicja zostana przedstawione w dalszychscich pracy.

Podstawowe réwnania mechaniki kontinuum niezbedne dszylah rozwaan:

Rownanie rownowagi:

Div(F-S)+pf =0 VX €B,, (5.47)
rownanie konstytutywne:

S—S(E) = avav;nt VX € B, (5.48)
kinematyczne réwnanie polowe:

E“:%(FT-F—G):%(H+HT+HT-H) VX € B,, (5.49)
gdzie:

F=G+H i H=Grad(u). (5.50)

Na obszarze granicznym konfigurabjj zdefiniujmy warunki brzegowe kinematyczne:

u=u VX € yB,, (5.51)
| statyczne:
F-S-N=t VX € oB,, (5.52)

przy czym zachodza zateosci na obszarze granicznym:
0B, = oyB,UdB, 1 0=09,B,NB,. (5.53)

W powyzszych réwnaniach przgmznaczona jest gesfomasy w konfiguraciji poczatkowdjppi-
suje sity masowe] i t to odpowiednio przemieszczenia poczatkowe i cbeige na powierzchni,
przezN oznaczony jest wektor normalny do powierzchiit,. Chcac rozwiazapowyzsze row-
nania polowe z wykorzystaniem metody elementownskzonych musimy sformutovgaéwnania
wariacyjne. Najpopularniejszy i najprostszym typem jéstrautowanie wariacyjne z jedynie po-
czatkowo niewiadomym polem przemieszczeasada prac wirtualnych fF®by 1997,BSCHOFF
et al. 2004]. Sformutowanie to jest nazywane ,stabym” i w tklasycznym ujeciu aproksy-
muje réwnanie réwnowagi (5.47) i nageniowe warunki brzegowe (5.52). Memy je zapisa
(np. [SCHLEBUSCH 2005]):

/ S: SEY[suldV = / f-oudv + / T SudA. (5.54)

o P A Bo
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Rozwiazanie jest uzat@ione od dwdéch dodatkowych, ,silnych” warunkéw lokalnytghréwna-
nia kinematycznego (5.49) i prawa materiatowego (5.483 othprzemieszczeniowych warunkow
brzegowych (5.51). Przeau oznaczone sa wirtualne przemieszczenia nazywanéutekcjami
testowymi. RoOwnanie pracy wirtualnej jest przytoczoneojgunkt wygcia do wprowadzenia
bardziej skomplikowanego réwnania wariacyjnego, ktopmdgeprzystaje do problemow nielinio-
wych rozpatrywanych w pracy. Mowa tu o trojpolowym funkcid@wariacyjnym wprowadzonym
przez [WASHIzU 1955] i [HU 1955] nazwanym od ich nazwisk funkcjonatenu WASHIZU:

1

I(u,E,S) = WW(E)dV—/ pf-udv+/ S:(§(FT~F—G)—E)dV

Bo o o
—/ t-udA +/ t-(U—u)dA. (5.55)
o Bo OuBo

Wszystkie wielk&ci w réwnaniu (5.55) odnosza sie do konfiguracji pocaasy. Jak jz wcze-
Sniej wspomniatem w pracy wykorzystamy pewne ulepszenld¢ava odksztatce majace na celu
redukcje znanych zjawisk zachodzacych w elementachcdanych z przemieszczeniowymi stop-
niami swobody a noszacymi nazwe blokady, a w publikacguielskojezycznychlecking Me-
toda EAS pozwala skutecznie redukanefekt blokady, o ktérego rodzajach i sposobach wprowa-
dzania dodatkowych parametréw ulepszajacych tensorztatkeh traktuja np. prace ( [$10 &
RIFAI 1990, BSCHOFF& RAMM 1997, S HLEBUSCH 2005]. Szczegobty zastosowanego w pracy
rodzaju EAS i jego zastosowania w elemenciefgkamnym sa przedmiotem nastepnego rozdziatu.
W tej czgésci pracy hazwe jedynie dodatkowa sz¢ensora odksztatcenia i zapisze funkcjonatrH
WAasHIzU w jej funkcji. Ulepszajaca c&g tensora odksztatcenia, ktéra fizycznie jest rezyduum
kinematycznego pola réwhaoznacze przeg, a caly tensor odksztalcenia arm zapisé:

- 1
E=E'+E gdzie E"= 5(FT -F-G), (5.56)
a jego wariacje:
0E = 0EY 4+ 6E gdzie OEY =FT.4F. (5.57)

Funkcjonat HI-WASHIzU przyjmuje posta:

II(u,E,S) = Wi”t(E“+E)dV—/ pf-udv+/

B, o B

s:édV—/ t-udA
o aIBO

+/8u30t-(u —u)dA.  (5.58)

Czest tego funkcjonatu zwiazana z przemieszczeniowymi waanmikorzegowymi mee byc po-
minieta bez utraty gtdbwnego sensu rownanias®HoFrF & RAMM 1997], a wariacje rébwnania
(5.58) mana zapisa

5 N awmt aWznt ~
5Hu,E,S:/ { - SEY[6u] + :5E]dV—/ f. sudv
( ) . | oE [ou] + — o

+/ [53:E+s:5é}dV—/ t-udA. (5.59)
B, 6 Bo

Wprowadzajac warunek ortogonau dla pola naprzeh Si dodatkowych odksztal¢eE zasuge-
rowany przez [810 & RIFAI 1990]:

/ S:EdV =0 (5.60)
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staba forma problemu brzegowego redukuje sie do dwupaowweoblemu:

/ [SE:(SE“[(SU]+SE:(5I§] dV—/ pf-audv—/ f-udA =0, (5.61)

o

gdzie wprowadzono oznaczerse dla naprgeh wyrazonych réwnaniem konstytutywnym (5.48).
Nieliniowe réwnanie (5.61) muna rozwiaza iteracyjnie metoda elementéw siezonych. Dys-
kretyzacja i linearyzacja tego réwnania zostana przepdawne w nastepnej cag pracy.

5.4 Element skaiczony przestrzenno-powtokowy (3-D)

Rozdziat ten jest pawigecony definicji 8mioweztowego elementu skozonego powtokowegazy-
tecznego do nieliniowej analizy kompozytéw warstwowychzgzegoInéci ptyt i powtok. Baza
prezentowanego elementu jest standardowy element mepsir (kontinuum) smioweztowy z
trzema przemieszczeniowymi stopniami swobody wdsan wezle. Tréjliniowe funkcje ksztattu
opisuja interpolacje parametréow weztowych. Element nénma obrotowych stopni swobody
dzieki czemu unikamy skomplikowanych uaktuamtensora rotacji w analizie nieliniowej. Po-
zwala on wygodnie i intuicyjnie modelowastruktury warstwowe, a jednocatie umaliwia po-
prawne wyznaczenie na@gh normalnych i stycznych na styku warstw co jest bardzenegprzy
obliczaniu struktur warstwowych z delaminacja. Elemesnt v podstawowej (,czystej”) wer-
sji charakteryzuje sie zbyt da sztywn@cia i tendencja do powstawania zjawiska blokady przy
pewnych rodzajach obdania. W celu wyeliminowania tych wad w pracy stosuje sigednve-
tody wzbogacenia elementu tj. wspomniana vécae] metode EAS wprowadzona przez(N®

& RIFAI 1990]) oraz specjalny sposob interpolacji niektorych atidsen nazywany w literatu-
rze angielskojezycznej metoddAssumed Natural Strain(ANS). Metoda ANS zostata wpro-
wadzona dla ptyt przez [HGHES & TEZDUYAR 1981], a nastepnie stosowana damgch ele-
mentow sk@czonych opisujacych cienkie konstrukcje $BHOFF & RAMM 1997, VU-QuocC &
TAN 2003, SHLEBUSCH 2005]. O szczegotach tych metod, sposobie ich adaptacjiemeh-
cie i wplywie na jego zachowanie traktuja kolejne podroatyztego rozdziatu. Finalny element
skahczony jest wolny od efektu blokady i z powodzeniemamdyc stosowany do modelowanie
konstrukcji warstwowych z uwzglednieniem delaminacjijest jednym z celéw niniejszej pracy.
W dalszej pracy cA&gi pracy wyprowadzany i stosowany element bedzie nazywearestrzenno-
powtokowym dla odranienia od elementéw powtokowych jak réwnied elementdéw przestrzen-
nych w klasycznym rozumieniu.

5.4.1 Dyskretyzacja i linearyzacja

lzoparametryczny przestrzenno-powtokowy elementfiskony z &mioma weztami przedstawia
rysunek 5.11 gdzie przel!, ©2, ©3 oznaczono uktad osi naturalnych elementu. Obszar ciagly
zadania w konfiguracji poczatkowé), dzielimy na nanel obszarowB¢, gdzie przeziel ozna-
czamy liczba elementéw skozonych, aB¢ konfiguracje poczatkowa pojedynczego elementu.
Matematycznie aproksymacje memy zdefiniowa nastepujaco:

nel
B, = U B¢ przy czym B¢#0 i B'NB = Vi#j, (5.62)

e=1

warunki te opisuja wzajemna relacje obszaru elemenpéay, czym iloczyn ich powierzchni gra-
nicznychdB: N 9BJ maoze byt zbiorem pustym, punktem, krawedzia lub powierzchdia,kaz-
dego: # 7, w zalezndsci od wzajemnego usytuowania elementéw w aproksymowarhgzaoze.
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Rysunek 5.11: Przestrzenno-powtokowy, izoparametryaamioweztowy element skwzony

Wektory potaenia poszczegblnych weztéw w konfiguracji poczatkowej:

X(1) = X(—1,-1,-1), (5.63)
X(2) = X(—1,1,-1), (5.64)
X(3) = X(1,1,-1), (5.65)
X(4) = X(1, -1, 1), (5.66)
X(5) = X(~1,-1,1), (5.67)
X(6) = X(—1,1,1), (5.68)
X(7) = X(1,1,1), (5.69)
X(8) = X(1,-1,1). (5.70)

Interpolacje geometrii w konfiguracji poczatkowej prampadzamy za pomoca réwnania:

8

Xn(0',0%,0%) =Y N;(6',0%0°)X(I) € By, (5.71)
gdzie:
N, (0,02, 6% — éa +O(I) ©Y)(1+ O(I) ©%)(1 + 6%(I) 6%, (5.72)

a©i(I) sa to wspbtrzedne naturalne we#tgs.62-5.70). Indeké w powyzszym i w nastepnych
réwnaniach wskazuje wiellszi aproksymowane metoda elementowrskamnych. Wielk&ci N;



5 Piyty wibknokompozytowe w zakresie nieliniowym 51

nazywamy funkcjami ksztattu i w przypadku opisywanego @leta skéiczonego sa to funkcje
trojliniowe:

Ny = Ny(0!,02, 0% — %(1 — oY) (1 - eY)(1 - 69, (5.73)
Ny = N, (61,62, 0%) = é(l —ehH(1+e?)(1-e? (5.74)
N; = N3(0',0? 6%) = %(1+@1)(1+@2)(1 - 0%, (5.75)
Ny = N,(0!,02 0% = éu LN - 01 - 6%), (5.76)
N; = N;(6',6%,0%) = %(1 —0h(1-0e?)(1+6?), (5.77)
Ny = Ny(©!, 02, 0%) — %(1 _0Y)(1 +6%)(1+ 6%, (5.78)
N; = N;(0',0?, 03%) = é(1+@1)(1+@2)(1+@3), (5.79)
Ny — Ny(0', 02 0% — %(1+@1)(1 _0%)(1+6Y). (5.80)

W zapisie macierzowym réwnanie interpolacji konfiguracjdptawowej maemy zapisé:
X,(0',0% 6% = NX°, (5.81)

gdzieX® jest wektorem skladajacym sie ze wspotrzednych wsiglstSmiu weztéw w konfigu-
racji podstawowej i mpemy go zdefiniow&

X = {X(1)T X(2)" X(3)T X(4)" X(5)T X(6)" X(7)" X(8)"}, (5.82)

wektor ten ma 24 elementy. Maciekznazywamy macierza ksztattu i memy zapisé:

100
N =[Ny Ny Ng Ny Ns Ng N; Ng]@ | 0 1 0 |, (5.83)
00 1
gdzie® oznacza produkt KONECKER A i w efekcie tego dziatania macieN: ma posté:
N O 0 Ny 0O O .. Ny 0 0 Ng O O
N=|( 0 N O O Ny O .. 0 N, O 0 Ng O (5.84)

0O 0 N O O Ny .. 0 O Ny O 0 Ng
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Nastepnie naley zdefiniow& aproksymacje konfiguracji aktualnej, ktéra ma nastgajposte:

8
> Ni(8', 0% 6%)x(I), (5.85)

I=1

x, (0, 6% 67%)

a w zapisie macierzowym:

x,(0', 02, %) = Nx°, (5.86)
gdzie:

x¢ = {x(1)T x(2)" x(3)" x(4)" x(5)" x(6)" x(7)" x(8)T}*. (5.87)

Kiedy aproksymacja obu konfiguraciji jest zdefiniowanazeray przej¢ do definicji aproksyma-
cji pola przemieszczerzeczywistych i wirtualnych. Rownanie (5.25) zapisujedhy wielkosci
aproksymowanych metoda elementow sgmonych:

g = X% — X§ = N(x® — X¢) = Nd, (5.88)

gdzie d jest wektorem parametréw weztowych, a jego wspétrzednyan24 przemieszczenia
oSmiu weztow elementu skezonego:

d = {us ()7 ug(2)7 U5 (3)7 ug (497 ug(5)" U (6)7 ug (1) i (8)7} (5.89)
Analogicznie zapisujemy interpolacje pola przemiesaca&tualnych:

us, = Ndd. (5.90)
Wektor odksztatceni&, ma nastgpujace wspotrzedne zale od parametréw weztowych

En(d) = {EVs, Eyons Essn Eion, Easns Eijsh}Ta (5.91)
przez analogie meemy zapisawspotrzedne wariacji wektora odksztatcenia, patz{B8EBUSCH

2005]. Poszczegolne sktadowe wektora odksztatcenia veyzmay z zalendsci:

1
Ein = §(gijh — Gijn), (5.92)

ktére to rownanie po odpowiednich przeksztatceniach (8pHLEBUSCH 2005]) przyjmuje po-
st uzyteczna dla rozwiafametoda elementéw skozonych:
1 1

E}(d) = B(X" + Sd)d = B(X")d + 5B(d)d. (5.93)

gdzie:

[ d'By,
d;ng
d’B
B(d) = | grg. |+ Biu=sym(NIN). (5.94)
d’By;
d’B;;




5 Piyty wibknokompozytowe w zakresie nieliniowym 53

Wariacje wektora odksztatoelefiniujemy:
OE; (d)[od] = B(X®)od + B(d)dd. (5.95)

W celu petnego opisu problemu w ujeciu metody elementéwhskonych z wykorzystaniem
funkcjonatu HJ-WASHIzZU nalezy zapis& zwiazki konstytutywne w ujeciu MES. Zdefiniujmy
najpierw wektor napreeh S& zalezny od odksztatae

S; = Si(d, @) = Si(Ejy(d) + Ex(a)), (5.96)

gdziea jest wektorem parametrow weztowych, ktére interpolowmdkcjami zapisanymi w po-
staci macierzyM wyznaczaja napaenia rezydualng,,. Interpolacje ta zapisujemy nastepujacym
rownaniem:

Ei(a) =Ma, (5.97)

gdzieM jest macierza powstata na skutek odpowiedniej transfgjrmacierzy interpolacjM,
ktérej posté zalery od rodzaju modyfikacji uktadu metoda EAS i bedziestzewo dyskutowana
w rozdziale p&wieconym tej metodzie. Transformacja ta jest zwiazangrazeniem ulepszajace;j
czesci wektora odksztatéew odniesieniu do nych wektoréw bazy:

1 - .
¥ EYGh ® G), (5.98)
h

gdzieG}, definiuje baze w centralnym punkcie elementu. Interpalagktora odksztatéerezy-
dualnych w odniesieniu do wektora bazysnodku elementu w zapisie zaproponowanym przez
[SCHLEBUSCH 2005] zapisujemy:

E0(a) = diag[l 1 1 v2 V2 v2]Ma, (5.99)

gdzie macierz diagonalna w tym wzorze jest efektem specydigisu. Transpozycje macierzy do
macierzyM zapisujemy zalendscia:

- 1
M = Trdiag[l11v2 V2 V2M, (5.100)
VG
gdzie macierz transformacji ma posta
Ty =
[ NN} NLNL NLINY 2NN 2NL N 2NN}
N2N2 NZN2 N2N? 2N2N? 2N3NZ 2N2NZ
N3N% N3N3 N3N 2N3N3 N3 N3 2N3 N3

NANG NpN5 NyNi NiN5+NoNi - NoNj+ NyNg NiNg+ NNy |-
NIN3 NN} NiN3 N3N+ NIN3 NIN3+ N3N NIN3+ NiN3
NIN% NLN3 NLN3 NAIN% + NLN3 NLNS + NLN3 NINY + NIN3

(5.101)
a jej elementy wyznaczamy z zatesci:

N, =Gj-G;. (5.102)
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Roéwnanie (5.60) zaktadajace ortogondnpola niezalenych napreen i rezydualnych odksztat-
cen prowadzi do zalendsci:

/ (SHTE(a)dV =0, (5.103)
oh

gdzieS, oznacza wektor napzen statych. Po podstawieniti’ = /G,,d0'd0%d6? i uwzgled-
nieniu zalenaosci (5.97-5.100) otrzymamy warunek, ktéry musi spednizacierz interpolacjvi:

1 1 1
/ / / Mde'de*de? = o. (5.104)
—-1J-1J-1

Réwnanie konstytutywne na podstawie (5.36) z uwzgledaisracierzy materiatowej wyranej
réwnaniem (5.44) zapisujemy:

S; = CE,(d, a). (5.105)

W celu wyprowadzenia uktadu réwhanetody elementéw skazonych naley dokon& modyfi-
kacji problemu wariacyjnego (5.61) tj. dyskretyzacji idaryzacji. Dla przejrzystxi wyprowa-
dzenia zapiszmy rownanie (5.61) w nastepujacej formie:

a(u, E, éu, 0E) = f(du, 5E), (5.106)

gdziea(e, ) jest forma semidwuliniowa, f(e) - semiliniowa i wyraaja nastepujace cgei funk-
cjonatu HU-WASHIZzU:

a(u,é,au,csé):/ [SE:DE“[cSu]+sE:5E] v, (5.107)
du, 0E) = f.oudv t-udA = 0. 5.108
/(6u, 6E) /op U +/&Bo U (5.108)

Dyskretyzujac powgsze rownanie metoda elementéwis&ponych otrzymamy nastepujaca forme
réwnania wariacyjnego:

an(d, e, 6d, 5v) :5dT/ B(Xe+d)T-S,'f(d,a)dV+5aT/ M’ . SE(d, a)dV,

Bg B3
(5.109)
co inaczej zapiszmy w formie uproszczoney:
ah(d7 «, 5d7 50() = 5dTRint(d7 a) + 50‘T§int(d7 O(), (5110)

gdzie przeR;,;(d, ) i Ry, (d, o) rozumiemy wektory sit wewnetrznych zatee od parametréw
weztowychd i . Po prawej stronie rOwnania wariacyjnego pozostana \Wezsity zewnetrzne,
ktére w formie dyskretnej nemy zapisaw postaci:

fn(dd,0ex) = Reyi(d) - 4d, (5.111)

gdzieR.,.;(d) jest wektorem sit weztowych zawierajacym wptyw sit masaiv i innych obcia-
zen zewnetrznych. W celu rozwiazania tego nieliniowegdopemu wzyjemy metody iteracyjnej
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NEWTONA-RAPHSON A, ktérej szczegbtowy opis znajdziemy w wielu publikacjachytzacych
metod komputerowych np. JBHE 1996, ZENKIEWICZ & TAYLOR 2000]. W celu wykorzysta-
nie tej metody musimy dokogdinearyzacji problemu wariacyjnego, co doprowadzi doskania
réwnah liniowych metody elementéw skazonych. Zadanie nieliniowe sprowadza sie do zadania
liniowego na kolejnych przyrostach przemieszczenia. higeacje powygszego problemu waria-
cyjnego (5.106) jest szczegdtowo przedstawiona w pracBCHOFF & RAMM 1997, SHLE-
BUSCH 2005] i prowadzi do nastepujacego zlinearyzowanegoduktawnan metody elementéw
skahczonych w formie macierzowej:

{ Ke(d) +Kp(d) K*(d) } N { Ad } _ [ Rest(d) = Rine(d, ) (5.112)

K*(d) K**(d) Aa —Iimt( a) ’

gdzie poszczegoblne macierze sztywoicsa wyraone przez nastepujace zalesci:

KG(d) - / (8511 . Bll —|— 8522 . BQQ + 5533 . ng-'-

+OS,512 Bia + S5 - Boz + SiP - Byg)dV, (5.113)

Kp(d) = / B(X¢+d)’ - C-B(X®+d)dV, (5.114)
oh

K“a(d):/e B(X®+d)-C-MdV, (5.115)
oh

Ka“(d):/ M’ - C-B(X +d)dV, (5.116)
h

K“O‘(d):/e M’ .C-MdV. (5.117)

W uktadzie réwna (5.112)Ad oznacza przyrosty przemieszéze elemencie. Poniewaezy-
dualne napreenia nie musza liyciagte wzdhz granic elementu wektor przyrostéw parametréw
Aa moze byc wyeliminowany na poziomie elementu poprzez tzw. kondejgsstatyczna, co w
rezultacie prowadzi do zredukowanego uktadu réwv(@112) dla elementu EAS:

Kr(d)Ad = R(d, ), (5.118)

czyli do czystego przemieszczeniowego problemu z niezmangktorem przemieszcaevezio-
wych, gdzie styczna macierz sztywst maemy wyrazt przez nastepujaca zalest:

Kr(d) = Kp(d) + Kg(d) — K*(d) - K**(d) ™ - K**(d), (5.119)
a wektor rezyduum:

R(d, @) = Rept(d) — Ry (d, @) + K**(d) - K**(d) ™" - Ry (d, ). (5.120)
Roéwnanie (5.118) meemy zapisaw formie wytecznej dla metody przyrostowe;:

Kp(d*)Ad* = R(d*, o), (5.121)
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gdzie przez rozumiemy numer przyrostu a aktualizacje parametréwovgzch zapisujemy:

d" = d* + Ad*, (5.122)
ot = of + Aok, (5.123)

a przyrost ,wewnetrznych” parametréw odksztatcehia mozemy wyrazt w funkcji przyrostéw
przemieszcze weztowych rownaniem:

Ao = —K*(d)H(K(d) - Ad* + R, (d, o). (5.124)

5.4.2 Zjawiska blokady

We wczéniejszych rozdziatach wspomniatem o zjawisku blokady fadach, ktére sa zastoso-
wane w pracy do eliminacji tych zjawisk, aleby moéwe o szczegbtach tej eliminacji z wyko-
rzystaniem metod ANS i EAS nag wspomni€ o zrédtach i rodzajach zjawiska blokady. Nie
wszystkie nxej dyskutowane blokady wystepuja w ptytach ale dla geinaversalngci elementu
do obliczén struktur warstwowych o dowolnym ksztatcie rozaaia obejmuja tate blokady wy-
stepujace w zakrzywionych cienkich strukturachz &a lat szétdziesiatych wiadomaze ele-
menty skdiczone bazujace na zasadzie prac wirtualnych moga pméveld niepoprawnych wy-
nikbw czy te charakteryzow@asie bardzo wolna zbmacscia. Dla pewnych zadawyniki moga
byt catkowicie nieayteczne. Czesto, w odpowiedzi na olzeiaie, konstrukcja liczona metoda
elementow skbczonych wykazuje przesztywnienie. Zjawiska odpowiddei@a btedne czy nie-
doskonate wyniki od lat siedemdziesiatych zostaty naawafiteraturze fachowej blokada. Stowo
to ma obrazow@pewne blokady w strukturze uniealiwiajace rzeczywista deformacje, a wyni-
kajace z ograniczonych mtiwosci deformacji elementéw skazonych zdefiniowanych w ujeciu
przemieszczeniowym przy niezej ilosci weztéw. Cigko jest jednoznacznie zdefinioavajawi-
sko blokady poniewaw strukturach wyraniamy kilka rodzajéw tego zjawiska izae parametry
sa za nie odpowiedzialne. Cytujac za pracami innych badag. [BISCHOFF2005, S HLEBUSCH
2005] ma@emy wyr&nic nastepujace rodzaje blokady:

e blokada poprzecznedinania (ang.transverse shear locking’

blokada krzywizny (ang.curvature thickness lockingy’

blokada objetéciowa (ang.:volumetric locking)

blokada membranowa (angmembrane locking’

blokadaScinania (ang'shear in-plane locking’

Pierwsza metoda przeciwdziatania efektom blokady bgraponowane w pracy JENKIE-
wicz etal. 1971] zredukowane catkowanie. Autorzy zaproponratiukowanie liczby punktow
GAUsS A przy catkowaniu niektérych sktadnikéw energii spystej co w efekcie pozwolito na
usuniecie skutkdbw powstania zjawisk blokady. Metodautorzy zastosowali do wcgeiej opra-
cowanych elementéw skazonych i wyeliminowali dzigki niej blokadgcinania w elementach
ptytowych, czy blokade membranowa w elementach powitglatw Technika ta jest najbardziej
powszechna technika unikania efektow blokady, ale dé di# ma racjonalnego wytltumacze-
nia. Blokada poprzecznedgeinania, ktora udaje sie skutecznie eliminéveaedukowanym cat-
kowaniem jest najbardziej powszechnym zjawiskiem tegao typaze ona wysta@i w Scinanych
elementach belkowych, powtokowych czy ptytowych. Mamy g Mwnie do czynienia w przy-
padku prezentowanego elementu 3-D bazujacego na meehkamtnuum, ale dedykowanego do
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modelowania cienkich struktur ptytowych lub powtokowydkfekt tej blokady jest szczegdlnie
uciazliwy poniewa czesto unieniwia otrzymanie sensownych rezultatéw, w praktycznybh o
liczeniach, przy rozsadnej liczbie stopni swobody.

W pracy do eliminacji niekorzystnego wptywu tego zjawiskgkarzystano metode interpola-
cji odksztatcé stycznychEY, i EY,, zaproponowana przez [HsHES & T EZDUYAR 1981] -ANS.
Obok wspomnianego zredukowanego catkowania i zastosqwaetedy ANS, badacze skutecz-
nie eliminuja blokade poprzeczne§oinania np. metoda DSG (an@iscrete Shear GapB1-
SCHOFFet al. 2003, BscHOFFet al. 2004]. Nastepna blokada wymieniona pawjjjest blokada
krzywizny. Blokada ta jest rzadko dyskutowana w literagya bywa réwnie nazywana blokada
trapezowa. Zjawisko to wystepuje w zginanych belkachwipeach, ktorych ksztalt poczatkowy
jest poprowadzony po krzywiznie (elementy Bkaone dyskretyzujace ta krzywizne maja ksztatt
trapezow) i istotnym dla wynikow jest odksztatcenie nomealv kierunku grubsci strukturyEs,.
Powstaja tzw. sztuczne odksztatcenie na tym kierunku. NVick uniknigcia stosuje sig biliniowa
interpolacje odksztat¢eFEY,; zaproponowana przez f8scH & STEIN 1995] (metoda ANS), lub
metode DSG (metoda ta wg [BcHOFFet al. 2004] mae wyeliminow& wszystkie blokady zwia-
zane z geometria tj. oprécz dwéch wéméej wspomnianych rowniemembranowascinania). W
elemencie przestrzenno-powtokowym opisywanym w tym r@dzastosowano metode ANS do
unikniecia wptywu jej efektu. Pozostate trzy blokady tjokada objetéci, membranowa3cina-
nia sa w pracy eliminowane z wykorzystaniem metody EAS waidzonej przez [M0O & RIFAI
1990]. Blokada membranowa tak jak blokada krzywizny wysje jedynie w krzywoliniowych
belkach i powtokach, a zwiazana jest ze stanem tarczowyiokaBaScinania mae wystapt w
elementach dwu- i trojwymiarowych i jest szczegdlnie widlwe w przypadku elementow 3-D
stosowanych do dyskretyzacji struktur ptaskichg8HoFF2005].

Ostatnim typem zjawisk blokady jest blokada obggiiowa nie zalena od geometrii a od pa-
rametrow materiatowych, a konkretnie od wspotczynnika 30N A, czesto w literaturze na-
zywana te blokada ®ISSONA (ang. Poisson lockinly Niektérzy autorzy twierdzaze efekt
tej blokady jest widoczny jedynie w materiatach w ktérychp@ezynnik RoISSON A zbliza sie
do wartcci 0.5. Jednate obserwujemy rownewptyw tego zjawiska w przypadku materiatow
polimerowych czy w metalach z deformacjami plastycznymastgpne podrozdziaty wskazuja
konkretne narzedzia numeryczne prowadzace do elimigpayisk blokady w prezentowanym
elemencie skiaczonym z wykorzystaniem ANS i EAS.

5.4.3 Metoda ANS Assumed Natural Strai

Metoda ANS jest zazwyczajzywana do wzbogacania izoparametrycznych elementévwezke
nych w ujeciu przemieszczeniowym. Gidéwna idea tej metms$t wybor pewnych specjalnych
interpolacji dla poprzecznych odksztafcgcinajacych w miejsce klasycznej interpolacji bezpo-
Srednio z przemieszciae Gtéwne elementy procedury modyfikacji procesu oblicaeeigo po-
przecznych odksztatéescinajacych mpemy przedstawiw trzech kolejnych punktach:

1. obliczenie dyskretnych waioi odksztatce bezp&rednio z przemieszcaeve wczéniej
zdefiniowanych tzw. punktach kolokacyjnych (w literatueregielskojezycznej neemy sie
spotk& z nastepujacymi terminami ol@l@jacymi te punktygollocation, sampling, tying
pointg

2. Obliczenie funkcji odksztatéew obrebie elementu przez interpolacje odksztalzgunk-
téw kolokacyjnych

3. wykorzystanie odksztatbew punktach catkowania (np. punktacha@s A) do dalszych
obliczeh wg algorytmu
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Rysunek 5.12 przedstawia cztery punkty kolokacyjne, kdidmyybor jest zwiazany z fizycznymi
wiasciwasciami rozpatrywanego elementu w nawiazaniu do rozpamggo problemu blokady.
W szczegoétach problem doboru tych punktow jest dyskutowgmy w pracach [DORKIN &
BATHE 1984, HLEBUSCH2005,BscHOFF2005]. Dla rozpatrywanego elementu dobrano cztery
punkty o nastepujacych wspétrzednych w naturalnymdiia wspotrzednycho!, ©2, 0% A =
(01,02, = (-1,0,0), B = (61,06% 0% = (+1,0,0), C = (61,6203 = (0,-1,0)
iD= (062063 = (0,+1,0). PunktyA i B sa wykorzystywane do interpolacji odksztdice
EY.,,, aCi D do interpolacjiFy,,. Interpolacje te mpemy zapisa zwiazkiem:

B3

ESNSY [Na Ng 0 0 EyB

{E@NS [0 0 Nc Np|)EW(’ (5.125)
EuD
13h

w ktory liniowe funkcje ksztattu sa wyemne nastepujacymi zaedsciami:
1 1
NA:NA(@1,0,0)25(1—@1) NB:NB(@l,O,O):§(1+@1)

1 1
N¢ = N¢(0,0%,0) = 5(1 — 0%  Np=Np(0,0%0) = 5(1 +67%). (5.126)

W podepciu tym zakladamyze odksztalceni&y,, i EY,, sa state na grulsei elementu, testy nu-
meryczne pokazujge zataenie to jest wystarczajaco efektywne dla konstrukcjakieh. Zgod-
nie z wyzej zamieszczonym tokiem postepowania, przy zastosawaetody ANS, wyliczamy
najpierw wartéci odksztatce w punktach kolokacyjnych EXS, EXB, ERG i Ej4, a nastepnie
interpolujemy je wyznaczajac ,nowe" wagoi poprzecznych odksztaftécinajacych, odpowied-
nio, E4V° jako wartct liniowo zalezna od wspotrzedned' i statej wzgledend?, oraz BV
liniowo zaleznej wzgleden®?, a statej wzgledem®! (5.125-5.126). W praktyce sprowadza sie to
do tegoze w miejsce odksztatéenyliczanych z zalendsci:

1
E"a(d) = (X + 5d)"By;d, (5.127)
przy czymij = 23,13, obliczamy te odksztatcenia na podstawie gsmej formuty:

1 _
E[N5(d) = (X + §d)TBZ~jd, (5.128)

Rysunek 5.12: Punkty kolokacyjn®, B, C, D - metoda redukcji blokady poprzecznego (ANS)
Scinania
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gdzie ,nowe" elementy macierdy tj. B,; i Bo; mozemy zapisé:

By; = (Na [A] + Np [B]) @ [Ero] ® [E5], (5.129)
B3 = (Nc [C] + Np [D]) ® [Ews] ® [Es], (5.130)
I +1 0 0
[Er] = [ ] . [Bsl=10 +1 0}, (5.131)
41 41 A
[—1 0 0 —1] (0 0 0 O]
110 00 0 10 -1 -1 0
A=%10 00 o° Bl=1w%lo 21 11 ol (5.132)
+1 0 0 +1] 0 0 0 0
1 -1 0 0] 0 0 0 0]
1 [+1 +1 0 0 1{oo 0o o
CT=%1o o0 ool° Pl=1%lo0 11 1 (5.133)
0 0 0 0] 00 -1 -1

Metoda ta jak pokazuja testy numeryczne wykonane przeal@mych autoréw na przestrzeni
ostatnich kilkudziesieciu lat, poczynajac od prekuésofHUGHES & T EZDUYAR 1981, DVOR-
KIN & BATHE 1984], kahczac na pracach z ostatnich latjMQuoc & TAN 2003, S HLEBUSCH
2005], jest w petni efektywna do eliminacji poprzecznejlaldy scinania, czyli innymi stowy eli-
minacji ,pasaytniczych” poprzecznych odksztaftécinajacych (angparasitic transverse shear
straing powstatych w czystym zginaniu np. w prezentowanym elengebazujacym na mecha-
nice égrodkdéw ciagtych z przemieszczeniowymi stopniami swgbod

Druga wariacja metody ANS jest biliniowa interpolacjakedtatcé normalnych w kierunku
grubdsci struktury majaca na celu likwidacje sztucznych odidssh EY, powstatych na skutek
poczatkowej krzywizny struktury. O szczegotach powestapo w wyniku tej krzywizny zjawiska
blokady, jak réwnig o powodzie implementacji metody ANS do rozaaego elementu, zapobie-
gajacej wptywowi jego na wyniki oblicZ® wspomniano w rozdziale opisujacym ogdlnie zjawiska
blokady. Podobnie jak w caei metody ANS, eliminujacej poprzeczna blokd&dgmania, musimy
wyznaczy punkty kolokacyjne, rysunek 5.13 wskazuje te punkty, ni@fiane na ptaszczyznie
srodkowej w naranikach elementu { = (©',6%,0%) = (-1,-1,0), 2 = (0',62%,03) =
(+1,-1,0),3 = (6},02,03) = (+1,+1,0)i 4 = (6',0%,0%) = (-1, +1,0)). Schemat poste-
powania przy implementaciji tej cgei metody ANS jest analogiczny jak w przypadku eliminacji
blokadyscinania, co definiujemy w nastepujacych po sobiezrafeciach zapisanych parej.

g ?li B:h
33h

EaNS = [N: Na N N (5.134)

Zalezncst (5.134) obrazuje interpolacje odksztatcEy:, gdzieL = 1,2,3,4, co umaliwia
wyznaczenie odksztatcenig° wolnego od efektéw blokady. Biliniowe funkcje ksztattu maj
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nastepujaca posta

Ny = N,1(6',0%,0) = 2(1 -1 -6?,

Ny = N3(©4,62,0) = 1(1+6")(1 - 6?)

Ny = Ny(©',6%,0) = (1 +0)(1 + 67,

Ny = Nu(©},6%,0) = 1(1 - 0))(1 + ). (5.135)
Faktycznie w praktycznym zastosowaniu tej metody zammegiadpowiednia cZ macierzyB w
zwigzkach interpolujacych odksztatcenia besgalnio z przemieszcae To znaczyze w miejsce
zalendsci:

1
E"n(d) = (X + 5d)"By;d, (5.136)

przyij = 33, wstawiamy:

EZY(d) = (X° + %d)TEjd, (5.137)
gdzie:
N, 0 0 0
Bs = 8 ]XQ ]\0[3 8 ® [By) © [B3). (5.138)
0 0 0 N

Rysunek 5.13: Punkty kolokacyjrig 2, 3 , 4 - ANS metoda redukcjiocking-u’ krzywizny
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5.4.4 Metoda EAS Enhanced Assumed Strajn

Praktycznie caly sens metody i jej zwiazki zostaty przadstne w czéci paswigeconej definicji
elementu skbczonego. W tej cAgi pracy zapisze jedynie poétmacierzyM, ktéra zostat zaim-
plementowana do opisu prezentowanego elementu izgskadre elementy tej macierzy sa odpo-
wiedzialne za eliminacje jakiej blokady. W literaturze gizemy wiele postacie macierzy funkcji
ksztattuM, ktéra prowadzi do ,ulepszenia“ dyskretyzowanych odKsefa ZrGznicowanie wyra-
zone jest przez ilgci niezalenych parametrow bedacych wspoétrzednymi wekterao w efekcie
prowadzi to ranego wymiaru macierzyl zawierajacej funkcje interpolacyjne. Funkcje te interpo
luja parametry wektorar, w zaleznasci od ilcsci tychze parametréw, sa on liniowe, biliniowe lub
tréjliniowe. Kompletne ulepszenie wszystkich sktadowyetktora odksztatdg z zat@eniem,ze
macierz interpolacjM zawiera kompletny zbior funkcji interpolacyjnych do tigjowego wiacz-
nie, jest zbiorem 30 parametrow ,ulepszajacychNFELFINGER & RAMM 1993, VU-QuocC &
TAN 2003]. Uzycie tych 30 parametrow zwieksza $iomazliwych form rozpatrywanego ele-
mentu z 24 do 54, nie jest jednak efektywne ze wzgledu g diysitek obliczeniowy zwiazany
z odwroceniem macierzy o wymiarach 30 na 30. W celu redulagziow obliczeniowych mniej
istotne dodatkowe odksztatcenia mog& lmpuszczone. Prowadzi to do powstawania wersji me-
tody EAS o mniejszej ilsci parametréw. Ranice pomiedzy ilécia parametréw badali w swoich
pracach na pewnych charakterystycznych przypadkach np-QYoc & TAN 2003, KLINKEL

et al. 2006]. W pracach [BCHOFF& RAMM 1997, S HLEBUSCH 2005] znajdziemy doktadny
opis wptywu poszczegolnych parametréw na odpowiadajacedksztatcenia wraz z zapisem in-
terpolacji owych parametrow. Na podstawie studiow literadvych wraz z przyktadami zastoso-
wahn zaimplementowatem do prezentowanego elementu pigeioprowy wektoky, ktéry jest w
petni wystarczajacy wraz z metoda ANS do eliminacji, wadanym stopniu, blokad wystepu-
jacych w obliczanych w pracy zagadnieniach. Macierz patacji w przypadku zastosowanych
pieciu parametréw ma posta

[0 ©e! o 0 0
0 0 6 0 0
03 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 |
a wektor parametréw nia interpolowanych remy zapisé;
la% :{ ap Qg Qa3 QO }T. (5.140)

Na koniec wyj&nie jeszcze w dwdch stowach, ktére parametry odpowdadajeliminacje kto-
rej blokady poprzez ,ulepszenie* odpowiednich, niedositpch odksztalce. Efekt blokady ob-
jetosciowej jest eliminowany przez uzupetnienie odksztaledrit;; dodatkowym odpowiednio
interpolowanym parametrem;. ,Ulepszenie* odksztatde £*; i E"y, prowadzi do elimina-
cji wptywu blokady membranowej, &",, do eliminacji blokadyscinania. W dalszej caei
pracy zdefiniowany przestrzenno-powtokowy element, walcogy metodami ANS i EAS, po-
stuzy do definiowania struktury warstwowej w zadaniach, w kefryvaznym elementem bedzie
uwzglednienia uszkodzenia powstatego na styku warstwanaeaciji i jej wptywu na stan kon-
strukcji. Wszystkie obliczania przedstawione w dalszesczpracy sa wykonane z wykorzysta-
niem systemu obliczeniowegbBAQUS®. Przedstawiony element skezony jest zdefiniowany
jako zewnetrzna procedura napisana w jezyku program@W@&@RTRAN i dotaczona do kodu
ABAQUS®, jako element skaczony wytkownika (*UEL). Dla elementu, w celu uproszczenia
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zapisu i identyfikacji w przyktadach, wprowadza sie naz2viEPP3D8EASS. Catkowanie nume-
ryczne w obrebie elementu odbywa sie w 8 punktach catk@@nuss' A (2x2x2).

5.5 Modelowanie numeryczne kompozytow warstwowych

Jak juz niejednokrotnie byto wspominane praca dotyczy nielildgavmodelowania cienkich, war-
stwowych konstrukcji kompozytowych ze szczegolnym uwdglieniem ptyt. Rozdziat ten jest
poswiecony analizom numerycznym problemu brzegowego piytvzglednieniem nieliniowego
zwiazku przemieszczenie-odksztatcenie i propagackaszen. W pierwszej czgci modelowane
sa ptyty kompozytowe z wykorzystaniem dwuwymiarowych pakewych elementéw dostepnych
w programieABAQUS®. Piyty te sa liczone z uwzglednieniem geometrycznejimi@vosci w
ich zachowaniu pod obcgniem. Wiaciwosci materiatowe plyt zmieniaja sie wraz z pojawia-
niem sie uszkodZe Zmiany te, jak réwnie detekcja uszkodresterowane sa przez podprogramy
zewnetrzne - mytkownika, napisane z wykorzystaniem jezyka programmavBORTRAN, a bazu-
jace na kryteriach wytrzymasaiowych zacytowanych i opisanych w rozdziale 5.2. Zastos®e
dwuwymiarowe elementy sa wystarczajace do opisu gl@ggiizachowania sie kompozytu war-
stwowego, ale nie wystarczajaco efektywne w przypadkdykistotne dla wynikéw sa naprenia
normalne w kierunku grulsei warstwy ¢33) i naprezenia styczned| s i o23) na syku warstw. Po-
niewa jednym z celéw pracy jest rowrd@pis zjawiska delaminacji w strukturach warstwowych,
druga czé&t tego rozdziatu traktuje o tym zjawisku, a warstwy laminsgumodelowane z wyko-
rzystaniem elementu skozonego przestrzenno-powtokowego 3-D - EPP3D8EASS. \Wziale
tym przytoczone sa szczegoéty metod wwiajacych detekcje i opis postepu uszkodzaréwno
dla dwu- jaki tréjwymiarowego podsgia. Przedstawione sa algorytmy numeryczne, oraz la6tki
opisy zastosowanych elementéw Bkaonych i numerycznych metod obliczeniowych.zKa z
dwéch ponkszych czgci jest poparta przyktadami numerycznymi przedstawidnymozdziale
5.6, w ktorych analizowane sa uprzednio opisane zjawidkmiki analiz numerycznych poréw-
nane sa z innymi badaniami numerycznymi badawdadczalnymi zaczerpnietymi z literatury.

5.5.1 Model numeryczny 2-D. Rozw0j uszkodzZew kompozycie warstwowym

Zastosowany w pracy model numerycznyzstay do detekcji uszkodaeé modelowania ich pro-
gresji & do catkowitego zniszczenia struktury warstwowej bazajdardzo prostych zateniach

i czeSciowo zostat ja opisany we wcZaniejszych czgciach rozprawy. Punkt pierwszy modelo-
wania polega na wykryciu miejsca i rodzaju pierwszego udzkaia ktére wystapi w strukturze
na skutek obcizenia. Do tego celuayto, zaprezentowane w rozdziale 5.2, kryteria wytrzymato
Sciowe TSAI-WU i HASHIN’ A. Kryteria te sa zdefiniowane w osobnych podprogramachsaapi
nych w jezyku FORTRAN i tacza sie z gtbwnym procesem cd@niowym realizowanym przez
systemABAQUS® za paérednictwem procedury *USEFLD. Jako informacije $eépwe do proce-
dury zewnetrznej wprowadzane sa sktadowe tensora rp@AUCHY’ EGO, W kazdym punkcie
catkowania, ktére sa podstawiane do kryteribw wytrzyraeiowych. Jéli nastepuje przekrocze-
nie wytrzymat&ci w danym punkcie GUSS A nastepuje zmiana parametréw materiatowych w
tym punkcie wedtug przyjetych zaten tzn. modyfikowane sa sztywfci zwiazane z rodzajem
uszkodzenia ktore powstaje w danym punkcie. Szczegoty fil@dyi zostana przedstawione wraz
z przyktadem numerycznym, jako dane. Powstaje nowy mat&téay jest obcigany tym samym
obciazeniem ktére spowodowato powstanie pierwszego uszkodze&fektem tego podggia jest
wielokrotne poszukiwanie uszkodzenia, w kolejnych prgyach obciaenia, a po wykryciu ka
dego z nich modyfikacja stanu materiatu.fA¢owym rezultatem tego procesu jest catkowite znisz-
czenie konstrukcji tzn. ostatnia warstwa kompozytu ulegdyfikacji i nie jest w stanie przerse
nastepnych przyrostéw oba@nia. Zanim opisze i zdefiniuje narzedzia numeryczmgaido
wyznaczenia stanu namgnie w konstrukcji warstwowej powt6rze zahesci opisujace kryteria
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wytrzymaldsciowe ograniczajac je jedynie do zadania ptaskiego i efiniijac ponownie wielko-
§ci w nich wystepujacych (rozdziat 5.2):
Kryterium TSAI-WuU:

Frio1 + Fagogg + Fia012 + 2F11922011092 + F1111Ufl + F2222U§2 + F1212<ng >1 (5.141)

Kryteria HASHIN’ A:

Zerwanie wiokien (rozciaganie):

2 2

011 012

_— — ] >1 dl >0 5.142
(Rh) - (312) - * o= ( )

Wyboczenie widkien (sciskanie):

011
< : ) >1 dla o1 <0, (5.143)

Rll

Uszkodzenie matrycy (rozciaganie):

2 2
022 012
== — ] >1 dl >0 5.144
<R§2) " (Rlz) - * o2 ( )

Uszkodzenie matrycy (Sciskanie):

()
2Ry
Powyzsze kryterium HSHIN'A zwiazane z uszkodzeniem matrycy przy < 0 dla ptaskiego
stanu napreenia jest zmodyfikowane w stosunku do ogélniejszego trdjimyowego (5.16) sfor-
mutowania, zataone jestze wytrzymatdciScinajace w ptaszczyznaehz, i xo75 sa réwne i sa
oznaczone jakdz;,. W wyzej wymienionych kryteriach widajedna zasadnicza znice, kryte-
rium TSAI-WuU wskazuje powstanie uszkodzenia ale nie wskazuje jego jodzprzeciwighstwie
to kryterium HASHIN’ A, a jak wcz&niej wspomniatem informacja o rodzaju uszkodzenia jesst ni
zbedna do odpowiedniej modyfikacji zhomogenizowaneguusiaateriatu uszkodzonego. W tym

celu wzbogaca sie kryteriumsRi-Wu o tzw. wskazniki formy uszkodzenia, ktére mma zdefi-
niowat za [REDDY 1997] w nastepujacy sposéb:

1
15,

2 2
012 099
= >1 dl <0. 5.145
022+(R12) +(2R12) > a 099 < ( )

Hy = Fion + Funoiy, (5.146)
Hay = F09 + F0003,, (5.147)
His = Fiopop, > 1. (5.148)

Wskaznik o najwyszej wart&ci decyduje o rodzaju uszkodzenia i taklj@lominujacym wskaz-
nikiem jestH;; oznacza toze uszkodzenie nastapito na kierunkuagia zbrojenia czyli jest to
zerwanie lub wyboczenie witdkna,§k dominuje H,, uszkodzenia doznata matryca (powstanie
rysy), a w przypadku dominacji/;, doszto doscigcia warstwy. Typowe zadanie oszacowania
powstawania i rozwoju uszkodaev kompozycie warstwowym z wykorzystaniem p@sygego
sposobu modelowania musi byozwaane przyrostowo, a na kdym przyrécie obcigenia po
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uzyskaniu zbiencsci sa wyznaczane nagenia w globalnym uktadzie wspétrzednych wzkiaj
warstwie (na ptaszczyznigrodkowe)) i w kadym punkcie catkowania @SS A. Nastepnie na-
prezenia sa transformowane do lokalnych, materialnych ukadspétrzednych poszczegdinych
spetniaja nastepuje uszkodzenie. Caly ten proces jeazoWwo przedstawiony w blokowym al-
gorytmie postepowania, patrz rysunek 5.14. Na rysunkupymez P oznaczono wektor obcign
zewnetrznych, indekisoznacza aktualna wagbobcigenia aA P przyrost obciaenia w kolejnym
kroku.

Definicja stanu poczatkowego

v

Obciazenie, P(i)

v

Analiza z uwzglednieniem
nieliniowos$ci geometrycznej ¢
do uzyskania rownowagi

AP

v X

Sprawdzenie zbieznos$ci rozwiazania

v

Wyznaczenia naprezen i odksztatcen we
wszystkich punktach GAUSS’A
Powtdrne dazenie do uzyskania
¢ roéwnowagi
Sprawdzenie kryteriow wytrzymatosciowych
w punktach GAUSS’A T

Jest zniszczenie? TAK Degradqqa odp OWl%fimCh P arametr’(’)w
—> materiatowych w “uszkodzonych
punktach GAUSS’A
¢NIE

Przyrost obciazgnia
v X

Rysunek 5.14: Blokowy algorytm postepowania przy modelaw rozwoju uszkodzew kompo-
zycie warstwowym

W przypadku ptyt wibknokompozytowych o strukturze warsive, bedacych tematem rozprawy,
uwzgledniono w procesie obliczeniowym wptyw nielinio®gdgeometrycznejw sensi®N KAR-
MANA, przy zat@eniu liniowych zwiazkéw konstytutywnych.2ycie nieliniowych zwiazkéw po-
miedzy odksztatceniem a przemieszczeniem jest koniewgpreypadku ptyt z daymi przemiesz-
czeniami do poprawnego opisu zachowania sie zginangj gtyihpozytowej, ktore jest w obsza-
rze zainteresowania niniejszej pracy. Matematyczny zzgé$osowanego ujecia geometrycznej
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nieliniowosci znajduje sie w opisie teoretycznym do systemu oblicxeego ABAQUS® [ABA-
QUS 2004]. Do modelowania poszczeg6lnych warstw kompozygtaidwa elementy skazone
dostepne w bibliotece systemMBAQUS®. Sa to jak wczéniej wspomniatem dwuwymiarowe
elementy powtokowe, ktdére w programie oznaczono jako SH,$dizie R oznacza zredukowane
catkowanie i jest to gtébwna mhica pomiedzy zastosowanymi elementami. Liczba 4 wgkazu
ilos&t weztéw w elemencie skmzonym, a w kadym z weztéw jest 6 stopni swobody - 3 prze-
mieszczenia i 3 obroty. Elementy te dajaztiwost modelowania zaréwno cienkich jak i grubych
ptyt przy wszystkich rodzajach ob@ania. W zalendsci od geometrii struktury jest ona liczona
jako dzwigar powierzchniowy cienki zgodnie z zagmiami klasycznej teorii KCHOFF A, lub
wedtug teorii pierwszego rzedu dla dzwigarow grubych. aNMiainiknigcia blokadgcinania zasto-
sowane jest w przypadku elementu S4R zredukowane catkewarprzypadku S4 metoda ANS.
Do rozwiazania uktadu réwiiena kadym kroku obciaenia jest zastosowana metodawronA-
RAPHSON A. W rozdziale 5.6 zaprezentowane sa przyktady analizovegoenie z opisanym
algorytmem.

5.5.2 Model numeryczny 3-D. Delaminacja

Podrozdziat ten jest @mwigcony opisowi modelu, ktéry postyt w niniejszej pracy do opisu detek-

cji i rozwoju, jednego z powszechniejszych i bardzo nielmzmych dla konstrukcji uszkodage
jakim jest delaminacja. W literaturze znajdziemy wiele auepozwalajacych na opis tego zjawi-
ska i jego rozwoju w konstrukgji, kilka z nich zostato wskayeh w opisie literatury zwiazanej

Z uszkodzeniem kompozytow. Sama istota delaminacji wrazymrikami ja wywotujacymi sa
jednym z przedmiotéw rozdziatu 5.1. Ta &goracy skupia sie na przedstawieniu zastosowanego
sposobu modelowania tego zjawiska.

Model, o ktdrym mowa nazywany jest w literaturze angielgkgrznejcohesive zone techni-
quei bazuje na zastosowaniu na styku warstw struktury, w mieggtzie spodziewamy sie delami-
nacji, specjalnie do tego celu sformutowanego elementactanego, ktéry dzieki swym wiai-
wosciom umaliwia modelowanie zaréwno powstawania jak i rozwoju detzamji. Element ten
dalej bedziemy nazywzaelementem kohezyjnym ( w literaturze argphesive element, interface
element. W pracy zastosowany jest tréjwymiarowy kohezyjny eletreemstalonej grubgci, ktory
obrazuje warstwe adhezyjna w laminacie, np. klej epo&sydspajajacy dwie sasiednie warstwy.
Element ten jest dostepny w bibliotece elementéw systdntiazeniowegaA BAQUS® i nosi na-
zwe COH3D8, jest to elemengmioweziowy z trzema przemieszczeniowymi stopniami syayb
w kazdym z weztéw. Poprzez swoja strukture zastosowany efeérkohezyjny w naturalny spo-
sOb jest taczony w ukfadzie dyskretnym ze elementamhskonymi modelujacymi poszczegdlne

powierzchnia

powierzchnia
dolna

Rysunek 5.15: Element Kohezyjny COH3D8
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warstwy kompozytu. Warstwy kompozytu w przyjetym modedudyskretyzowane elementami
przestrzenno-powtokowymi ze wzbogaceniami eliminumaogfekt blokad - opisanymi i zdefinio-
wanymi w rozdziale 5.4 .

W zwiazku z specyfika zjawiska delaminacji element kolm@zyzyty w pracy bazuje na odpo-
wiednim zdefiniowaniu zaldsci pomigdzy nap@eniami a wzglednymi przemieszczeniami, ale
jedynie tymi ktére sa zwiazane ze delaminacja. Méwiatymi stowy wycie elementu kohezyj-
nego w tym ujeciu daje nam odpowiedz jakie wardiomaja wzgledne przemieszczenia w kierunku
normalnym do obszaru wzajemnego oddziatywania warstw ardevdch kierunkach stycznych
do tego obszaru. Drugim parametrem otrzymanym w wynikucakii jako odpowiedz elementu
kohezyjnego jest wektor nageh, ale jedynie trojsktadnikowy tzn. wspétrzednymi tegokizea
sa naprgenia odpowiadajace kierunkom wéréej opisanych przemieszdéeazglednych. Tymi
trzema komponentami wektora nape@ sa:

o33 - napreenie normalne w kierunku gruboi struktury,

013 - hapreenie styczne w ptaszczyznig, xs,

093 - NApreenie styczne w ptaszczyznie, ;.

Przez wczéniej wymienione wzgledne przemieszczenia rozumiengnicg pomiedzy prze-
mieszczeniami dolnej i gérnej powierzchni elementu kofreyo. W efekcie przemieszczenia
wzgledne, zwane feseparacja prowadza do modelowego powstawania i rozde@aminacji. De-
finiujac specyfike skiaczonego elementu kohezyjnego zemy powiedzié, ze sa to dwie ptasz-
czyzny, potaczone odpowiednio z sasiednimi warstwamukstiry warstwowej, o ustalonej od-
legtosci miedzy soba (grul® elementu kohezyjnego), a zmiana ich wzajemnegozeotia, po
przekroczeniu pewnych wagoi granicznych, modeluje powstawanie nieciggigpomiedzy war-
stwami w dyskretyzowanej konstrukcji warstwowej - delaatijg. Oczywscie o poziomie obcia-
zenia, ktére spowoduje powstanie delaminacji decydujdéwigej mierze parametry charaktery-
zujace strefe kohezyjna, a konkretnie wytrzynsaimajczéciej wyznaczone dawiadczalnie dla
kierunkéw odpowiadajacych nag@niom zwiazanym z powstawaniem tego uszkodzenia.

Detekcja delaminacji polega na podstawieniu odpowiedwigihzymatdsci i naprgen oblicze-
niowych w elemencie kohezyjnym do pewnych zalesci matematycznych zwanych kryteriami
wytrzymatgsciowymi. W modelu zastosowano napegiowe kryterium wytrzymakciowe Ha-
SHIN’A, ktére uwzglednia interakcje nameh w przypadku powstawania delaminacji, patrz roz-
dziat 5.2.3. Zalendst konstytutywna pomiedzy naeniem a odksztatceniem w elemencie kohe-
zyjnym do momentu powstania uszkodzenia jestagmta. Wektor odksztatéen tym modelu jest
podobnie jak wektor napeen tréjsktadnikowy, a poszczegéline jego sktadniki sa toavdpdnie
przemieszczenia wzgledne, dzielone przez gsbletementu kohezyjnego. Zredukowane wektory
odksztatcaé i przemieszcze definiujemy:

033 €33
o = 093 i € = £923 , (5149)
013 €13

a liniowo-sprgyste réwnanie konstytutywne w zapisie macierzowym magsost
o =Ke, (5.150)
gdzie macierz sztywrszi ma wspétrzedne tylko na gtownej przekatnej:

Ky3 0 0
K=| 0 Ky 0 |. (5.151)
0 0 Ky
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W modelu przyjeto,ze sztywn@ci elementu kohezyjnego sa réwne odpowiednim parametrom
materiatowym (modutom spegstym) charakteryzujacym matryce modelowanego komyipoz

Kgg == E3 y K23 == 2G23 | K13 == 2G13. (5152)

Zatozenie to jest uzasadnione poniewarzeczywistych konstrukcjach warstwowych dochodzi do
delaminacji na styku warstw gdzie spoina jest n&cag ten sam materiat ktéry stanowi osnowe
w warstwie. Czesto uwarstwienie spowodowane jest jedyi@kiem procesu technologicznego

- kolejne doktadanie rodzin widkien ciagtych i zatapiaitik w matrycy [MATTHEWS & RAwW-
LINGS 1999, GCHELSKI 2004]. W przypadku taczenia dwéchzmych materiatéw i okrgania
delaminacji na ich styku, natg zna& state materiatowe spoiwa. Nastepnym niezbednym parame
trem charakteryzujacym element kohezyjny jest jego gstibo

W wielu pracach autorzy definiuja element kohezyjny jalenent z zerowa grulscia [REM-
MERS & DE BORST 2003, ALFANO & CRISFIELD 2001, AMANHO et al. 2002]. Bardziej na-
turalne wydaje sie jednak zaenie jakiep grub&ci warstwy adhezyjnej, a co za tym idzie sfor-
mutowanie elementu kohezyjnego jako elementu z poczakekaczona grubscia. W miegj-
scu tym pojawia sie problem olgkenia tej grubsci. W literaturze przyjmuje sige stosunek
grubdsci warstwy adhezyjnej do gruboi warstwy kompozytu powinien Byznacznie mniejszy
od jeden [DAWDEVILLE et al. 1995]. W praktyce na podstawie testow numerycznych pio-
rownah z déwiadczeniami oki&ono,ze stosunek ten na pozioniie)1, daje zadowalajace wy-
niki [WAGNER et al. 2001]. Jak jmwczesniej wspomniatem element kohezyjny pozwala zaréwno
przewidzi€ powstanie jak i rozwdéj delaminacji dzieki zastosowangmawu konstytutywnemu
bazujacemu na mechanice niszczenia. Slere poziomu napegenia ktére spowoduje powsta-
nie delaminacji polega na zastosowaniu odpowiednieg@kyh wytrzymat&ciowego, do tego
czasu zachowanie elementu kohezyjnego jestzgpte. Po przekroczeniu tej wielkoi zwiazki
konstytutywne ulegaja modyfikacji i nastepuje ,stalmiég materiatu. Parametrem ktéry mody-
fikuje sztywn&C elementu jest tak zwany parametr uszkodzenia (ategnage parametgr W
modelu wystepuje pewne speanie na etapie przyrostu delaminacji pomiedzy zehbami me-
chaniki niszczenia (CDM) a mechaniki pekania (FM) tzn.gmaetrem decydujacym o przebiegu
“stabniecia“ materiatu jest tzw. energia pekadia W dalszej czgci tego rozdziatu opisany jest
zarOéwno sposob detekcji jaki i model rozwoju delaminacgtaaowane w pracy.

Inicjacja delaminacji

W przypadku rozpatrywanego w pracy trojwymiarowego prohle przyjety model bazujacy na
relacji pomiedzy napmeniami a wzglednymi przemieszczeniami zaktada trznedtypy separa-
cji, tf normalna do ptaszczyzny zespolenia oraz dwa rodgegeracji styczne do tej ptaszczyzny.
Sa to klasyczne dla mechaniki pekania formy utraty cggit(pekania) w materiale i graficznie sa
one przedstawione na pasiych rysunkach 5.16, 5.17 i 5.18.

i

=

Rysunek 5.16: Peknigcie (delaminacja) w kierunku nonyial - forma |
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Rysunek 5.17: Peknigcie (delaminacja) w jednym z kiebuamktycznych - forma Il

Rysunek 5.18: Peknigcie (delaminacja) w drugim kierustigigznym - forma Il

Delaminacja powstaje kiedy nagemnie pomigdzy warstwami osiagnie watevytrzymatdci od-
powiadajacej temu napzeniu. Do detekcji wartgci naprgenia, przy ktérym nastapi to zjawisko
mozemy ey¢ réznego rodzaju znane z literatury, a sz®wo zaprezentowane w pracy kryteria
wytrzymatdsci, patrz rozdziat 5.2. Wane jest tutageby wyte kryterium dobrze odzwierciedlato
rzeczywisty stan materiatu tzn. w kryterium tym mustlgawarta wzajemna interakcja pomie-
dzy sktadowymi tensora naenia. Nie wystarczy wiec poréwaanaprgenia z odpowiadajaca
mu wytrzymatdcia, naley to zrobt poprzez podstawienie wszystkich majacych wptyw na dane
zjawisko (np. delaminacje) napgh do zwiazku matematycznego (kryterium wytrzynsafio-
wego), ktéry pozwoli na uwzglednienie zionego mechanizmu powstawania uszkodzenia. Dla
pojedynczej czystej formy delaminagjill lub Il wystarczajace bytoby poréwnanie napegia z
odpowiednia wytrzymaigcia, w pracy jednak jest rozwany ogoélny przypadek delaminacji, ktéra
moze by¢ dowolna wariacja czystych form w zalessci od obcigenia konstrukcji. W pracy za-
stosowana jest kwadratowa funkcja na@ezaproponowana przezaAsdHIN'A [HASHIN 1980].
Kryterium to ma@emy zapisa

(M)Q + (@)2 + (2)2 <1 (5.153)
R Ry Riz) =7 .
gdzieoss jest naprgeniem normalnym na styku warstw kompozytu (w elemencieekgimym),a
093 | 013 Sa odpowiednimi napeeniami stycznymi w elemencie kohezyjnym, patrz (5.149)
i (5.150). Naprgenia te sa wyznaczane w punktach catkowania elementuzipiego, dla za-
stosowanego elementu sa to cztery punkipate na ptaszczyznirodkowej elementu. Wielko-
Sci R%;, Ri3 1 Ry3 sa to odpowiednio wytrzyma$d na rozciaganie w kierunku normalnym do
powierzchni elementu kohezyjnego czy innymi stowy w kidauigrubcci struktury warstwowe;

oraz wytrzymait&ci nascinanie w ptaszczyznie styku warstw. Dla petnej jasmav rozdziale
5.2.3 na rysunku 5.6 kryterium to jest przedstawione grafcz Symbol (e) oznacza nawias
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MACAULAY ’'A cO matematycznie nzemy zapisé:
1
(o) =5(le]+e) (5.154)

W efekcie oznacza tae jedynie napizenia rozciagajaces; maja wptyw na powstawanie delami-
nacji, tj. sa wkaczone do prezentowanego kryterium wytratosciowego. Wybér tego kryterium
jest zasadny, poniewauwzglednia ono ztbony mechanizm uszkodzenia na styku lamin, a jed-
noczé&nie wymaga jedynie trzech parametréw wytrzynsatowych do petnej modelowej detekciji
delaminacji, a co najwaniejsze prowadzi to wynikéw zgodnych z &eiadczalnymi. Parame-
try wytrzymatdsciowe tatwo wyznaczyna drodze d&wiadczalnej z wykorzystaniem klasycznych
eksperymentow dla poszczegolnych form delaminacjiENBEGGAGH & K ENANE 1996, FERE-

IRA & DE MORAIS 2006].

Rozwoj delaminacji

Rozwéj delaminacji mpe byc opisany z wykorzystaniem prawa ewolucji uszkodzenia.wBra
to wywodzi sie z zateen mechaniki niszczenia i prowadzi do degradacji sztysananateriatu
zwiazanych z uszkodzeniem, ktéra zaistniata w danym pienkaterialnym, tzn. dla ktérego kry-
terium wytrzymal@&ci zostato osiagniete. Kluczowym parametrem ewolugi$zczenia jest tak
zwany parametr zniszczenia, ktéry w zalendsci od typu problemu mze byc wielkoscia ska-
larna lub tensorem [EMAITRE & D ESMORAT 2005]. W odniesieniu do rozveanego problemu
delaminacji prawo ewolucji mze by¢ podzielone na trzy fazy. Fazy te mma nazwa i zdefinio-
wat W hastepujacy sposob;

Faza liniowo-sprezysta: § < ¢y, naprgenie w elemencie kohezyjnym (na styku elementéw)
wzrasta liniowo do osiagniecia odpowiadajacej mu wyinatcsci R. Odpowiednie prze-
mieszczenie wzgledne osiaga wéttd, w momencie osiagniecia przez napegie wart&ci
granicznej (wytrzymaisci). Relacja miedzy przemieszczeniem wzglednym aezapiem
do osiagniecia war&zi granicznych odpowiadajacych inicjacji delaminagpisujemy na-

stepujaca zalndscia:
o= Khi (5.155)

Faza ostabienia materiatu: 5o < § < 07, naprgenie w elemencie kohezyjnym, ktérego wétto
osiagneta warts& dopuszczalna w fazie pierwszej zaczyna liniowo raleaz ze wzro-
stem wzglednego przemieszczeniada osiagniecia zerowej wagoi. Osiagniecie warfzi
zerowej nastepuje w momencie odpowiadajacym petnejraepawoch sasiednich warstw
kompozytu w danym punkcie tj. osiagnieciu wétoprzemieszczenia wzglednegjo Aku-
mulacja zniszczenia na styku warstw jest reprezentowapezvarametr zniszczenia.
Parametr ten jest réwny zero kiedy w danym punkcie nie maadznia i osiaga warto
jeden j&li potaczenie warstw ulega catkowitemu zniszczeniu. cBsoten jest sterowany
przez nastepujacy zwiazek:

)
o= (1- D)Kh—. (5.156)
Faza separacji: 6 > ¢, Napregenie w elemencie kohezyjnym jest rowne zero. Oznaczaeto,
sasiednie warstwy sa catkowicie rozseparowane i stamdwa osobne elementy konstruk-
cyjne:

o=0. (5.157)
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Dla lepszego rozpoznania opisywanego problemu na rysurli@zedstawiona jest zaleost
miedzy wzglednym przemieszczeniem, a naprgem. Na rysunku wprowadzono dodatkowe
oznaczenia w celu przedstawienia modyfikacji sztysaaev chwili ¢ odpowiadajacej obcigniu
ktére powoduje stabniecie materiatu i takoznacza wzgledne przemieszczenie gornej i dolnej
powierzchni elementu kohezyjnegdA jet parametrem zniszczenia, ktérego wattpalezy od

I jest z przedziatu liczb miedzy zero a jeden.

o,

Rysunek 5.19: Ewolucja uszkodzenia - biliniowe prawo kgtgywne dla elementu kohezyjnego

W wyzej zdefiniowanych fazach. oznacza grubat warstwy kohezyjnej, & jest poczatkowa
sztywndcia. Powysze zalendsci sa zdefiniowane dla jednej, dowolnej formy pekaniadyje
nie dla dodatnich napeen, a jak jiz wczesniej wspomniatem mechanika pekania ramia trzy
formy separacji. Pierwsza nazywana rozwarciem rysy (fomgdzie kierunek przemieszczenia
jest prostopadty do planu rysy i dwie forngginania czy pslizgu (formyll i lll - kierunki prze-
mieszcza wzglednych lea na planie rysy, patrz rysunki 5.16, 5.17 i 5.18. W pra&tyicarakter
delaminacji mae byt zwiazany z jedna z tych form, ale m®b\¢ tez znacznie bardziej skompli-
kowany i zaleget od dwdch lub wszystkich trzech form. Dlatego réwnanie kgisywne naley
zapis& dla ogoélnego przypadku:

033 (1 — Dgg) 0 0 Kgg 0 0 £33
|: 0923 ] = [ 0 (1 — D23) 0 ] 0 K23 0 [ €923 ] +
013 0 0 (1 — Dlg) 0 0 Klg €13
D33 0 0 K33 0 0 <—€33>
+| 0 Dy 0 0 Ky O 0o |, (5.158)
0 0 D 0 0 K3 0

gdzie parametr zniszczenl; zalezy od relacji pomiedzy charakterystycznymi odksztateeri
ewentualnie wzglednymi przemieszczeniami — patrz rygin#9, a aktualnymi odksztatceniami
w punkcie catkowania dla konkretnej formy delaminacji. Wiéasprgystej parametr zniszcze-
nia D;3 jest rowny zero, a od momentu osiagniecia przez rmgmie w danym punkcie catkowania
wartcsci odpowiadajacej wytrzymagoi materiatu w odpowiednim kierunku parametr ten zaczyna
sie zwieksza az osiagnie wartst jeden przy ktérej materiat traci sztyw$toi nastepuje separacja
dwoch sasiednich warstw.

Kluczowym zadaniem jest opis zalessci parametru zniszczenia od odksztatcenia, czyli mo-
wiac innymi stowy odpowiedz na pytanie jaka funkcja opgsamiang tego parametru w prze-
dziale od zera do jeden wraz z przyrostem odksztatceniaa Bamazywana czesto stabnieciem
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Yo,

5, 5,

Rysunek 5.20: Energia pekania - biliniowe prawo konstytute dla elementu kohezyjnego

materiatu jet opisywana w wielu pracach, a w przypadku dalanji funkcjami wywanymi do
opisu jej przebiegu sa funkcje liniowe lub wyktadniczeg#Qus 2004, TURON et al. 2004]. W
pracy przyjeto funkcje liniowa do opisu stabniecia erétu, jako wystarczajace uproszczenie -
zgodnat wynikow numerycznych z daviadczeniem. Jako parametr sterujacy prawem ewolucji
uszkodzenia przyjeto energie pekatia. W miejscu tym nastepuje spizgnie zataeh mechaniki
niszczenia i mechaniki pekania - rysunek 5.20. Energiayjyacji odpowiada polu powierzchni
pod biliniowym prawem konstytutywnym elementu kohezymegysunek 5.20. W pracy kry-
terium zastosowane do przewidzenia rozwoju delaminagjiwzglednieniem jej ztpenia (ang.
mixed-modg bazuje na zatweniach mechaniki pekania. Metoda ta zaktagaszkodzenie (dela-
minacja) rozwija sie kiedy energia pekarieosiagnie wart&t krytycznaG .. Wartct krytyczna
energii otrzymujemy z eksperymentdéw podobnie jak wytrzZgpsaw specjalnych prébach osobno
dla poszczegdblnych form pekania. Interakcja form delagjirmaze bye uwzgledniona w modelu
poprzez rane zalgndsci, ktére sa przedmiotem badavielu naukowcow, kilka z nich znaléz
mozna np. w pracach [@MANHO et al. 2002, DRON et al. 2004]. Najczgciej zalegndsci te
sa zalegnasciami empirycznymi i sa wyprowadzane przez badaczy natpade déwiadczaé dla
konkretnych materiatdbw. W pracy zostat przyjety zwiakekadratowy uwzgledniajacy interakcje
energii pekania poszczegélnych form delaminacji. Zwelaten wyraa sie nastepujaca zaleo-
5cia [ALFANO & CRISFIELD 2001]:

Gy )2 (GH )2 (Gm )2
n i —1, 5.159
(GI,C Grrc Grire ( )

gdzieG;, Gy 1 Gy sa to energie pekania zwiazane z odpowiednimi formaraindmaciji; od-
powiednio rozwarciem rysy i @izgami w dwoéch kierunkach. Wagoi w mianowniku sa to
krytyczne wart&ci energii pekanié:; o, Gr.¢ i Gyrr.c, PO ktorych osiagnieciu nastepuje postep
delaminacji w kierunku normalnym lub w jednym z kierunkéwetnych, odpowiednio w zake
nosci od formy pekania.
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5.6 Wyniki analiz numerycznych
5.6.1 Zginana ptyta warstwowa - rozwoj uszkodzenia

Analiza numeryczna prezentowana w tym podrozdziale dgtgetekcji i rozwoju uszkodZew
zginanej ptycie warstwowej poprzezycie kryteriow wytrzymat&ciowych. Model ayty w przy-
ktadzie bazuje na prostych zaniach izynierskich opisanych w rozdziale 5.5.1 i jest realizo-
wany wg algorytmu zaprezentowanego na schemacie blokowgsn §.14). Elementy skezone
uzyte do dyskretyzacji ptyty kompozytowej w skrécie réwniga opisane w rozdziale 5.5.1, a
szczegOtowo w [BAQUS 2004]. Rysunek 5.21 obrazuje geometrig, warunki brzegowezaj
obciazenia poddanej badaniom numerycznym ptyty. Jest to ptytadkatowa i utwierdzona na
catym obwodzie, a obcrenie powierzchniowe, rownomiernie rozame, przytaone jest do po-
wierzchni gérnej. Plyta sktada sie z pieciu warstw, adaz nich jest jednokierunkowo zbrojona
widknami ciagtymi - szklanymi typu E zatopionymi w matrypgliestrowej. Kat pomiedzy mate-
rialnymi uktadami osi poszczegdélnych warstw, a uktadenibgloym plyty wskazany jest poprzez
nastepujacy zapis [0,45,90,-45,0]. Faza wtoknistastad1.5% w kadej warstwie. Parame-
try materialowe warstwy zestawione sa w tabeli 5.1. W tab@ zestawione sa wytrzymaoi
warstwy w odpowiednich kierunkach otrzymane Bdéadczé dla warstwy. Wyj&nienie znacze-
nia poszczegolnych symboli opisujacych wytrzynggiaznajduja sie w rozdziale 5.2. Wszystkie
parametry materiatowe oraz geometria ptyty zaczerprsigiz pracy [RDHI et al. 1998].

4
Obcigzenie 0
z o 7
rOwnomierne = / 3.34 mm
9/ =V
e
////;/
7, ////
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A Q&Q
/////// Q
//// 7 s bQ
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Rysunek 5.21: Plyta warstwowa - geometria, warunki brzegosbcigzenia

Tablica 5.1: State materialowe dla warstwy ortotropowekaryanej z matrycy poliestrowej i wio-
kien szklanych ciagtych typu E

‘ El [IVIPa] ‘ E2 [IVIPa] ‘ G12 [IVIPa] ‘ V12 ‘
‘ 23600.000‘ 10000.00 ‘ 1000.00 ‘ 0.23‘
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Tablica 5.2: Parametry wytrzymaoiowe warstwy ortotropowej poliester - wiokno szklane E

| Ry [MPa] | R}, [MPa] | R., [MPa]| RS, [MPa] | Ri» [MPa] |
[735.00 [600.00 [45.00 [100.00 [ 45.00 |

Realizacja wyej wspomnianego algorytmu numerycznego odbywa sie z weyktaniem proce-
soraABAQUS\Standard. Obciaenie przyktadane jest przyrostowo i po osiagnigciu zeci
przemieszczew nieliniowo geometrycznej analizie nazdym przyré&cie wyznaczany jest tensor
odksztatca i naprgen w globalnym uktadzie wsp6trzednych wadym punkcie @Quss' A. Na-
stepnie napenia sa transformowane do materialnego uktadu wspigzgh odpowiedniej war-
stwy i podstawiane do kryteriéw wytrzymdoiowych TsAI-Wu lub HASHIN'A. Kryteria te sa
zdefiniowane w zewnetrznej procedurzytkownika napisanej w jezyku skryptowym FORTRAN,
atacza sie z procesoreABAQUS\ Standard dzieki komendzie *USER DEFINED FIELD. Jako
dane we§ciowe do procedury zewnetrznej wprowadzane sa aaepig w materialnym uktadzie
wspotrzednych warstwy w kalym punkcie @uss A. Wewnatrz procedury nastepuje porow-
nanie napreeh z odpowiednimi wytrzymaieciami z uwzglednieniem interakcji. W przypadku
kryterium HASHIN'A (zalezndsci 5.142-5.145) wraz ze stwierdzeniem uszkodzenia jakm da
wyjsciowa jest jego forma. Kryteriumshi-Wu (nierbwnat 5.141) pozwala stwierdzijedy-
nie powstanie uszkodzenia, wiec dodatkowo w proceduraginia sie zalenasci (5.146-5.147)
umazliwiajace okrélenie formy uszkodzenia. Jako informacje sgipwa z procedury zewnetrz-
nej procesor otrzymuije dla kdego punktu Guss A trzy wielkosci polowe FV1, FV2 i FV3,
ktore przyjmuja wartsci; 0 - nie ma uszkodzenia (wastopoczatkowa), 1 - jest uszkodzenieslie
jednalub wiecej z wielksci polowych osiagnie wargd 1 nastepuje modyfikacja parametréw spre-
zystdsci materiatu w ,uszkodzonym” punkcie catkowania. Ngléu doda, ze wielka&t polowa
FV1 zwiazana jest z uszkodzeniem widkna, FV2 z uszkodreniatrycy, a FV3 z&cieciem war-
stwy. Modyfikacja statych spegstcéci polega na przemuaeniu ich wart&ci wyjsciowych przez
mnazniki zestawione w tabeli 5.3. Np. w momencie kiedy wieik&V2 osiaga wartse 1 (czyli
wartasci wielkosci polowych sa (0,1,0)), co oznaczag wg procedur zawartych w procedurze

Tablica 5.3: Mnaniki redukcji parametréw materiatowych w punkcie catkoweapo przekrocze-
niu odpowiedniego kryterium wytrzymaoiowego stowarzyszonego z jedna z form
uszkodzenia

ABAQUS® - dodatkowe Mnozniki redukcji dla kadego parametru spre-
wielkosci polowe zystdsci ortotropowej warstwy kompozytu
FVl ‘ FV2 ‘ FV3 E1 ‘ EQ ‘ G12 ‘ V12
0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 1076 1073 1073 0
0 1 0 1 106 1 0
0 0 1 1 1 106 0
1 1 0 1076 106 1073 0
0 1 1 1 1076 1076 0
1 0 1 1076 1073 1076 0
1 1 1 1076 106 106 0
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0,7
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Rysunek 5.22: Wykres zatacsci przemieszczenie-obaenie

zewnetrznej w danym punkcie powstato uszkodzenie matryalzy wspoétczynnik BISSON A
(v12) wyzerowa, a modut YOUNG' A przemnaytc przez faktorl0—¢. Prowadzi to do przedefi-
niowania macierzy sztywrsei catej konstrukcji. Po przedefiniowaniu obliczenia aestwane sa
w tym samym kroku obcizenia. W momencie kiedy nie nastepuje uszkodzenie w kakjtr
przyktadany jest nastepny przyrost olmsaia. Cata procedura jest powtarzanada catkowi-
tego zniszczenia kompozytu. Dla potwierdzenia wtasnydicodn wyniki zostalty poréwnane z
zamieszczonymi w pracy fpHi et al. 1998] wynikami dswiadczalnymi.

Pierwszym zaprezentowanym rezultatem jest wykresznalei pomiedzy przemieszczeniem
w centralnym punkcie ptyty a obcianiem, zobacz rys. 5.22. Poszczegolne krzywe obragugt,
leznast wyznaczona na drodze eksperymentu i na drodze nielimibwymulacji numerycznych
z uwzglednieniem procesu niszczenia oraz bez uwzglagnidegradacji materiatu. Jak witla
na wykresie symulacja ktéra nie uwzglednia procesu pomatéa uszkodze w konstrukcji a co
za tym idzie modyfikacji materiatu znacznie odbiega od wynéksperymentalnego, zbica ta
uwidacznia sie szczeg6lnie w pézniejszej fazie cbeiga, kiedy obszar uszkodee ptycie jest
dost duzy. Symulacje w ktérych zostaty uwzglednione procesy gawania i rozwoju uszkodne
i zwiazana z tym degradacja materiatlu wykazuja dobraleaje z wynikami déwiadczalnymi.
Réwnoczénie wida, ze przy tego rodzaju materiatach gdzie zamy mi€ do czynienia z du-
zymi przemieszczeniami uwzglednienie nielinidbgeometrycznej jest niezbedne do uzyskania
poprawnych wynikéw. Dodatkowo na wykresie 5.23 przedstaaijest ranica pomiedzy rozwia-
zaniem liniowym i nieliniowym w zakresie stosunkowo nielkieh przemieszcze

W czasie symulacji dzieki wiellgzia polowym FV1, FV2 i FV3 mpnasledzt rozwoéj po-
szczegoblnych uszkodaepoczawszy od pierwszego uszkodzeriest ply failure), a skaxczyw-
szy na catkowitej utracie rfmasci przez piyte (ltimate failurd. Rysunek 5.24 pokazuje mape
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Rysunek 5.23: Wykres zatacsci przemieszczenie-obaienie. Poréwnanie rozwiazania linio-
wego z nieliniowym.

wielkosci FV2 w momencie powstania pierwszego uszkodzenia tj.y ptxigzeniu réwnym
p = 0.022 MPa w przypadku zastosowania kryteriunsAl-Wu (pozostate kryteria daja wy-
nik nieznacznie rony, do 1%), gdzie kolorem biatym zaznaczono elementy wyktdoi-\vV2=1

element nr 391

[] - elementy skofczone
w ktorych pojawity sig
pierwsze uszkodzenia -
rysy w matrycy

Rysunek 5.24: Mapa wiellazi polowej FV2 na gornej powierzchni piyty - powstanie piszego
uszkodzenia
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Rysunek 5.26: Mapy napzeh o, przy obcigeniup = 0.022 MPa na gérnejsrodkowe;j i dolnej
(odpowiednio) powierzchni analizowanej ptyty

tzn. powstato zarysowanie matrycy, kolorem niebieskimagzone sa elementy bez uszkodzenia

(FV2=0).

Zaprezentowany wynik osiagniety jest z wykorzystaniéementu skdczonego S4R dla siatki
elementow 20 x 20.
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Rysunek 5.25: Wykresy napréh na wysok&ci catego przekroju ptyty w centralnym punkcie
(punkt Gauss' A) elementu skibczonego nr 391 na rdych poziomach obcze-

nia

Rozwiazanie jest czute na zmiang gésiciatki elementéw i wielk&ci przyrostu obcizenia.
Testy numeryczne wykazatye prezentowana gestodyskretyzaciji jest wystarczajaca, a wyma-
gana wielk&t przyrostu obcizenia dla uzyskania zbieego i poprawnego wyniku zaie od etapu
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rozwoju uszkodzenia. W celu poprawnego wykrycia pierwsagsgkodzenia podziat ob@enia

na kroki powinien bg mazliwie gesty, w pracy zastosowano 1% olzeiaia powodujacego pierw-
sze uszkodzenie. Nastepne przyrosty zaled doktadnsci z jaka chcemy wyznaczymapy pro-
pagacji uszkodz® czasu jaki mpemy przeznacZyna obliczenia i procesora jakim dysponujemy.
Na rysunku 5.25 zaprezentowany jest rozktad nagr@a grub&ci ptyty, naprgenia te obliczone
sa w centralnym punkcie elementu skaonego nr 391, czyli jednego z elementéw w ktérym
powstato pierwsze uszkodzenie. Zaprezentowane krzywartambrazuja wykres naagh przy
ré6znym obcigeniu. Pierwszy prezentowana krzywa (kolor czerwony) nljearozktad napre-
zenia przed pojawieniem sie uszkodzenia, druga (koldvieski) odpowiada obcmeniu, ktére
spowodowato powstanie pierwszej rysy, a ostatnia (ziglobaazu stan struktury w tym punkcie
podczas propagacji uszkodzeNaprgenie na grubsci ptyty wyznaczane jest w trzech punktach
catkowania dla kadej z warstw - na powierzchni gérnérodkowej i dolnej. Poréwnujac wykresy
napregeh przy obcigeniup = 0.022 MPaip = 0.05 MPa mana zauwayC jak rysa w war-
stwie gornej propaguje od powierzchni gérnej do dolnej. Wkejkych krokach obcizenia ptyty

w coraz wiekszej iléci punktéw catkowania kryteria wytrzymaciowe zostaja przekraczane co
wskazuje na propagacje uszkodze planie ptyty. W czasie testu najwieksza koncentrasikar
dzen jest w dwdch warstwach gérnych. Ostatecznie plyta traginadc przenoszenia obdgh w
momencie kiedy ponad 75% punktow materialnych wykazuj& bdoIindsci przenoszenia napre-
zen prostopadtych do kierunku wenia wiékien - matryca jest zarysowana i w ok. 5% punktéw
materialnych zostaty uszkodzone widkna. Sita odpowiackaatkowitemu zniszczeniu ptyty jest
rowna0.60 MPa dla kryterium wg [GBIANG & L ESSARD 1991],0.603 MPa dla kryterium FHA-
SHIN'A i 0.608 MPa - TsAI-Wu. Rdéznice te nie sa znaczace, a wyniki sa zgodne z wynikami
doSwiadczalnymi zaprezentowanym przea il et al. 1998] - sita niszczaca wyndsb05 MPa.

Podstawowym wnioskiem z tego przyktadu jest dzieki algorytmowi bazujacemu na intuicyj-
nym zat@eniu ireynierskim (modyfikacja wisciwasci materiatu w ,,uszkodzonych” punktach ma-
terialnych) jestémy w stanie modelowzarozwdj uszkodzew zginanej ptycie kompozytowej. Nie-
zbedna jest jednak analiza z uwzglednienie nielinisevawiazku przemieszczenie—odksztatcenie.

5.6.2 Test elementu kohezyjnego - rozciaganie

Dla weryfikacji modelu, ktory zostat zaproponowany do afdicia powstawania i rozwoju dela-
minacji wykonany zostat prosty test numeryczny. Test tergid@nie na celu sprawdzenie wspot-
dziatania wtasnego elementu slazonego EPP3D8EASS, wiaczonego do systefBAQUS®
jako procedury wiasnej napisanej w jezyku FORTRAN i &gj sie z gtbwnym programem po-
przez komende *UEL, z dostepnym w biblioteaBAQUS® kohezyjnym elementem COH3DS.
Wiasny element jest szczegotowo opisany w rozdziale piagy testy numeryczne prezentujace
jego maliwosci znajduja sie w dodatku B. Zadanie to polega na rozsiagsystemu trzech
elementow skbczonych (rys. 5.27) z czego warstwe dolna i gérna sténoviasne elementy
EPP3D8EASS, dla ktérych waaiwosci materialowe zaprezentowane sa w tabeli 5.4, a pomiedz
nimi ulokowany jest element kohezyjny COH3D8 modelujaty zespolenie. Na skutek sity roz-
ciagajacej dochodzi do separacji warstw wg v&rrej zdefiniowanych zakmacsci. Dane wytrzy-
matasciowe dla warstwy kohezyjnej zestawione sa w tabeli 5.5zWtkie dane dla kompozytu

| potaczenia sa zaczerpniete z pracyLfANO & CRISFIELD 2001]. Zadanie przedstawione na
rysunku 5.27 to s&zian o wymiarze boku = 1.00 mm, a grub&c warstwy kohezyjnej wynosi
h. = 0.01 mm.
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Rysunek 5.27: Geometria prezentowanego testu numeryszneg

Tablica 5.4: State sprgstcsci dla materiatu kompozytowego

E; [GPa] Ey [GPa] FEs [GPa]
135.3 9.0 9.0
G2 [GPa] | Gi3 [GPa] | Ga3 [GPa]
52 5.2 3.08
V12 V13 Vo3
0.24 0.24 0.46

Tablica 5.5: Parametry wytrzymaoiowe dla warstwy kohezyjnej

Ge [Nmm’l] Rs3 [M Pa]
0.28 57.0

Na wykresie przedstawiona jest obliczona zal#t miedzy przemieszczeniem pionowym jed-
nego z wierzchotkéw gérnej powierzchni rozzemego systemu elementéw, a sita powodujaca
rozciaganie. Z zalndsci tej mana odczyta zachowanie sie elementu kohezyjnego, a konkretnie
spos6b w jaki element ten modeluje utrate spég@omiedzy dwoma sasiednimi elementami w
wyniku rozciagania. Prezentowane kalkulacje prowadzangrzyrostowo (sterowanie przemiesz-
czeniem) z wykorzystaniem metodyeEM/ TONA-RAPHSON A, a At definiuje wielk&t przyrostu
przemieszczenia w kroku. Wielko przyrostu przemieszczenia jest rowna iloczynowi makgyma
nego przemieszczeniai ustalonej wadia\¢. Nasuwa sie wnioseke w tego rodzaju obliczeniach
nalezy starannie dobietawielkost przyrostu w celu poprawnego opisu zachowania sie strefy k
hezyjne,j.
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Rysunek 5.28: Zalnost migdzy sitaF’ a przemieszczeniem pionowym punktu

5.6.3 Test na rozwgj delaminacji - forma | -Double Cantilever BeanfDCB)

Standardowym testem dla czystej | formy delaminacji [@stible Cantilever BeartDBC), ktory

W niniejszym rozdziale jest rozwany jako test zaproponowanego modelu do detekcji i opisu
postepu rysy na styku warstw kompozytu widknistego. Testjést bardzo czesto stosowany w
laboratoriach do szacowania$iciowej i jak&ciowej odpornsci materiatdw na uszkodzenie jakim
jest delaminacja. Na rysunku 5.29 pokazane jest zdjeckongne podczas wykonywania takiego
testu w laboratorium (zrodto: Sandia National Laborasr http://www.sandia.gov/). Geometria
belki, warunki brzegowe i rodzaj obdania sa przedstawione na rysunku 5.30.

Belka jest utwierdzona na jednymikeu i ma poczatkowa ryse, ktéra zaczyna sie na prze€iwle
glym kohcu belki. Poczatkowa rysa ulokowana jest w potowie wy&okbelki na catej szerolsui.
Dlugost tej rysy wynosic = 30 mm, a diug&t catej belki tol = 100 mm. Szerok&t belki to
b =20 mm, a wysok&C - h = 3.01 mm. State sprystcci dla materiatu z ktérego wykonane
sa warstwy belki zestawione sa w tabeli 5.4. Belka wykengst z dwdch warstw kompozytu
jednokierunkowo zbrojonego o grubm 1.5 mm, powyzej i ponizej poczatkowej rysy, orienta-
cja wiékien w obu warstwach jest taka sama - kat pomiedkglltym uktadem kadej warstwy
a uktadem globalnym jest O stopni. Belka jest zdyskretyzmna@ementami EPP3D8EASS, a na
przedhzeniu rysy poczatkowej, tam gdzie warstwy sa potaczermpgpwadzona jest strefa kohe-
zyjna o dtugéci (I — a) = 70 mm . Grubat strefy kohezyjnej zalona jesti. = 0.01 mm i jest
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zdyskretyzowana elementami COH3D8. Delaminacja staddjeysy poczatkowej i rozwija sie
w strefie kohezyjnej zgodnie z prezentowanym modelem. xogad potrzebne sa pewne dane
eksperymentalne dla bardziej realistycznego modelu. kKainle potrzebne sa energia pekania i
wytrzymatcast w kierunku normalnym do powierzchni kohezyjnej, ktéredsae w tabeli 5.5. Ob-
ciazenie wywotujace rozwdj rysy przedstawione jest na rysufi80, na rysunku tym jest rowrze
schematycznie przedstawione zachowanie sie DCB podcapagmaciji rysy.

—

.

Rysunek 5.29: DCB - zdjecie testu Iaboratoryjnegiirc')d’fo: Sandia National Laboratories -
http://www.sandia.gov/

Wyniki symulacji numerycznych zaprezentowane sa na iys@n31 gdzie sa poréwnane z wy-
nikami zaczerpnigetymi z pracy [&ANO & CRISFIELD 2001], a otrzymanymi z wykorzystaniem
techniki VCC irtual crack closure technig)e Nalezy doda&, ze obliczenia sa sterowane prze-
mieszczeniami, a krzywa obrazuje zalest migedzy pionowa sitab, a separacja warstw poasj
i ponizej poczatkowej rysyuv - rozwarcie rysy. Propagacja rysy startuje w momenciegosg
cia przez odpowiednie nagenia wytrzymat8ci na rozciaganie w kierunku poprzecznym do po-
wierzchni kohezyjnefrs;. Prezentowane podajie prowadzi do rezultatéw zgodnych z wynikami
zamieszczonymi w pracy [B&FANO & CRISFIELD 2001] w obu fazach deformacji: spmgstej i
stabniecia. W obliczeniach numerycznychyto 590 elementéw skbczonych w kierunku osi
dla kazdej warstwy tj. 560 w obrebie strefy kohezyjnejd0 w strefie rysy poczatkowej. W kie-
runku osiy (szeroka&c) jest wyty jeden element.Strefa kohezyjna jest modelowana pomyqey
560 elementow kohezyjnych - COH3D8. Dla tak przyjetej siatiineentéw skéczonych otrzy-
mane wyniki sa zbiene (rysunek 5.31). W przypadku rzadszych siatek elemesk@czonych
algorytm nie jest zbieny, lub jest zbieny ale otrzymane rozwiazanie w fazie stabniecia ma jgosta
zig-zag. Analiza przyrostowa sterowana przemieszczaneatizowana jest przy pomocy metody
NEWTONA-RAPHSON A w systemieABAQUS®. Dodatkowo dla prezentowanego rozwiazania
na rysunkach 5.32 - 5.34 przedstawione sa mapy aapegs; przy ré&nym poziomie separacji.
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Rysunek 5.31: Zalnast miedzy sita powodujaca separagjea odlegt@&cia miedzy warstwami -
rozwarciemuw

-4.8T71e+08

Rysunek 5.32: Napeeniacs; w DCB przed rozwojem delaminagji = 0.6 mm
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Rysunek 5.33: Napeeniacs; w DCB podczas progresji delaminaaji= 1.6 mm
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Rysunek 5.34: Napeeniacs; w DCB podczas progresji delaminaaji= 2.0 mm
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Whioskiem z tego przyktadu jeste zaprezentowany model daje dobre rozwiazania dla stan-
dardowego testu rozwoju delaminacji - DCB. Model ten poanaizewidzié poziom obciaenia
przy ktérym delaminacja sie pojawia i jej rozwéj. Rozwdjfest jednak ograniczony do zaimne;j
strefy kohezyjnej co wymaga od projektanta dodatkowe]j wyeddzie w konstrukcji mee dofc
do utraty ciagtéci. Wiedza ta jest czesto intuicyjna w przypadku kompéaytvarstwowych,
ale mae te stanowt temat dodatkowej analizy stanu napggia. Zaprezentowany przyktad nie
pokazuje petnych nmiwosci prezentowanego modelu, eksponuje on jedynie pierfespze de-
laminaciji i stanowi pierwszy krok w weryfikacji proponowayzemodelu, ktéry mpe by uzyty
takze do symulacji probleméw ze zona forma delaminaciji.
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6 Whnioski koncowe i kierunki dalszych badah

W pracy jest postawiony i przeanalizowany problem nielivego zachowania sie struktur wok-
nokompozytowych w fazie niszczenia. Jako wstep do raavaad uszkodzeniami w kompozycie

i ich rozwojem zostaty w pracy poruszone pewne dodatkowekigpwane dla poprawnego mo-
delowania tego rodzaju materiatow. Aspekty te to przedeystkim odpowiedz na pytanie jak
oszacowa wiasciwosci kompozytu i jaki wptyw maja niewielkie zmiany w budowkempozytu
(zmiana kata usytuowania wtokien w przekroju np. ptytywialkosci statyczne. Rozwania te
zostaly przeprowadzone w zakresie gystym dla problemu brzegowego zginanych ptyt wiékno-
kompozytowych z wykorzystaniem metody elementéwislamnych. Do analiz tych zostat opra-
cowany wiasny program komputerowy w jezyku FORTRAN90,rktdo obliczania sztywr&ci
kompozytu wykorzystuje alternatywnie dwa bazujace rmmyéh podeciach modele.

Jednak gtdbwnym celem pracy byta analiza kompozytow zasi®aha na wykrycie i opisy roz-
woju uszkodzé struktury. Ze wzgledu na specyfike rozaaych materiatbw kompozytowych w
prezentowanej analizie szczegélny nacisk w sformutowanibblemu potaony jest na uwzgled-
nienie nieliniowej relacji miedzy przemieszczeniem asxtktceniem. Zwiazane to jest zzjumi
przemieszczeniami jakie sa dopuszczalne w elementadtrkibayjnych (ptytach) wykonanych z
tych materiatow. Przed przystapieniem do analizy usz&odwmleato dobra lub zaproponow@
takie narzedzia numeryczne, ktére urtiwia otrzymanie poprawnego stanu nagegia obciao-
nej konstrukcji. W tym celu dla analizy dwuwymiarowej doboeelementy skiaczone z biblioteki
systemu obliczeniowegd BAQUS® rekomendowane do tego typu analiz przez twércéw tego
programu ( [AAQUS 2004)).

Dla analizy trojwymiarowej, niezbednej do modelowaniektdrych zjawisk w kompozytach,
gdzie niezbedny jest peten stan naengia, w pracy jest zaproponowany i zdefiniowany ele-
ment skaéczony ze wzbogaceniami eliminujacymi efekt blokady noyoenej. Whasne elementy
przestrzenno-powtokowe wykazuja dobra zniest wynikéw przy stosunkowo niewielkiej liczbie
elementéw. Jaldt zdefiniowanego i zytego elementu skwzonego wynika z zastosowania przy
jego wyprowadzeniu tréjpolowego sformutowania wariaego HJ-WASHIzU, ktOre przystaje
do nieliniowych problemow z jakimi mamy do czynienia w amalvanym zadaniu. Funkcjo-
nat ten prowadzi do problemu dwupolowego, gdzie druga isidama wielk&cia polowa obok
przemieszcze sa rezydualne odksztatcenia. Dodatkowo w definicji elgmeobok zastosowanej
dodatkowej wielk&ci polowej (metoda EAS), wprowadzona jest specjalnajpotacja niektorych
odksztatcé (metoda ANS), ktdre wspdlnie eliminuja wiek&miedoskonatsci (blokad) czystej
formy oSmioweztowego elementu przestrzennego z tréj-liniowfumkcjami ksztattu. Maliwo-

Sci tego elementu sa na przyktadzie zaprezentowane w gdaciatek B). W rozwzaniach teo-
retycznych zatmony jest liniowy zwiazek konstytutywny, co prowadzi dongg/ch uproszcze

Obliczenia z wykorzystaniem opisanego elementu byly zealane w programid BAQUS®, a

wiasny element dotaczony jest jako procedura autorskad@kana w jezyku FORTRANT77.

Wspomniane wygej analizy dwu- i tréjwymiarowa miaty na celu wykrycie i isprozwoju
uszkodzé w kompozycie. W pracy sporo miejsca jesSpadecone na opis rodzajéw uszkodze
i kryteriom wytrzymat@ciowym, ktére staa do ich detekcji, na podstawie obszernej literatury
Swiatowej, co stanowi dodatkowy jej atut. Prowadzenie dwaitaliz w ptaskim stanie nagenia
i analizy 3D jest zwiazane ze specyfika jednego z uszkindzgdacego w obszarze zainteresowa-
nia autora, jakim jest delaminacja. Poprawne modelowage zjawiska wymaga informacji o
petnym stanie napeenia w konstrukcji.

Do modelowania rozwoju pozostatych uszkoglz@stosowano model 2D i prosty algorytm
numeryczny bazujacy na zmianie stanu materiatu na skudghkvania sie lokalnych uszkodae
Modyfikacja materiatu odbywa sie w miejscach, w ktorychtapso uszkodzenie. Miejscairodzaj
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uszkodzenia, ktéry decyduje o jad@ modyfikacji, wykrywane sa w zewnetrznych procedurach
wiasnych taczacych sie z programedBAQUS®, w ktérym odbywa sie symulacja. Przyktady
zamieszczone w pracy dla brzegowego problemu piyty zgjveylazaty,ze wykorzystany model
numeryczny prowadzi do wynikéw zgodnych z wynikamsddadczalnymi.

Model zastosowany w analizie tréjwymiarowej do opisu defeqji bazuje na tzw. strefie ko-
hezyjnej, a rownanie konstytutywne dla elementu kohengrepiera sie na zakeniach mecha-
niki kontinuum niszczenia co urabwia opis jej propagacji. Rozwéj ten jednak a@odbywa sie
tylko we wczeéniej zdefiniowanej w zadaniu dyskretnym strefie kohezyktéra ulokowana jest
na styku warstw kompozytu. Proste przypadki delaminasfioiwane na przyktadach wykazaty
zgodnacE przyjetego modelu z wynikami dostepnymi w literaturze.

Proponowane kierunki dalszych bada.

W pracy wiele aspektéw zwiazanych z uszkodzeniem kompozgtzuje jeszcze na kilku uprosz-
czeniach modelowych. Dalsze badania powinny zmiedma eliminacji tych uproszcrei roz-
budowy modelu. Pierwszym krokiem w tym kierunku powinna lawvzglednienie nieliniow&ci
fizycznej materiatu skladowych kompozytu.

W kontelscie uszkodzenasuwa sie pytanie o mldwosci szacowania parametrow wytrzyma-
losciowych; w pracy parametry sa dobierane z literatury, évéjtnajczéciej ich pochodzenie nie
jest wyjasniane, lub jest wynikiem eksperymentéw. Drugimzwam kierunkiem badapowinno
byt zbudowanie petnego modelu tréjwymiarowego, ktory ahvaa detekcje i symulacje rozwoju
wszystkich uszkodzewystepujacych w kompozycie. Jest to szczegdlnienegoniewa czesto
jedne uszkodzenia sa efektem rozwoju innych np. rysa jgopra mae generow@delaminacje.
Planowane sa réwnzew niedalekiej przyszigci wtasne badania eksperymentalne, ktére pozwola
zweryfikowa proponowane modele na konkretnych, wkasnyckwdadczeniach.
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Dodatek

A Macierz sztywnosci elementu skaczonego PIQ4

W zataczniku tym zestawione sa funkcje ksztattu distago w rozdziale 4 ptytowego elementu
skonczonego PIQ4 (patrz rys. 4.4) oraz macierz sztysendego elementu z uwzglednieniem
anizotropii dyskretyzowanej z jego wykorzystaniem piyty.

Funkcje ksztattu dla elementu skohczonego PIQ4

1 —2a%b% + 32ab® + 3ya®b? — dxyab? — 2303 — y2a® + 23yb? + xyia?

N; =
! 8 a3b3
1 —ab® + zb® + yab® — zyb* + y*ab — 2y?*b — y3a + xy?
Ny = -
8 ab?
N — 1 —a®b + zab + ya® + x2ab — vya® — 230 — 2%ya + 23y
378 a?b
N 12a3b® + 3xab® — 3ya®b? — dxya’b® — 230° + y3ad + 23yb? + xya®
178 a3b3
N lab’ 4 ab® — yab® — ayb® — y*ab — xy?b + yPa + vy’
T8 ab?
1a®b + zab — ya® — 2%ab — xya® — 23b + 2%ya + 23y
Ng = ——
8 a?b
N 1 —2a3b% — 32ab® — 3ya’b? — daya®b® + 230° + y2a® + 23yb? + zyia?
T8 a3b3
N — 1 —ab® — b’ — yab® — xyb® + y*ab + 2y’ + yla + xy’
* 8 ab?
1 —a®b — za®b — ya® + x%ab — xya® + 230 + 2ya + 23y
Ny = -
8 a?b
12a3b3 — 32a®b® + 3yadh? — daya®b® + 230° — y3a® + 23Yb? + zyia?
Nyp = 3 373
a’*b
1ab® — zb® 4 yab® — zyb® — y2ab + xy?b — y3a + xy®
Nip =< 5
8 ab
N 1a®b — zab + ya® — 2%ab — xya® + 230 — 2%ya + 23y
2= 3

8 a2b
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Elementy macierzy sztywnoSci elemeity;, = K;;) [KuczmA & KuLA 2003b]:

1
Kll = W(1.4D66a262 + D11b4 + D22a4 + 0.5b2a2D12)

1
K12 = W(OszDG(S + 0.562D12 + D22a2)

1
K13 = —Tb(o.2a2D66 + Dlle _'_ O-5a2D12)

a

1
Ky = ﬁ(—l.llD%asz — Dyyb* + 0.5Dga* — 0.506%a? D)

1
K15 = —=(—0.20* Dgg — Dagab — 0.5b° D15 + 0.5Dgpa?)

ab?
Kig = —i(o 2a*Dgg + D11b?)
16 2b 66 11
1
K = —3—63(—1.4D66a2b2 4+ 0.5D11b* + 0.5Dga* — 0.5b%a*Dys)
a

1
Kig = W(—O.QbQDGG + D26ab + O.5D22a2)

1
Ky = — (= Digab + 0.20* Dgs — 0.5D1,%)
a

1
Ko = _3—193(1'41)66(1262 — 0.5D11b* + Dasa® + 0.5b°a* D)
a

1
Kl,ll = @(02b2D66 + D22a2)

1
Ky = Tb(Dlﬁab +0.2a*Dgg — 0.5D11b* + 0.5 D15)
a

1
KQQ = —(15D260,b + 20D226L2 + 8b2D66)
15ab

1
K3 = ———(6D19ab + Daga® + Digb?)
6ab
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1

Koi = 5= ——(Dygab — 0.5b* D15 + 0.5Dgga® — 0.26% Dgg )
2

K25 = 15ab(5D22a — 4b D66)

1
Kog = —(Dasa® + Digb?)

6ab
1
Koy = ——5(~0.2° Dy + Dagab + 0.5Dzpa)
a
K28 = 15a b(15D26ab + 5D22a + 26 D66)

1
Koy = ——(Dasa® + Digb?)

6ab
1 2
K10 = —?(0 2b° D + Daoa®)
2
K2,11 15a b(5D22CL — b’ D66)
K12 = @(DQGGQ + Ds6b°)
K33 = 15ab(20D11b + 15D16ab + 8& D66)
K34 = b(O 2@ D66 + Dllb )

1
K35 = —(D26a2 + D16b2)

6ab
2
K36 = 15 b( 5D11b + a D66)
1
K37 = b( DlGGb + 0. 20, D66 — 0. 5Dllb )
1 2 2
Kss = ——(Dasa” + Digb”)

6ab
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Kgg (5D11b + 15D160,b + 2(1 D66)

15ab

1

= %(—Dwab — O.5D1162 -+ 0.50/2D12 —+ O-2a2D66>

1
K311 = %(D%a2 + Dygb?)

2
K3712 = 15@[;( 5Dllb +4a D66)
K44 = 3[)3(1 4D660’ 62 + Dllb + DQQ(I + 0. 5b2 2D12)
K45 == b2 (0 2() D66 + 0. 5b Dlg + Dgza )

1
K46 = (O 2& D66 + Dllb + 0. 5&2D12)

a®b
1 4 4 2 2
K47 = 3b3(1 4D66CL b - 05D11b + D22a + 0.5b%a Dlg)
a
K48 = ab? (O 2b D66 + DQQCL )
1
Ko b( Digab — 0.5D1;b* + 0.5 D15 + 0.2a* Dgs)
1
Ko = =5 (=1.4Dgsa’d” + 0.5D11b" + 0.5Dpa” — 0.55%a* Do)
K4711 = ab2( 0. 2b D66 — D26ab + 0. 5D22a )
1
K4712 = —Tb(Dwab -+ 0-2a2D66 — O.5D1162)
a
K55 150 b< 15D26ab+ 20D22a + 8b D66)
1 2 2
K56 = ——(—6D12ab + D26a + D16b )

6ab
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1
K57 = —W(O 2b2D66 + Dgga )

2

K.
%~ 15ab

(5D22a — b D66)

1
Ksg = —(Dyga® + Dygb?
59 6ab( 260" + D1gb”)

1
K5710 = b2( 0. 2[) D66 — D26ab + 0. 5D220, )
1 2 2
K5711 = M(_15D260’b + 5D220/ + 2b D66)
1 2 2
Ks 10 = —@(D%a + Dygb”)
K66 = 150 b<20D11b — 15D16ab -+ 8& D66)
1
K67 = ——b(D16ab + 0. 20, D66 — 0. 5D11b2 + 0. 50,2D12)
Keg = %(D%az + Digb?)
2 2
K69 = 15 b( 5D11b +4CL D66)
1
KG 10 = b(D16ab + 0. 20, D66 —0. 5Dllb )
1 2 2
K¢ = —%(D%a + Dygb”)
1
K6,12 = @(51)11[)2 — 15D16ab + 20J2D66)
K77 = 3[)3(1 4D660’ b + Dllb + DQQ(I + 0. 5b2 2D12)
1
K78 = ——(O 2b D66 + 0. 5b D12 + Dgga )

b2
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1
K79 == (0 20, D66 + Dllb + 0. 50,2D12)

a?b
1
Kr10 = 3b3< 1.4Dggab* — Dy1b* + 0.5Dg9a* — 0.5b%a*D15)
1
K7 11 — —?( O.2b2D66 — D26ab — O.5b2D12 + 0.5D22a2)
K712 = b(o 2a*Dgg + D11b? )
1
Kgg 150 b(15D26ab + 20D22a + Sb D66)
1 2 2
Kgg = —@(6D12ab + D26a + D16b )
1
Ksio = —bT(DQGab — 0.5b° D15 + 0.5Dgpa* — 0.2b? Dgg)
2
K&H = 15 b(5D220, — 4b D66)

K8,12 = 16ab(D26a2 —+ D16b2)

Kgg = 150 b(QODHb + 15D16ab + 8& DGG)
1

Ky 10 = ——b(o :2a* Dgs + D11b?)

K. :i(D a® + Dygb?)

o11 = o (126 16

2

Kg 19 = _15ab( 5D11b% + a® Dgg)

KlO,lO 3[)3 (1 4D66a 62 —+ Dllb -+ DQQ(I + 0. 562 2D12)
1

K10 11 = ——(O 2b D66 + O 5b D12 + Dgga )

b2



A Macierz sztywn@ci elementu skaczonego PIQ4 93

1
Kio,12 = —%(O.QaQDGG + Dy b? + O.5a2D12)
1
K= 15ab(—15D26ab + 20Dqya® + 862D66)
1 2 2
K11,12 = —@(—GDlgab + D26CL + Dle )
1 9 )
K12712 = m(ZODllb — 15D16ab + 8a D66)

Uwaga: W powyzszej definicji macierzy sztywisai jest zastosowany dwuwskaznikowy zapis
elementéw macierzip, patrz np. [WbzNIAK (RED.) 2001]. W celu poprawnej identyfikacji po-
szczegoblnych sztywrszi ptyty w stosunku do rozwah prowadzonych w rozdziale 4 memy

zapis&:

D1111 D1122 D1112 Dll D12 D16
D= D2211 D2222 D2212 = D21 D22 D26 . (Al)
D1211 D1222 D1212 D61 D62 D66
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B Test numeryczny powtokowo-przestrzennego elementu skozonego

W dodatku przedstawiony jest klasyczny przyktad antysyyeenej ptyty warstwowej wykonanej
z dwoéch warstwzywicy zbrojonej wibknami ciagtymi. Wszelkie dane do pkigadu zaczerpniete
sa z pracy [SHLEBUSCH 2005]. Przykiad ten ma na celu przetestowanie zaproporeyean
zdefiniowanego w pracy elementu skzonego EPP3D8EASS. Element ten jest wygodny do dys-
kretyzaciji struktur kompozytowych w zadaniach wymagggacuwzglednienia tréjwymiarowego
stanu naprzenia. Na przyktadzie tym sa zobrazowane zginanie i skrigc(odpowiednio) ptyty
zbrojonej dwoma rodzinami wiékien uitonymi antysymetrycznie wzgledem powierzchridko-
wej na skutek rozciagania. Sa to dobrze znane efekty vayauile ze struktury pityty. Oczy@gie

w celu zaprezentowania obu tych zjawisk i jakbelementu w ich kontékie naley zdefinio-
wat dwa warianty zadania. Dla obu wariantow geometria pragiaganej pozostaje bez zmian,
podobnie obcizenie, warunki brzegowe i parametry materiatowe. Zmiemsy jedynie kat uto-
zenia wtokien w poszczegolnych warstwach. Geometria, miarforzegowe i sposéb obdania
zaprezentowane sa na rysunku B.1.

S|

%
\,

50 400 50

Rysunek B.1: Wykresy napzen na wysok&ci catego przekroju ptyty w centralnym punkcie
(punkt GaussA) elementu skibczonego nr 391 na edlych poziomach obczgnia

Dlugost prébki wynosil = 400 mm, a szeroke&c b = 100 mm, grub&t catkowita probki

to h = 3.2 mm. Dodatkowe rzedy elementow siazonych zaznaczone na rysunku B.1 ko-
lorem szarym obrazuja szczeki maszyny laboratoryjnepréadzono je dla petniejszego mo-
delu testu laboratoryjnego przy czym zadmo, ze pasma te sa bardzo sztywne i sa wykonane z
liniowo-sprezystego izotropowego materiatu, dla ktérego modut Bgsgsci YOUNG' A Wynosi

E =10 MPa, a wspotczynnik ®1ISSONA v = 0.0. Sita, dla ktérej w dalszej czgi tego roz-
dziatu sa zaprezentowane wyniki, wyn@si= 2phb = 10000 N. Ptyta jest podzielona na relatyw-
nie mata liczbe elementoéw skozonych - 12 pasm w kierunku diugm, 6 w kierunku szerolazi

i 2 na grub&ci prébki. State spmystdsci dla zhomogenizowanego materiatu kompozytowego, z
ktérego wykonana jest probka, zestawione sa w tabeli B.1.

Tablica B.1: Parametry wytrzymaoiowe dla warstwy kohezyjnej

| By [MPa] | E; = E3 [MPa] | G2 = Gi3 [MPa] | Gos [MPa] | v1p =113 | 13 |
31100 | 7600 | 2900 | 2600 | 0.303 |0.46]
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Rysunek B.2: Przeskalowana (50 x) deformacja probki [0i@@z z konfiguracja poczatkowa i
pogladowa mapa rozktadu przemiesatzekierunku osiz

Rysunek B.3: Przeskalowana (5 x) deformacja préobki [43/wiaz z konfiguracja poczatkowa i
pogladowa mapa rozktadu przemiesatrekierunku osiz
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1,50E-01
§ 7 —o— EPP3D8
1,00E-01 - C3D8
—0— C3DSI
—¥&— EPP3D8EASS
5,00E-01
B
5
S 0,00E+00 A \ | b wspbtrzedna na osi y [mm]
Ogh0 40,00 60,00 00
-5,00E-01
-1,00E-01
-1,50E-01

Rysunek B.4: Wykres przemieszéee przekroju poprzecznym préobki [0/90] w kierunku agsi
odpowiadajacy wspétrzednej = 250 mm dla r&nych elementéw skazonych

przy tym samej gestxi siatki elementéw

6,00E+00
—o— EPP3DS8
4,00E+00 —m—(3D8
—A— C3D8I
—<—EPP3D8EASS
2,00E+00
B
S
<" 0.00E+00 | | | wspoétrzedna na osi y [mm]
’ 0,00 20,00 60,00 80,00 100,00
-2,00E+00
-4,00E+00 /
-6,00E+00

Rysunek B.5: Wykres przemieszée® przekroju poprzecznym prébki [0/90] w kierunku agsi
odpowiadajacy wspétrzednej = 250 mm dla r&nych elementéw skazonych

przy tym samej gestxi siatki elementéw
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Obie rozwaane antysymetryczne prébki sa razméane dzieki innej orientacji wtdkien w warstwie
dolnej i gérnej. Kada z warstw ma grulso 7, = 1.6 mm i jest zbrojona ciagtymi wtéknami uto-
zonymi wcisSle okré&slonym kierunku. Kat usytuowania wtékien jest to kat zawaniedzy ma-
terialnym uktadem wspétrzednych warstwy a uktadem glojpal w jakim rozwaana jest ptyta.
Konkretne utaenie wtdkien dla obu prébek memy zapisa stosujac klasyczna dla laminatéw
konwencje:

— orientacja zbrojenia w pierwszej probce — [0/90],

— orientacja zbrojenia w drugiej prébce — [45/-45].

Rysunki B.2 i B.3 obrazuja, odpowiednio, przeskalowaefdmacje obu prébek poddanych mak-
symalnemu obcizeniu. Na wykresach przedstawionych na rysunkach B.4 i Biapane sa
przemieszczenia powierzchsiodkowej ptyty w przekroju poprzecznym w kierunku gsiod-
powiednio, dla ptyty [0/90] zlokalizowanym w potowie jej zpietdsci (r = 250 mm), a dla
prébki [45/-45] zlokalizowanym na obcanym kacu (x = 450 mm). Wykresy te sa wykonane
dla réenych elementéw skKwzonych przy tej samej gestu siatki. Obliczenia sa wykonane w
systemieABAQUS®, a nieliniowa analiza jest przeprowadzona przyrostowmoetNEWTONA-
RAPHSONA. Wszystkie te elementy sa zdefiniowane z uwzglednienietmowosci geometrycz-
nej i bazuja na zalmnosciach mechaniki kontinuum. Sa to elemen$ymioweztowe i maja jedynie
przemieszczeniowe stopnie swobody. Dwa z nich C3D8 i C3B 8 €lementy dostepne w biblio-
tece systemABAQUS®, przy czym element C3D8 jest to wersja ,czysta”, a elemer&3est
wzbogacony o niekompatybilne formy (angicompatible modggpolepszajace jego zachowanie
w zginaniu. Pozostate elementy to elementy wiasne wiaedorsystemABAQUS® jako proce-
dury wtasne. Element EPP3DS8, jest to ,czysta” wersja op@ygo i definiowanego w rozdziale
5 elementu, ,,czysta” oznaczze nie jest on wzbogacony metodami eliminujacymi blokadNS

i EAS. Element EPP3D8EASS jest element z 5 parametrami zdggpsymi EAS i1 z petna mody-
fikacja ANS. Zaprezentowane rezultaty pokazuja widecznice w wart&ciach przemieszcae
dla wyzej wymienionych elementéw, szczegdlnie w przypadku [Péfilzie jest day udziat de-
formacji gietnej. W przypadku elementéw w wersji ,czyStejedoskonat&c wynikoéw przy tak
rzadkim podziale na elementy gkezone jest zrozumiale (efekty blokady), zastanawiajesta
jedynie r&nica dla elementéw C3D8 i EPP3D8. Inne testy numeryczree prézentowane w
pracy, wykazatyze C3D8 w prostych testach numerycznych uwzgledniajacyeliniowast geo-
metryczna daje gorsze wyniki w stosunku do EPP3D8. W prdkpalementow ulepszonych
wyniki sa znacznie lepsze przy tej gestopodziatu na elementy skozone, ale d& znacznie
odbiegaja od siebie w przypadku prébki [0/90]. Element 8Bykazuje zbyt dae przemiesz-
czenie wsrodkowej czgci przekroju. Element wikasny EPP3D8EASS daje rezultatydng z
dostepnymi w literaturze [HRMANN 2002, S HLEBUSCH 2005], gdzie sa one porownane z re-
zultatami déwiadczalnymi, z ktérymi sa zgodne. Przyktad ten prezergasadngt stosowania w
konstrukcjach kompozytowych zaproponowanego w pracy efemskéiczonego EPP3D8EASS,
jako elementu numerycznie wydajnego o wysokiej niezawédno
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Krzysztof Kula

NONLINEAR ANALYSIS OF FIBRE-COMPOSITE PLATES

The work is concerned with the modelling and numerical satioh of fibre-composite plates in
the nonlinear range due to large displacements and damage.

In the beginning of the work (see Chapter 4) is consideredbdraling problem of a fibre-
composite plate in the elastic range. Within the classicalIddHOFF plate theory, two approaches
are utilized. In the model due ®wITKA, the fibre-composite plate is treated as a homogeneous
medium with a number of embedded families of fibres, whilehi@ second model the plate is
considered as a system of orthotropic layers (the layee-wisdel). The bending problem is for-
mulated in classical and variational forms and solved bydieiement method. We have developed
our own computer code and numerically compared predictbtize two models and other models
available in the prograM BAQUS® on test examples. Numerical results illustrating influeoice
the placement of fibres on the quantities of interest areiatdoded.

The next part (see Chapter 5) deals with failure analysis.fature analysis of the composite
structure is the main goal of the work. Two finite element ni®@ee done for prediction and de-
scription of the failure progression. The firstis based uperstress failure criteria. The layer-wise
approach is applied. Each layer is treated as elastidebattd assumed to be orthotropic in the
local material coordinate system. The appearance of damagatrolled according to the failure
criteria. When the failure condition is satisfied, the megbal properties of the material are mo-
dified appropriately, depending on the type of damage (fibeakage, matrix crack, fibre-matrix
shear). The model is programmed as a user subroutine wittiABAQUS® environment for
different failure criteria. For the discretisation of thiages are used the shell elements based upon
the first order shear deformation theory which are able tordesthe global behaviour sufficiently.
Especially in the composite structures can occur the mtariar failure is usually calledelami-
nation To study the problem the complicated 3-D-stress statedbe taken into consideration.
The laminated structure is modeled by a solid-shell finiesr&nt. The utilized solid-shell finite
element based upon a three-dimensional continuum mechtmmulation is defined. The pure
displacement finite element is improved by the locking avgjenethods: ANS (Assumed Natural
Strain) and EAS (Enhanced Assumed Strain). The mechanicdehing of delamination onset
and propagation is based upon a cohesive zone model impledieto a cohesive element located
between laminae of a composite structure. The onset of deddion is predicted by the stress-
based HASHIN criterion. The condition of delamination propagation isé@on a critical energy
release rate (a fracture energy). The numerical calcuisitie realized within the commercial so-
ftware package\BAQUS® by implementing own user-written finite element procedrexcL).
Finally the numerical results for some typical benchmarkespesented and discussed. The part
of the results are compared with experimental results fitarature.

Key words: fibre-composite material, layered plate, bending of anigit plate, failure criteria,
damage, delamination, solid-shell finite element, coleesigment



