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Wstęp

W teorii prawdopodobieństwa i teorii procesów stochastycznych często spo-

tykamy się z konstrukcjami nowych rozkładów prawdopodobieństwa poprzez

pewne transformacje innych rozkładów. Jedną z takich konstrukcji jest miesza-

nina splotowa dwóch miar. Niech μ będzie miarą na �d, a ν miarą na zbiorze

S ⊂ [0,∞). Jeśli dla każdego s ∈ S istnieje miara μ∗s taka, że μ̂∗s = μ̂s, gdzie μ̂

oznacza transformatę Fouriera miary μ, to mieszaniną splotową miary μ z miarą

ν nazywamy miarę definiowaną wzorem

μ� ν(A)
def
=

∫ ∞

0

μ∗s(A)ν(ds) =

∫
S

μ∗s(A)ν(ds).

Przyjmujemy, że μ∗0 = δ0. Miarę μ � ν nazywa się również średnią splotową

albo miarą ν-złożoną. Zebrane własności tak określonej transformacji dla miar

probabilistycznych można znaleźć np. w [32].

Transformata Fouriera mieszaniny splotowej ma postać

μ̂� ν(t) =

∫
S

μ̂(t)sν(ds).

W przypadku, gdy ν jest miarą skoncentrowaną na S ⊂ �∪{0}, to wcześniejsza
formuła przyjmuje postać

μ� ν(A) =
∞∑
k=0

μ∗k(A)ν({k}) =
∑
k∈S

μ∗kν({k}).

Bardzo istotna dla nas jest interpretacja tej ostatniej mieszaniny splotowej w ję-

zyku zmiennych losowych. Można łatwo sprawdzić, że jeśli μ oznacza rozkład
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wektora losowego X na �d, X1,X2, . . . są niezależnymi kopiami wektora X, a ν

jest rozkładem niezależnej od {X1,X2, . . .} zmiennej losowej Θ o wartościach

naturalnych, to μ� ν jest rozkładem wektora losowego

X1 + X2 + · · ·+ XΘ =

Θ∑
i=1

Xi.

Najbardziej popularnym rozkładem tego typu jest złożony rozkład Poissona,

tzn. mieszanina splotowa względem rozkładu Poissona. Znajdujemy go chociaż-

by w teorii rozkładów nieskończenie podzielnych, w teorii ubezpieczeń przy mo-

delowaniu procesu ryzyka jako podwójnie stochastycznego procesu Poissona,

czyli procesu Coxa.

W pracy zajmujemy się głównie zastosowaniem geometrycznych sum loso-

wych, tzn. takich, gdzie losowy indeks Θp ma rozkład geometryczny z parame-

trem p ∈ (0, 1), tzn. P (Θp = k) = p(1 − p)k−1, k = 1, 2, . . .

Praca ta zawiera wyniki badań poświęconych dwóm różnym zagadnieniom,

związanym jednakże ze sobą przez ideę geometrycznych sum losowych. W roz-

dziale 1 zebrane zostały tezy dotyczące pewnego problemu z dziedziny aryt-

metyki miar probabilistycznych. Rozważane jest tam pytanie: dla jakich par

rozkładów jest tak, że ich splot i kombinacja wypukła dają ten sam rozkład?

Natomiast drugi problem, opisany w rozdziale 3, dotyczy tez o idempotentach

i słabych granicach geometrycznych mieszanin splotowych. Rozdział 2 dotyczy

rozkładów nieskończenie podzielnych, ma charakter przeglądowy i stanowi pod-

budowę rozdziału 3.

W rozdziale 1 prezentowane są wyniki dotyczące problemu charakteryzacji

takich par rozkładów μ i ν, że dla ustalonego p ∈ (0, 1] zachodzi

pμ+ (1 − p) ν = μ ∗ ν.

Ten problem, w nieco innej postaci, został postawiony przez Daniela Dugué

w 1939 roku i był od tego czasu intensywnie badany (zob. [4], [5], [23], [15],
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[31], [39], [44], [46], [47]). W pracy prezentujemy pewne rozwiązania problemu

Dugué i konstruujemy pierwszy przykład trzech miar μ, ν i η takich, że

pμ+ qν + rη = μ ∗ ν ∗ η,

gdzie p, q, r są dodatnimi stałymi i p+q+r = 1. W podrozdziale 1.5 przedstawia-

my rozwiązania problemu Dugué w zbiorze znakowanych miar σ-skończonych.

W podrozdziale 1.6 podajemy charakteryzacje takich miar μ, dla których

1

2

(
μ+ μ−) = μ ∗ μ−.

Rozdział 3 dotyczy geometrycznie nieskończenie podzielnych zmiennych lo-

sowych. Pierwszą pracą na ten temat jest praca [11] opublikowana w 1984 roku.

Zmienne te stały się popularne, gdy pewne rozkłady, które pojawiły się w za-

stosowaniach teorii niezawodności, teorii odnowy, modelach fizyki i matematyki

finansowej, okazały się być reprezentantami pewnych podklas zbioru rozkła-

dów geometrycznie nieskończenie podzielnych. W podrozdziale 3.1 przedsta-

wiamy systematyzację poszczególnych podklas klasy rozkładów geometrycznie

nieskończenie podzielnych. W tym celu zmienione zostało nawet nazewnictwo

rozważanej dotychczas podklasy pojawiajacej się w literaturze pod dwiema na-

zwami: geometrycznie semistabilne i geometrycznie prawostronne semistabilne

na geometrycznie ściśle semistabilne, gdyż rozkłady te jednoznacznie wiążą się

z rozkładami ściśle semistabilnymi, rozważanymi przez P. Lévy’ego w [24], R.N.

Pillai [36], R. Shimizu [43]. Nazwę geometrycznie semistabilnych przeznaczy-

liśmy dla definiowanej przez nas szerszej klasy, obejmującej zarówno rozkłady

geometrycznie stabilne, jak i geometrycznie ściśle semistabilne.

W podrozdziale 3.2 prezentujemy twierdzenia graniczne dla geometrycznie nie-

skończenie podzielnych i geometrycznie ściśle stabilnych zmiennych losowych.

Podajemy najsłabsze (z istniejących do tej pory) warunki konieczne i dostatecz-

ne na to, aby zmienna losowa była geometrycznie nieskończenie podzielna. Pod-
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rozdział 3.3 poświęcony jest rozkładom geometrycznie ściśle semistabilnym. Po-

kazujemy, że rozkłady te mogą być definiowane jako rozkłady graniczne dla wa-

żonych sum losowych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie. W termi-

nach metryk ideałowych badamy szybkość zbieżności ciągu geometrycznych sum

losowych do granicy, która ma rozkład geometrycznie ściśle semistabilny. Od-

notowywujemy, że rozkłady geometrycznie ściśle semistabilne są c-rozkładalne

w sensie Loève’a. W podrozdziale 3.3 definiujemy rozkłady geometrycznie se-

mistabilne. Zbiór takich rozkładów zawiera rozkłady geometrycznie stabilne i

geometrycznie ściśle semistabilne. Pokazujemy, że są one jednoznacznie zwią-

zane z rozkładami semistabilnymi rozważanymi przez M. Maejima w [28] i D.

Mejzlera w [33]. Podajemy pewną graniczną reprezentację dla funkcji charak-

terystycznej takiego rozkładu. Badamy również obszar pełnego i częściowego

geometrycznego przyciągania zmiennej geometrycznie semistabilnej.

Wyniki z rozdziału 1 zostały opublikowane jako praca [31] w Probability

and Mathematical Statistics 22 (2002) 319-331. Natomiast większość wyników

z rozdziału 3 stanowi treść pracy [30] wysłanej do druku. Dodatkowo, wyniki ni-

niejszej rozprawy były prezentowane na konferencjach: The Ninth International

Workshop in Mathematics (Gronów – Polska, 2001), II Konferencja dla Mło-

dych Matematyków (Lądek Zdrój – Polska, 2001), XXII International Seminar

on Stability Problems for Stochastic Models (Varna – Bułgaria, 2002), Warsaw

Probability Meeting (Warszawa – Polska, 2005).
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1. Zagadnienie Daniela Dugué

1.1. Oznaczenia i podstawowe definicje

Niech P oznacza zbiór miar probabilistycznych na �. Przez μ̂ oznaczamy
funkcję charakterystyczną miary μ ∈ P. Ponadto, niech

Φ = {μ̂ : μ ∈ P}.

Jednym z podstawowych pojęć w tej pracy jest geometryczna suma losowa.

Niech p ∈ (0, 1), q = 1 − p oraz niech Θ0
p będzie zmienną losową o rozkładzie

P (Θ0
p = k) = pqk, k = 0, 1, 2, . . . ,

natomiast Θ1
p zmienną losową o rozkładzie

P (Θ1
p = k) = pqk−1, k = 1, 2, 3 . . .

Definicja 1.1. Geometrycznymi sumami losowymi typu 0 i typu 1 nazywa-

my odpowiednio

T p0 (X)
def
=

Θ0
p∑

k=1

Xk, T p1 (X)
def
=

Θ1
p∑

k=1

Xk,

gdzie X,X1, X2, . . . są niezależnymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkła-

dzie μ niezależnymi od Θ1
p, Θ

2
p,
∑0

k=1Xk ≡ 0.
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Łatwo sprawdzić, że zmienne T p0 (X), T p1 (X) mają odpowiednio rozkłady

(zwane złożonymi rozkładami geometrycznymi)

T p0 (μ)
def
=

∞∑
k=0

pqkμ∗k, T p1 (μ)
def
=

∞∑
k=1

pqk−1μ∗k

oraz funkcje charakterystyczne

T p0 (μ̂)(t) =
p

1 − qμ̂(t)
, T p1 (μ̂)(t) =

pμ̂(t)

1 − qμ̂(t)
.

Z powyższej konstrukcji wynika (co będziemy wielokrotnie wykorzystywać), że

dla dowolnej funkcji charakterystycznej ϕ funkcje T p0 (ϕ) i T p1 (ϕ) są funkcjami

charakterystycznymi. W zależności od kontekstu oznaczenia T p0 , T
p
1 używane są

w odniesieniu do zmiennych losowych, rozkładów lub funkcji charakterystycz-

nych.

1.2. Problem D. Dugué

W 1939 roku D. Dugué (zob. [4], [5]) postawił następujący problem: znaleźć

wszystkie pary miar probabilistycznych μ i ν spełniających warunek

1

2
μ+

1

2
ν = μ ∗ ν. (1.1)

Znalazł on również pierwszy przykład takiej pary, a mianowicie

μ(dx) = e−x1(0,∞)(x)dx, ν(dx) = ex1(−∞,0)(x)dx.

Choć prosty w sformułowaniu, problem ten okazał się stosunkowo trudny i mimo

licznych prób nie doczekał się jeszcze pełnego rozwiązania.

1.3. Uogólnione zagadnienie D. Dugué

Pewnym uogólnieniem problemu Dugué jest pytanie o charakteryzację par

rozkładów probabilistycznych (μ, ν) takich, że dla danego p ∈ (0, 1] spełnione
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jest równanie

pμ+ (1 − p)ν = μ ∗ ν. (1.2)

Od tej pory przyjmujemy q = 1−p. Jeśli oznaczymy ϕ = μ̂ i ψ = ν̂, to równanie

(1.2) można przepisać równoważnie w języku funkcji charakterystycznych jako

pϕ+ qψ = ϕψ. (1.3)

Po raz pierwszy problem ten był rozważany przez L. Kubika (zob. [23]). Podał

on dwa przykłady par rozkładów, dla których spełniony jest warunek (1.2)

parę rozkładów dwupunktowych

μ = qδ0 + pδ−a, ν = pδ0 + qδa, a ∈ �;

i parę rozkładów wykładniczych

μ(dx) = a exp(ax)1(−∞,0)dx, ν(dx) =
ap

q
exp

(
−ap
q
x

)
1(0,∞)dx.

H.J. Rossberg w [39] udowodnił, że jeśli supp(μ) = (−∞, 0), supp(ν) = (0,∞),

μ nie jest rozkładem arytmetycznym i p ∈ (0, 1), to warunek pμ + qν = μ ∗ ν
jest równoważny temu, że μ i ν mają rozkłady wykładnicze.

A. Wolińska-Wełcz i W. Krakowiak (zob. [47], [15]) zauważyli, że jeśli para

(μ, ν) miar probabilistycznych spełnia (1.2), to miary μ i ν muszą być jednocze-

śnie albo dyskretne, albo absolutnie ciągłe, albo singularne. W [44], [46], [47]

można znaleźć wiele przykładów funkcji charakterystycznych, dla których zacho-

dzi (1.3). Ponadto A. Wolińska w [46] i [47] podała interesujące procedury reku-

rencyjne pozwalające na konstruowanie ciągu par funkcji charakterystycznych

spełniających (1.3) na bazie jednej znanej pary. Problem znalezienia wszystkich

par (μ, ν) spełniających (1.2) możemy nieco zmodyfikować. Jeśli ϕ = μ̂ i istnieje

ν ∈ P spełniająca (1.2), to

ν̂(t) =
pϕ

ϕ− q

def
= Gp (ϕ) ,
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możemy więc mówić o określaniu takich funkcji charakterystycznych ϕ, dla któ-

rych Gp(ϕ) jest funkcja̧ charakterystyczną. Dla każdego p ∈ (0, 1] definiujemy

więc zbiór Gp ⊂ Φ następująco:

Gp = {ϕ ∈ Φ : Gp (ϕ) ∈ Φ}

oraz

G =
⋂

p∈(0,1]

Gp.

W. Krakowiak (zob. [15]) udowodnił, że dla dowolnej ϕ ∈ Φ prawdziwe jest

jedno ze stwierdzeń:

1) ϕ /∈ Gp dla każdego p ∈ (0, 1),

2) ϕ ∈ G,

3) istnieje p0 ∈ (0, 1) takie, że ϕ ∈ Gp dla każdego p ∈ (0, p0] i ϕ �∈ Gp dla
każdego p ∈ (p0, 1).

W tym podrozdziale podamy kilka własności funkcji charakterystycznych ϕ,

które są elementami zdefiniowanych przez nas zbiorów Gp i G.

Stwierdzenie 1.2. Jeśli ϕ ∈ Gp dla pewnego p ∈ (0, 1), to:

1) |ϕ− (1 + p)−1| � p/(1 + p),

2) ϕ ∈ Gu dla każdego u ∈ (0, p],

3) ψ = Gp (ϕ) ∈ Gu dla każdego u ∈ (0, 1 − p].

Dowód. 1) Chcemy pokazać, że jeśli ϕ ∈ Gp, to funkcja ϕma wartości w zbiorze

Dp =

{
x+ iy ∈ � :

(
x− 1

1 + p

)2

+ y2 � p2

(1 + p)2
, x2 + y2 � 1

}
.
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Niech ϕ(t) = x(t) + iy(t). Oczywiście |x + iy| � 1. Ponieważ Gp(ϕ) ∈ Φ, więc

|Gp(ϕ)| � 1. Stąd
∣∣∣p(x+iy)x+iy−q

∣∣∣ � 1. Łatwo zauważyć, że zbiór liczb zespolonych

x+ iy posiadających obie te własności jest równy zbiorowi Dp.

2) Ponieważ ϕ ∈ Gp, tzn. ψ = Gp (ϕ) ∈ Φ, więc funkcja T r1 (ψ) ∈ Φ dla każdego

r ∈ (0, 1). Z drugiej strony mamy

T r1 (ψ) =
r pϕ
ϕ−q

1 − (1 − r) pϕ
ϕ−q

=

rp
1−p+rpϕ

ϕ− 1−p
1−p+rp

= G
rp

1−p+rp (ϕ).

To dowodzi tego, że Gu(ϕ) ∈ Φ dla każdego u = rp
1−p+rp , r ∈ (0, 1]. Łatwo

sprawdzić, że {u = rp
1−p+rp : r ∈ (0, 1]} = (0, p].

3) Niech v = 1 − u. Łatwo zauważyć, że

Gu (ψ) =
u pϕ
ϕ−q

pϕ
ϕ−q − v

=

up
vq
ϕ

1 −
(
v−p
vq

)
ϕ

= T
up
vq

1 (ϕ).

Jeśli v − p � 0 oraz 0 < up
vq

� 1, to Gu (ψ) ∈ Φ. Stąd 0 < u � 1 − p.
�

Wniosek 1.3. Jeśli ϕ = ϕ i ϕ ∈ Gp dla pewnego p ∈ (0, 1), to ϕ(t) ≡ 1.

Dowód. Na mocy własności 1) stwierdzenia 1.2 część rzeczywista zbioru Dp

jest równa
[
−1, 1−p

1+p

]
∪{1}. Stąd i z ciągłości funkcji ϕ dostajemy tezę wniosku.

�

Wniosek 1.4. Jeśli dla ϕ ∈ Φ istnieje ψ ∈ Φ oraz p ∈ (0, 1) takie, że para

(ϕ, ψ) spełnia (1.3), to ϕ(t) �= q dla dowolnego t ∈ �.

Dowód. Wystarczy zauważyć, że q �∈ Dp.
�

Podamy teraz przykłady rozkładów, których funkcje charakterystyczne na-

leżą do zbioru G.
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Przykład 1.5. Rozkład jednopunktowy μ = δa, gdzie a ∈ �.
Rzeczywiście, omijając przypadek trywialny dla p = 1, mamy Gp (eita) = peita

eita−q =

p
1−qe−ita = T p0 (e−ita). Zatem Gp (eita) ∈ Φ, ponieważ T p0 (e−ita) jest funkcją cha-

rakterystyczną złożonego rozkładu geometrycznego

ν = T p0 (δ−a) = p
∞∑
k=0

qkδ−ka.

Przykład 1.6. Rozkład wykładniczy μ(dx) = ae−ax1(0,∞)(x)dx, a > 0.

Istotnie, ponieważ μ̂(t) = a
a−it , więc G

p (μ̂) =
pa

a−it
a

a−it
−q = pa

pa+itq
=

pa
q

pa
q

+it
. Jest to

funkcja charakterystyczna rozkładu wykładniczego z funkcją gęstości

ν(dx) =
pa

q
exp

(
pa

q
x

)
1(−∞,0)(x)dx.

Przykład 1.7. Rozkład geometryczny μ = s
∑∞

k=1 u
k−1δk, gdzie s, u > 0;

s+ u = 1.

Skoro μ̂(t) = seit

1−ueit , to Gp (μ̂) = pseit

(s+qu)eit−q =
ps

s+qu

1− q
s+qu

e−it . Zatem jest to funkcja

charakterystyczna złożonego rozkładu geometrycznego

ν = T
ps

s+qu

0 (δ−1) =
ps

s+ qu

∞∑
k=0

(
q

s+ qu

)k
δ−k.

1.4. Zagadnienie D. Dugué i ułamki proste

J. K. Misiewicz i R. Cook w pracy [34] rozważali pewne specjalne klasy

miar probabilistycznych. Głównym powodem badania tych klas było to, że splot

miar z ustalonej klasy był równoważny z liniową kombinacją tych miar. Jednak-

że współczynniki kombinacji liniowej nie musiały być dodatnie. Ta koncepcja

wydaje się mieć dużo wspólnego z zagadnieniem Dugué.

Naśladując konstrukcję podaną w [34], dla każdej miary probabilistycznej μ

z funkcją charakterystyczną ϕ definiujemy

h(t) =

⎧⎨⎩ 1
ϕ(t)

− 1, gdy ϕ(t) �= 0,

∞, gdy ϕ(t) = 0.
(1.4)
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Niech �0 = � \ {0}. Przez Φ(ϕ) oznaczamy następującą klasę funkcji charak-

terystycznych:

Φ(ϕ) =

{
ϕa(t)

def
=

a

a+ h(t)
: a ∈ �0, ϕa ∈ Φ

}
.

Okazuje się, że zasadniczą rolę w zagadnieniu Dugué odgrywa zbiór

S(ϕ) = {a ∈ �0 : ϕa ∈ Φ(ϕ)}.

Łatwo zauważyć, że dla rozkładu wykładniczego z funkcją gęstości μ(dx) =

e−x1(0,∞)(x)dx otrzymujemy ϕ(t) = 1
1−it i h(t) = −it. Tutaj Φ(ϕ) jest kla-

są funkcji charakterystycznych wszystkich rozkładów wykładniczych (również

tych, których nośnikiem jest półprosta ujemna) i S(ϕ) = �0. Więcej interesu-

jących przykładów takich klas można znaleźć w [34].

W pracy [34] pokazano, że dla każdego p ∈ (0, 1] zachodzi

pS(ϕ) ⊂ S(ϕ). (1.5)

Ponieważ dla dowolnej ϕ ∈ Φ mamy zawsze 1 ∈ S(ϕ), więc w szczególności

(0, 1] ⊂ S(ϕ) ∀ ϕ ∈ Φ. (1.6)

Następujące twierdzenie pokazuje związek między zbiorem S(ϕ) i zagadnieniem

Dugué.

Twierdzenie 1.8. Niech μ ∈ P, ϕ = μ̂ oraz p ∈ (0, 1). Wówczas Gp(μ) ∈
P wtedy i tylko wtedy, gdy [− p

1−p , 0) ⊂ S(ϕ). Ponadto, jeśli Gp(μ) ∈ P, to
Gp(ϕ) ∈ Φ(ϕ).

Dowód. Uzasadnienie wynika z następujących obliczeń:

Gp(ϕ)(t) =
pϕ(t)

ϕ(t) − 1 + p
=

− p
1−p

1
ϕ(t)

− 1 − p
1−p

= ϕ− p
1−p

(t). (1.7)
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Teraz wystarczy zauważyć, że jeśli Gp(ϕ) ∈ Φ, to z punktu 2) stwierdzenia1.2

dla każdego u ∈ (0, p] funkcja Gu(ϕ) ∈ Φ. Stąd i z (1.7) mamy − u
1−u ∈ S(ϕ)

dla każdego u ∈ (0, p], czyli [− p
1−p , 0) ⊂ S(ϕ). Implikacja przeciwna również

zachodzi.
�

Z tego twierdzenia łatwo wywnioskować, że ϕ ∈ G wtedy i tylko wtedy, gdy
(−∞, 0) ⊂ S(ϕ).

Twierdzenie 1.9. Niech ϕ ∈ Φ, ϕ �≡ 1, p ∈ (0, 1) oraz ak, bk ∈ S(ϕ) dla

k = 1, 2, . . . , n; n ∈ �. Równość

p
n∏
k=1

ϕak
+ q

n∏
k=1

ϕbk =
n∏
k=1

ϕak

n∏
k=1

ϕbk

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

pa1 + qb1 = 0 dla n = 1,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
p

n∏
i=1

ai + q
n∏
i=1

bi = 0,∑
C(k,n)

ac(1,k) . . . ac(k,k) =
∑

C(k,n)

bc(1,k) . . . bc(k,k), k = 1, . . . , n− 1
dla n � 2,

gdzie C(k, n) jest zbiorem wszystkich kombinacji c = {c(1, k), . . . , c(k, k)} utwo-
rzonych z k różnych elementów ze zbioru {1, 2, . . . , n}.

Dowód. Z uwagi na to, że dowód oparty jest na prostych, ale żmudnych obli-

czeniach prezentujemy tylko jego szkic. Ponieważ funkcja h(t) = 1/ϕ(t)− 1 nie

jest funkcją stałą, ale ograniczoną i ciągłą przynajmniej na pewnym odcinku

otwartym, więc jej wartości wypełniają pewien łuk γ płaszczyzny zespolonej.

W związku z tym, porównując funkcje wymierne funkcji h, możemy postępo-

wać tak, jak z funkcjami wymiernymi zmiennej rzeczywistej. Teraz widać, że

równość

pϕa1ϕa2 . . . ϕan + qϕb1ϕb2 . . . ϕbn = ϕa1ϕa2 . . . ϕanϕb1ϕb2 . . . ϕbn
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zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

pa1a2 . . . an(b1 + h)(b2 + h) . . . (bn + h) + qb1b2 . . . bn(a1 + h)(a2 + h) . . . (an + h)

= a1a2 . . . anb1b2 . . . bn,

co musi być spełnione dla każdej wartości h = h(t).

Porównując współczynniki przy odpowiednich potęgach h otrzymujemy opisane

związki. W szczególności, z porównania współczynników przy hn otrzymujemy

pa1a2 . . . an + qb1b2 . . . bn = 0. Natomiast z porównania współczynników przy

hn−1 mamy pa1a2 . . . an(b1 + b2 + · · ·+ bn) + qb1b2 . . . bn(a1 + a2 + · · ·+ an) = 0.

Z dwóch utworzonych w ten sposób równań dostajemy zależność a1 + a2 +

· · · + an = b1 + b2 + · · · + bn. Porównując współczynniki przy kolejnych, niż-

szych potęgach h dostajemy kolejne równania. Kończąc porównywanie współ-

czynników przy h1 otrzymujemy ostatni związek opisany w twierdzeniu, czyli∑
C(k,n) ac(1,k) . . . ac(k,k) =

∑
C(k,n) bc(1,k) . . . bc(k,k) dla k = n− 1.

�
Przyjrzyjmy się bliżej równości p

n∏
k=1

ϕak
+ q

n∏
k=1

ϕbk =
n∏
k=1

ϕak

n∏
k=1

ϕbk dla n = 2.

Uwaga 1.10. Rozważmy ϕ ∈ Φ, dla której S(ϕ) = �0 i niech p ∈ (0, 1). Z

tw. 1.9 wynika, że

pϕa1ϕa2 + qϕb1ϕb2 = ϕa1ϕa2ϕb1ϕb2, (1.8)

wtedy i tylko wtedy, gdy⎧⎨⎩ pa1a2 + qb1b2 = 0,

a1 + a2 = b1 + b2.

Szukając związku pomiędzy parametrami a1, a2, b1, b2 ∈ �0, otrzymujemy

qb21 − q(a1 + a2)b1 − pa1a2 = 0.
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Rozwiązanie tego równania względem b1 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wyróż-

nik trójmianu kwadratowego jest nieujemny, a więc gdy

qa1

a2

�∈ (−(1 +
√
p)2,−(1 −√

p)2
)
.

Otrzymany przedział jest całkowicie zawarty w półprostej ujemnej, więc dla do-

wolnych a1, a2 takich, że a1a2 > 0 istnieją b1, b2 spełniające równanie (1.8).

W przypadku, gdy a1a2 < 0 istnieją już pewne ograniczenia, ale łatwo sprawdzić,

że np.
1

2
ϕ6(t)ϕ−1(t) +

1

2
ϕ3(t)ϕ2(t) = ϕ6(t)ϕ−1(t)ϕ3(t)ϕ2(t).

Pewną charakteryzację rozwiązań oryginalnego problemu Dugué przedsta-

wia poniższa własność.

Własność 1.11. Niech ϕ, ψ ∈ Φ.

1) Jeśli zachodzi 1
2
ϕ(t) + 1

2
ψ(t) = ϕ(t)ψ(t), to ψ(t) = ϕ−1(t).

2) Jeśli istnieje b > 0 takie, że [−b, b] \ {0} ⊂ S(ϕ), to dla dowolnego a ∈
[−b, b] \ {0} mamy 1

2
ϕa + 1

2
ϕ−a = ϕaϕ−a.

Dowód. 1) Ponieważ zachodzi (1/2)ϕ(t) + (1/2)ψ(t) = ϕ(t)ψ(t), więc ψ jest

postaci

ψ(t) = G1/2(ϕ(t)) =
1
2
ϕ(t)

ϕ(t) − 1
2

=

1
2

1
1+h(t)

1
1+h(t)

− 1
2

=
−1

−1 + h(t)
= ϕ−1(t).

2) Niech a będzie dowolną liczbą ze zbioru [−b, b] \ {0} ⊂ S(ϕ). Wówczas

1

2
ϕa +

1

2
ϕ−a =

1

2

a

a+ h
+

1

2

a

a− h
=

a2

a2 − h2
= ϕaϕ−a.

�
Zgodnie z tw. 1.8 odnotowujemy, że znajomość struktury zbioru S(ϕ) dla

ustalonej ϕ ∈ Φ jest pomocna w odpowiedzi na pytanie, czy istnieje p ∈ (0, 1)
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i ψ ∈ Φ takie, by zachodziło pϕ + (1 − p)ψ = ϕψ. Jednakże sposób wyznacze-

nia tego zbioru dla dowolnie wybranej funkcji charakterystycznej, podobnie jak

rozwiązanie ogólnego problemu Dugué, nie jest jeszcze znany. Podajemy kilka

własności zbioru S(ϕ).

Własność 1.12. Niech μ ∈ P, ϕ = μ̂ i niech a ∈ � \ {0}. Następujące
warunki są równoważne:

(a) a ∈ S(ϕ),

(b) istnieje ν ∈ P taka, że − a
1−aμ+ 1

1−aν = μ ∗ ν,

(c) istnieje ν ∈ P taka, że μ ∗ ( a
1+a

δ0 + 1
1+a

ν
)

= ν ∗ ( 1
1+a

δ0 + a
1+a

μ
)
.

Dowód. (a) ⇒ (b). Jeśli a ∈ S(ϕ), to ϕa(t) = a/(a + h(t)) = aϕ(t)/(1 −
(1 − a)ϕ(t)) jest funkcją charakterystyczną pewnej miary probabilistycznej ν

spełniającej równanie z (b).

(b) ⇒ (a). Jeśli dla pewnej miary probabilistycznej ν zachodzi równość − a
1−aμ+

1
1−aν = μ ∗ ν, to ν ma funkcję charakterystyczną ν̂ postaci

ν̂(t) =
(−a/(1 − a))μ̂(t)

μ̂(t) − 1/(1 − a)
=

a

a+ 1/μ̂(t) − 1
,

co oznacza, że a ∈ S(μ̂).

(b) ⇔ (c). Wystarczy zauważyć, że

− a

1 − a
μ+

1

1 − a
ν = μ ∗ ν ⇐⇒ aμ+ μ ∗ ν = ν + aμ ∗ ν

⇐⇒ μ ∗ (aδ0 + ν) = ν ∗ (δ0 + aμ) .

�
W przypadku, gdy a ∈ S(ϕ) funkcja ϕa ∈ Φ i odpowiada jej pewna miara

μa ∈ P. W niektórych przypadkach μa daje się zdefiniować poprzez operacje na
mierze μ ∈ P, dla której μ̂ = ϕ.
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Własność 1.13. Niech μ ∈ P, ϕ = μ̂ i niech a ∈ S(ϕ). Wówczas

1) jeśli a ∈ (0, 1], to μa = T a1 (μ) (stwierdzenie 1, Misiewicz, Cooke [34]),

2) jeśli (−1) ∈ S(ϕ) i a ∈ [−1, 0), to μa = T−a
1 (G1/2(μ)). Ponadto μa =

G1/2(μ−a) = G1/2(T−a
1 (μ)).

Dowód. 2) Z założeń mamy, że [−1, 0) ⊂ S(ϕ). Zauważmy, że G1/2(μ̂) = ϕ−1.

Teraz wystarczy zauważyć, że T−a
1 (G1/2(μ̂)) = T−a

1 (ϕ−1) = ϕa. Łatwo spraw-

dzić, że transformaty Fouriera miar G1/2(μ−a), G1/2(T−a
1 (μ)) są również równe

ϕa. Jednoznaczność transformaty Fouriera kończy dowód reprezentacji miary

μa.
�

Dla a ∈ S(ϕ) i |a| > 1 nie znamy dokładnej formuły na μa. Zauważmy

jednak, że jeśli μ ∈ P, μ̂(t) = ϕ(t) i b ∈ S(ϕ), to

1. a, b ∈ (0, 1) implikuje T a1 (μb) = T ab1 (μ);

2. 0 < a < c � b implikuje μa = T
a/c
1 (μc);

3. b � c < a < 0 implikuje μa = T
a/c
1 (μc).

Przykład 1.14. Niech μ ∈ P. Dla a ∈ (0, 1] zgodnie z własnością 1.13

mamy μa = T a1 (μ) oraz μ−a = G1/2(T a1 (μ)).

1. Niech μ = δb, gdzie b ∈ � \ {0}. Wówczas

μa = T a1 (δb) = a
∞∑
k=1

(1 − a)k−1δ∗kb = a
∞∑
k=1

(1 − a)k−1δbk.

Stąd μa jest rozkładem geometrycznym skupionym na zbiorze {bk : k ∈ �}.
Korzystając z obliczeń w przykładzie 1.7 otrzymujemy

μ−a = G1/2(T a1 (μ)) = T
a/(1+a)
0 (δ−b) =

a

1 + a

∞∑
k=0

(
1

1 + a

)k
δ−bk,
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czyli μ−a jest rozkładem geometrycznym na zbiorze {−bk : k ∈ � ∪ {0}}.
2. Niech μ będzie rozkładem wykładniczym z parametrem α > 0, tzn. μ = Γ(1, α).

Wtedy μ∗k ma rozkład gamma Γ(k, α) dla każdego k ∈ � i mamy

μa(dx) = T a1 (μ)(dx) = a
∞∑
k=1

(1 − a)k−1 αk

(k − 1)!
xk−1e−αx1(0,∞)(x)dx

= αa
∞∑
k=1

(α(1 − a)x)k−1

(k − 1)!
e−αa1(0,∞)(x)dx

= αae−αax1(0,∞)(x)dx.

Zatem μa ma rozkład wykładniczy Γ(1, αa).

Dla μ−a mamy μ−a = G1/2(T a1 (μ)) = G1/2(Γ(1, αa)) i korzystając z obliczeń

w przykładzie 1.6 otrzymujemy μ−a = Γ−(1, αa), gdzie Γ−(1, αa) oznacza odbicie

rozkładu Γ(1, αa) na półprostą ujemną, czyli

μ−a(dx) = αaeαax1(−∞,0)(x)dx.

Problem Dugué i jego modyfikacje dotyczyły zagadnienia związanego z ist-

nieniem dwóch miar spełniających pewne równania. D. Szynal postawił pyta-

nie czy istnieją trzy miary μ, ν i η, dla których przy pewnych p, q, r ∈ (0, 1),

p+ q + r = 1 spełniony byłby warunek

pμ+ qν + rη = μ ∗ ν ∗ η.

Następne stwierdzenie daje pozytywną odpowiedź na to pytanie.

Stwierdzenie 1.15. Niech μ ∈ P, ϕ = μ̂ �≡ 1, a, b, c, d ∈ S(ϕ) i niech

p, q, r > 0, p+ q + r = 1. Wówczas równość

pϕaϕb + qϕc + rϕd = ϕaϕbϕcϕd
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zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
qc+ rd = 0,

pab+ rd(c− d) = 0,

a+ b = c+ d,

(r − q)2 � (r + q)3.

Dowód. Rozważamy równanie

p
a

a+ h

b

b+ h
+ q

c

c+ h
+ r

d

d+ h
=

a

a+ h

b

b+ h

c

c+ h

d

d+ h
,

w którym niewiadomymi są a, b, c i d. Standardowe rachunki prowadzą do na-

stępującego układu równań⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
qc+ rd = 0,

pab+ qc(a + b+ d) + rd(a+ b+ c) = 0,

pab(c+ d) + qc(ab+ ad+ bd) + rd(ad+ ac + bc) = 0.

Ze względu na równość qc = −rd mamy dalej⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
qc+ rd = 0,

pab+ rd(c− d) = 0,

rd(c− d)(a+ b− c− d) = 0.

Gdyby c = d, to otrzymalibyśmy sprzeczność, więc ostatnie równanie jest rów-

noważne z a + b = c + d. Zatem

−pqb2 + pd(q − r)b− rd2(q + r) = 0.

To równanie ma rozwiązanie ze względu na b, gdy p(r − q)2 � 4qr(q + r).

Uwzględniając warunek p + q + r = 1 otrzymujemy, że poprzednia nierówność

jest równoważna z (r − q)2 � (r + q)3.
�
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Przykład 1.16. Dla ϕ ∈ Φ, ϕ �≡ 1 takiej, że [−15, 0) ∪ (0, 46] ⊂ S(ϕ)

wybieramy μ̂(t) = ϕ30/r(t)ϕ1/r(t), ν̂(t) = ϕ46/r(t), η̂(t) = ϕ−15/r(t), gdzie r

oznacza dowolną liczbę rzeczywistą nie mniejszą niż 1. Wtedy μ̂, ν̂, η̂ ∈ Φ oraz

1403

1464
μ̂(t) +

15

1464
ν̂(t) +

46

1464
η̂(t) = μ̂(t)ν̂(t)η̂(t).

1.5. Przykłady rozwiązań zagadnienia D. Du-

gué w zbiorze miar znakowanych

Rozważmy teraz następujący problem: dla ustalonej μ ∈ P chcemy zna-
leźć znakowaną, skończoną albo σ-skończoną miarę ν taką, aby dla pewnego

(każdego) p ∈ (0, 1) zachodziło (1.2), tzn.

pμ+ (1 − p)ν = μ ∗ ν.

Okazuje się, że w pewnych przypadkach problem ten ma interesujące rozwiąza-

nia. Miarę znakowaną ν spełniającą powyższą równość oznaczamy przez Gp(μ).

Przykład 1.17. Niech π będzie rozkładem Poissona, tzn.

π = e−λ
∞∑
k=0

λk

k!
δk, λ > 0.

Funkcja charakterystyczna tego rozkładu ma postać π̂(t) = eλ(eit−1). Mamy

Gp(π̂(t)) =
pπ̂(t)

π̂(t) − (1 − p)
=

peλ(eit−1)

eλ(eit−1) − (1 − p)
=

p

1 − (1 − p)e−λ(eit−1)
.

Dla 1 − p < e−2λ, mamy |(1 − p)e−λ(eit−1)| = (1 − p)e−λ(cos t−1) < 1 i możemy

napisać dalej

Gp(π̂(t)) = p

∞∑
k=0

(
(1 − p)e−λ(eit−1)

)k
= p

∞∑
k=0

((1 − p)eλ)k
∞∑
n=0

(−λk)n
n!

eitn
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= p

∞∑
k=0

((1 − p)eλ)k
∞∑
n=0

(−λk)n
n!

∫
�

eitxδn(dx)

=

∫
�

eitx

(
p

∞∑
k=0

((1 − p)eλ)k
∞∑
n=0

(−λk)n
n!

δn

)
(dx).

Wnioskujemy, że dla p spełniającego 1 − p < e−2λ funkcja Gp(π̂(t)) jest trans-

formatą Fouriera miary znakowanej

Gp(π) = p
∞∑
k=0

((1−p)eλ)k
∞∑
n=0

(−λk)n
n!

δn = p
∞∑
n=0

(−λ)n

n!

( ∞∑
k=0

kn((1 − p)eλ)k

)
δn.

Przy założeniu 0 < 1 − p < e−2λ, mamy 0 < (1 − p)eλ < e−λ < 1. Zatem

na mocy wzoru 5.2.2.2 [37] szereg
∑∞

k=0 k
n((1 − p)eλ)k jest zbieżny dla każdego

n = 0, 1, 2, . . . i jego suma wynosi(
x
d

dx

)◦n
1

1 − x

∣∣∣∣
x=(1−p)eλ

,

gdzie
(
x d
dx

)◦n
oznacza n-krotne złożenie operatora x d

dx
działającego na przestrze-

ni funkcji różniczkowalnych. Przyjmowane jest dodatkowo, że
(
x d
dx

)◦0
(f(x)) =

f(x). Stąd ostatecznie możemy napisać, że przy warunku 1 − p < e−2λ mamy

Gp(π) = p

∞∑
n=0

(−λ)n

n!

(
x
d

dx

)◦n
1

1 − x

∣∣∣∣
x=(1−p)eλ

δn.

Przykład 1.18. Niech π będzie, jak w poprzednim przykładzie, rozkładem
Poissona z parametrem λ > 0 i niech p ∈ (0, 1). Złożona geometryczna miara

probabilistyczna μ = T 1−p
0 (π) ma funkcję charakterystyczną postaci

μ̂(t) = T 1−p
0 (π̂(t)) =

1 − p

1 − peλ(eit−1)
.

Transformata Fouriera dla Gp(μ) jest równa

Gp(μ̂(t)) =
pT 1−p

0 (π̂(t))

T 1−p
0 (π̂(t)) − (1 − p)

= e−λ(eit−1) = eλ
∞∑
k=0

(−λeit)k
k!

.
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Zatem Gp(μ) jest znakowaną miarą skończoną oraz

Gp(μ) = eλ
∞∑
k=0

(−λ)k

k!
δk.

Miarę Gp(μ) z tego przykładu można by nazwać znakowaną miarą Poisso-

na albo miarą Poissona z ujemną intensywnością (z ujemnym parametrem) w

odróżnieniu do rozkładu Poissona, w którym intensywność jest liczbą dodatnią.

Powyższe i inne przykłady skłaniają do rozważań nad wynikami transfor-

macji Gp(μ), gdy miara μ ma atom w zerze i nie jest trywialna. Wydaje się, że

na ogół Gp(μ) nie będzie wtedy miarą probabilistyczną.

Twierdzenie 1.19. Niech η ∈ P, s ∈ (0, 1) i niech μ = (1 − s)δ0 + sη.

1) Jeśli p > 2s, to Gp(μ) jest miarą znakowaną zdefiniowaną przez

Gp(μ) =
p(1 − s)

p− s
δ0 +

p(1 − p)

p− s

∞∑
k=1

(
− s

p− s

)k
η∗k.

2) Jeśli p = 2s i zachodzi |η̂(t)| < 1 dla każdego t �= 0, to Gp(μ) jest miarą

znakowaną postaci

Gp(μ) = (2 − p)δ0 + 2(1 − p)

∞∑
k=1

(−1)kη∗k.

Dowód. 1) Zauważmy najpierw, że funkcja Gp(μ̂) może być zapisana w nastę-

pujący sposób:

Gp(μ̂) = p+ (1 − p)

p
p−s

1 + s
p−s η̂

.

Przy założeniu p > 2s mamy więc 0 < s/(p− s) < 1 i możemy napisać

Gp(μ̂) = p+
p(1 − p)

p− s

∞∑
k=0

(
− s

p− s

)k
η̂k (1.9)

=
p(1 − s)

p− s
+
p(1 − p)

p− s

∞∑
k=1

(
− s

p− s

)k
η̂k.
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Łatwo zauważyć, że Gp(μ̂) jest transformatą Fouriera miary Gp(μ) zdefiniowanej

w twierdzeniu.

2) Niech p = 2s. Zauważmy, że

Gp(μ̂(t)) =
p(1 − p

2
+ p

2
η̂(t))

p
2

+ p
2
η̂(t)

= (2 − p+ pη̂(t))
1

1 + η̂(t)
.

Ponieważ |η̂(t)| < 1 dla t �= 0, więc

Gp(μ̂(t)) = (2 − p+ pη̂(t))

∞∑
k=0

(−η̂(t))k = (2 − p) + 2(1 − p)

∞∑
k=1

(−η̂(t))k.

Z uwagi na ciągłość i jednoznaczność transformaty Fouriera otrzymujemy osta-

tecznie, że miara Gp(μ) ma postać

Gp(μ) = Gp
(
1 − p

2
+
p

2
η
)

= (2 − p)δ0 + 2(1 − p)

∞∑
k=1

(−η)∗k.

�

Przykład 1.20. Niech η będzie rozkładem wykładniczym Γ(1, α). Wtedy η∗k

ma rozkład gamma Γ(k, α). Niech μ = (1 − s)δ0 + sη, s ∈ (0, 1) i niech 2s <

p < 1. Z tw. 1.19 mamy

Gp(μ) =
p(1 − s)

p− s
δ0 +

p(1 − p)

p− s

∞∑
k=1

(
− s

p− s

)k
Γ(k, α).

Łatwo zauważyć, że Gp(μ) ma atom w zerze o masie p(1−s)
p−s , a na zewnątrz

zera jest absolutnie ciągła względem miary Lebesgue’a �. Absolutnie ciągła część

miary Gp(μ) równa Γ̃ = p(1−p)
p−s

∑∞
k=1

(
− s
p−s

)k
Γ(k, α) ma pochodną Radona-

Nikodyma

dΓ̃

d�
=

p(1 − p)

p− s

∞∑
k=1

(
− s

p− s

)k
αk

(k − 1)!
xk−1e−αx1(0,∞)(x)

=
−p(1 − p)sα

(p− s)2
e−

αpx
p−s 1(0,∞)(x).
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Zatem absolutnie ciągła część miary Gp(μ) jest w tym przypadku ujemna i skoń-

czona z nośnikiem [0,∞).

Jeśli p = 2s, to z tw. 1.19 otrzymujemy

Gp(μ) = (2 − p)δ0 + 2(1 − p)
∞∑
k=1

(−1)kΓ(k, α).

Ta miara znakowana ma atom w zerze o masie 2 − p, a jej absolutnie ciągła

część Γ̃ = 2(1 − p)
∑∞

k=1(−1)kΓ(k, α) ma pochodną Radona-Nikodyma

dΓ̃

d�
= 2(1 − p)

∞∑
k=1

(−1)k
αk

(k − 1)!
xk−1e−αx1(0,∞)(x)

= −2α(1 − p)e−2αx1(0,∞)(x).

Przykład 1.21. Niech η będzie rozkładem Poissona π z parametrem λ > 0

i niech μ = (1 − s)δ0 + sη. Stosując (1.9) z dowodu tw. 1.19 dostajemy, że dla

p > 2s

Gp(μ) = pδ0 +
p(1 − p)

p− s

∞∑
k=0

(
− s

p− s

)k
π∗k

= pδ0 +
p(1 − p)

p− s

∞∑
k=0

(
− s

p− s

)k ∞∑
n=0

(λk)n

n!
e−λkδn

= pδ0 +
p(1 − p)

p− s

∞∑
n=0

λn

n!

( ∞∑
k=0

(
− s

p− s
e−λ
)k

kn

)
δn.

Ponieważ |se−λ/(p− s)| < 1, więc stosując wzór 5.2.2.2 z [37] otrzymujemy
∞∑
k=0

(
− s

p− s
e−λ
)k

kn =

(
x
d

dx

)◦n
1

1 − x

∣∣∣∣
x=− s

p−s
e−λ

.

Stąd

Gp(μ) = pδ0 +
p(1 − p)

p− s

∞∑
n=0

λn

n!

(
x
d

dx

)◦n
1

1 − x

∣∣∣∣
x=− s

p−s
e−λ

δn

=

(
p+

p(1 − p)

p− s+ se−λ

)
δ0 +

+
p(1 − p)

p− s

∞∑
n=1

λn

n!

(
x
d

dx

)◦n
1

1 − x

∣∣∣∣
x=− s

p−s
e−λ

δn.
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Zatem

Gp(μ) =
p(1 − s+ se−λ)
p− s+ se−λ

δ0 +
p(1 − p)

p− s

∞∑
n=1

λn

n!

(
x
d

dx

)◦n
1

1 − x

∣∣∣∣
x=− s

p−s
e−λ

δn.

Przykład 1.22. Niech μ = (1 − s)δ0 + sη, gdzie η jest rozkładem geo-

metrycznym z parametrem a ∈ (0, 1), tzn. η =
∞∑
n=1

a(1 − a)n−1δn. Wówczas

η∗k =
∞∑
n=k

(
n−1
n−k
)
ak(1 − a)n−kδn, k ∈ �. Dla p > 2s z tw. 1.19 mamy

Gp(μ) =
p(1 − s)

p− s
δ0 +

p(1 − p)

p− s

∞∑
k=1

( −s
p− s

)k ∞∑
n=k

(
n− 1

n− k

)
ak(1 − a)n−kδn.

Zamiana kolejności sumowania prowadzi do formuły

Gp(μ) =
p(1 − s)

p− s
δ0 +

p(1 − p)

p− s

∞∑
n=1

(1 − a)nδn

n∑
k=1

(
n− 1

n− k

)( −sa
(p− s)(1 − a)

)k
.

Ponieważ dla x ∈ �
n∑
k=1

(
n− 1

n− k

)
xk = x

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk = x(1 + x)n−1,

więc dostajemy, że

Gp(μ) =
p(1 − s)

p− s
δ0 − sap(1 − p)

(p− s)2

∞∑
n=1

(1 − a)n−1

(
1 − sa

(p− s)(1 − a)

)n−1

=
p(1 − s)

p− s
δ0 − sap(1 − p)

(p− s)2

∞∑
n=1

(
p− s− ap

p− s

)n−1

δn,

W powyższych przykładach trudno jest określić, czym jest Gp((1−s)δ0+sη),
gdy p < 2s. Prawie pełną charakteryzację Gp((1 − s)δ0 + sη) otrzymujemy w

szczególnym przypadku dla η = δa, a �= 0.

Twierdzenie 1.23. Niech μ = (1− s)δ0 + sδa, s ∈ (0, 1), a �= 0. Wówczas

Gp(μ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pδ0 + (1 − p)T
p/s
1 (δ−a), p ∈ (0, s],

pδ0 − p(1 − p)

p− s

∞∑
k=1

(
−p− s

s

)k
δ−ak, p ∈ (s, 2s) ,

p(1 − s)

p− s
δ0 +

p(1 − p)

p− s

∞∑
k=1

(
− s

p− s

)k
δak, p ∈ (2s, 1) .
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Dowód. Ponieważ μ̂(t) = 1 − s+ seita, więc łatwo sprawdzić, że

Gp (μ̂(t)) = (1 − s)
p
s
e−ita

1 − (1 − p
s

)
e−ita

+ s
p
s

1 − (1 − p
s

)
e−ita

.

Teraz widzimy, że jeśli p � s, to

Gp(1 − s+ seita) = (1 − s)T
p
s

1

(
e−ita

)
+ sT

p
s

0

(
e−ita

)
= p+ (1 − p)T

p
s

1 (e−ita).

Dla p ∈ (s, 2s) mamy

Gp (μ̂(t)) = Gp(1 − s + seita) =
p((1 − s)e−ita + s)

(p− s)e−ita + s

=
p((1 − s)e−ita + s)

s
(
1 − ( s−p

s

)
e−ita

) =
p

s

(
(1 − s)e−ita + s

) ∞∑
k=0

(
s− p

s

)k
e−itak,

ponieważ |(s− p)/s| ∈ (0, 1). Stąd dla p ∈ (s, 2s) otrzymujemy

Gp(μ̂(t)) =
p(1 − s)

s

∞∑
k=0

(
s− p

s

)k
e−ita(k+1) + p

∞∑
k=0

(
s− p

s

)k
e−itak

= p+
p(1 − p)

s− p

∞∑
k=1

(
s− p

s

)k
e−itak.

Łatwo już zauważyć, że jest to transformata Fouriera miary znakowanej okre-

ślonej w twierdzeniu.

Przypadek p > 2s wynika z tw. 1.19.
�

1.6. Kiedy dwie metody probabilistycznej sy-

metryzacji pokrywają się

W teorii prawdopodobieństwa istnieją dwie metody symetryzowania danej

miary μ. Jedna bazuje na uśrednieniu oryginalnej miary i jej symetrycznego

odbicia μ−, druga prowadzi do rozkładu zmiennej losowej X − X ′, gdzie X i
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X ′ są niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkładzie μ. W tym

podrozdziale zajmiemy się problemem koincydencji tych dwóch typów syme-

tryzowania miary probabilistycznej μ. Problem ten sprowadza się do szukania

rozwiązań równania
1

2
μ+

1

2
μ− = μ ∗ μ−, (1.10)

które w terminach funkcji charakterystycznej można przepisać jako

Reμ̂ = |μ̂|2. (1.11)

Jest to szczególny przypadek problemem Dugué. Pierwszy przykład funkcji cha-

rakterystycznej spełniającej (1.11) można odnaleźć w pracy [5]. D. Dugué odno-

towuje tam, że funkcja charakterystyczna ϕ(t) = 1
1−it rozkładu wykładniczego

Γ(1, 1) spełnia równanie ϕ+ϕ
2

= ϕϕ. To znaczy, że dla rozkładu Γ(1, 1) obie

metody probabilistycznej symetryzacji pokrywają się.

Twierdzenie 1.24. Miara probabilistyczna μ spełnia równanie (1.10) wte-

dy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja u : � → � taka, że funkcję charaktery-

styczną μ̂(t) miary μ można przedstawić w postaci

(a) μ̂(t) =
1

2
+

1

2
exp{iu(t)}, (b) μ̂(t) =

1

1 − i tg(u(t)/2)
.

Funkcja u jest jedyna, ciągła na � i u(−t) = −u(t).

Dowód. (⇒). Możemy zapisać μ̂(t) = x(t) + iy(t), gdzie x, y : �→ �. Korzy-

stając z równania Reμ̂(t) = |μ̂(t)|2, mamy (2x(t) − 1)2 + (2y(t))2 = 1. Teraz

wystarczy zdefiniować 2x(t) − 1 = cosu(t), 2y(t) = sin u(t) i otrzymujemy

μ̂(t) =
1

2
(1 + cosu(t)) + i

1

2
sin u(t) =

1

2
+

1

2
eiu(t).

Określmy teraz funkcję h(t), zdefiniowaną w podrozdziale 1.4, dla μ̂ spełniającej

równanie (1.11). Korzystając z reprezentacji (a) zauważamy, że

h(t) =
1

μ̂(t)
− 1 =

2

1 + exp{iu(t)} − 1 = −i sin u(t)

1 + cosu(t)
= −i tg(u(t)/2).
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Ponieważ μ̂(t) = 1/(1 + h(t)), to prawdziwa jest również reprezentacja (b).

Łatwo sprawdzić, że implikacja przeciwna jest również prawdziwa. Własności

funkcji u(t) są implikacjami ogólnych własności funkcji charakterystycznych.
�

Przykład 1.25. Dobrze wiadomo, że następujące miary probabilistyczne speł-
niają równanie (1.10):

1. μ1 = 1
2
δ0 + 1

2
δa, a ∈ �,

2. μ2(dx) = ae−ax1(0,∞)(x)dx, a > 0.

Chcemy teraz wyznaczyć funkcje u1, u2 dla miar μ1, μ2 odpowiednio. Oczywiście

μ̂1(t) = 1
2
+ 1

2
eita, więc istnieje reprezentacja (a), w której u1(t) = at. Dla funkcji

μ̂2 mamy

μ̂2(t) =
1

1 − it/a
=

1

1 − i tg(arc tg(t/a))
,

więc istnieje reprezentacja (b), w której

u2(t) = 2 arc tg(t/a).

Z tw. 1.24 wiemy, że funkcja charakterystyczna μ̂ miary probabilistycznej μ

spełniającej równanie (1.10) ma postać μ̂(t) = 1/2 + (1/2)eiu(t) dla pewnej

rzeczywistej funkcji u. Oczywiście eiu(t) nie musi być funkcją charakterystyczną,

ale jeśli jest, to u(t) = at dla pewnego a ∈ �. Wynika to z następującego

stwierdzenia:

Stwierdzenie 1.26. Niech μ = (1/2)δ0 + (1/2)η, gdzie η ∈ P. Jeśli dla
pewnego p ∈ (0, 1) zachodzi pμ + (1 − p)μ− = μ ∗ μ−, to η = δ0 lub p = 1/2

i η = δa dla pewnego a ∈ �.

Dowód. Z założenia mamy pμ+ (1 − p)μ− = μ ∗ μ−, więc

|η̂(t)|2 + (1 − 2p)η̂(t) + (2p− 1)η̂(t) − 1 = 0.
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Podstawiając η̂(t) = x(t) + iy(t) dochodzimy do układu warunków⎧⎨⎩ x(t)2 + y(t)2 = 1

(2p− 1)y(t) = 0.

Z pierwszego równania wnioskujemy natychmiast, że η = δa dla pewnego a ∈ �.
Z drugiego równania mamy, że p = 1/2 lub y(t) ≡ 0. Jeśli y(t) ≡ 0, to x(t)2 ≡ 1.

Stąd x(t) ≡ 1 i η = δ0.
�

Własność 1.27. Jeśli dla ϕ ∈ Φ zachodzi (1.11), to [−1, 1] \ {0} ⊂ S(ϕ).

Dowód. Skoro ϕ spełnia warunek Reϕ(t) = |ϕ(t)|2 równoważny warunko-
wi (1/2)ϕ(t) + (1/2)ϕ(t) = ϕ(t)ϕ(t), to G1/2(ϕ(t)) = ϕ(t). Z drugiej strony

G1/2(ϕ(t)) = ϕ−1(t). Zatem (−1) ∈ S(ϕ) i stąd [−1, 0) ⊂ S(ϕ). Ponieważ za-

wsze (0, 1] ⊂ S(ϕ), więc otrzymujemy, że [−1, 1] \ {0} ⊂ S(ϕ).
�

Uwaga 1.28. Wiemy, że dla c ∈ � funkcja charakterystyczna ϕ(t) = 1/2 +

(1/2)eitc spełnia równanie (1.11). Można sprawdzić, stosując tw. 1.24, że funkcja

h określona dla ϕ przez (1.4) jest postaci h(t) = −i tg(ct/2). Zatem na mocy

powyższej własności mamy

a

a− i tg(ct/2)
∈ Φ ∀a ∈ [−1, 1] \ {0}.
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2. Rozkłady nieskończenie po-

dzielne

W latach 30-tych ubiegłego stulecia postawiono następujący problem:

niech każdemu rzeczywistemu a � 0 odpowiada zmienna losowa Xa. Zbadać

rozkłady zmiennej Xa, dla których spełnione są poniższe postulaty.

P1. X0 ≡ 0;

P2. Dla 0 � a1 < a2 <∞ rozkład Xa2 −Xa1 zależy tylko od różnicy a2 − a1;

P3. Dla dowolnego n ∈ � i dowolnego wyboru punktów 0 = a0 < a1 < . . . <

an <∞ zmienne losowe Xa1 −Xa0 , Xa2 −Xa1 , . . . , Xan −Xan−1 są nieza-

leżne.

Ponieważ dla dowolnego n ∈ � mamy
Xa =

(
X a

n
−X0

)
+
(
X 2a

n
−X a

n

)
+ · · · +

(
Xa −X (n−1)a

n

)
,

więc z wymienionych postulatów wynika, że rozkład zmiennej Xa jest rozkładem

sumy n niezależnych składników o tym samym rozkładzie. Ten fakt jest punktem

wyjścia do przyjmowanej obecnie definicji zmiennej losowej nieskończenie po-

dzielnej i teorii procesów stochastycznych Lévy’ego. Przypomnijmy, że zmienna

losowa X, jej funkcja charakterystyczna ϕ i rozkład μ = L(X) są nieskończenie

podzielne (ID), jeśli

∀n ∈ � ∃Xn X
d
=

n∑
i=1

Xn,i, (2.1)
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gdzieXn,i, i = 1, 2, . . . , n są niezależnymi kopiami zmiennej losowej Xn, tzn.Xn,i

są niezależne o tym samym rozkładzie co Xn, a symbol „
d
=” oznacza równość

według rozkładu. Dla funkcji charakterystycznych warunek (2.1) można zapisać

następująco:

∀n ∈ � ∃ψn ∈ Φ ∀t ∈ � ϕ(t) = ψn(t)
n, (2.2)

gdzie ψn jest funkcją charakterystyczną zmiennej Xn.

Na początku znalezione zostały dwa typy rozkładów zmiennej Xa spełnia-

jących postulaty P1-P3

• typ gaussowski z funkcją charakterystyczną exp{a(itm − σ2t2/2)}, gdzie
m ∈ �, σ2 > 0,

• typ poissonowski z funkcją charakterystyczną exp{aλ(eith−1)}, gdzie λ >
0, h �= 0.

Dalsze badania doprowadziły do efektywnych wzorów na nieskończenie podziel-

ną funkcję charakterystyczną rozkładu ze skończonym drugim momentem (re-

prezentacja kanoniczna A.N. Kołmogorowa, zob. np. tw. 5.5.3 w [27]), aby osta-

tecznie otrzymać wzory prawdziwe dla każdej nieskończenie podzielnej funkcji

charakterystycznej (reprezentacja kanoniczna Lévy’ego - Chinczyna, zob. np.

tw. 5.5.1 w [27] i reprezentacja kanoniczna P. Lévy’ego, zob. np. tw. 5.5.2 w [27]).

Z uwagi na potrzeby tej pracy podamy tylko pewien warunek wystarczający na

to, aby funkcja charakterystyczna była nieskończenie podzielna.

Lemat 2.1. (K. Sato [42] str. 32). Niech ϕ ∈ Φ. Jeśli istnieje m ∈ �, σ2 � 0

oraz skończona miara ν taka, że

lnϕ(t) = itm− σ2t2

2
+

∫ +∞

−∞

(
eitx − 1

)
ν(dx), (2.3)

to ϕ ∈ ID.

Uwaga 2.2. Jeśli ϕ ∈ ID, to ϕ(t) �= 0 dla każdego t.
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Wiele informacji o rozkładach ID i ich własnościach znaleźć można np. w [9],

[27], [40], [42].

W obecnej chwili bardzo dobrze zbadane są pewne podklasy rozkładów nie-

skończenie podzielnych. Z punktu widzenia tej rozprawy wspomnimy tu tylko

o rozkładach stabilnych (St) i semistabilnych (Se). Przypomnijmy (zob. np. Sa-

morodnitsky, Taqqu [41] def. 1.1.4), że zmienna losowa X jest stabilna (St),

jeśli

∀n ∈ � ∃an > 0 ∃bn ∈ � anX + bn
d
=

n∑
i=1

Xi, (2.4)

gdzie Xi, i = 1, 2, . . . , n są niezależnymi kopiami zmiennej X. Dla jej funkcji

charakterystycznej ϕ mamy

∀n ∈ � ∃an > 0 ∃bn ∈ � ∀t ∈ � ϕ(ant)e
itbn = ϕ(t)n. (2.5)

Zmienna losowa X jest semistabilna (Se) (zob. np. Maejima [28] lub Sato [42]

def. 13.1, str. 69), jeśli jej funkcja charakterystyczna ϕ spełnia warunek

∃a ∈ (0, 1) ∃r ∈ (0, 1) ∃b ∈ � ∀t ∈ � ϕ(at)eitb = ϕ(t)r. (2.6)

Pomiędzy omawianymi rozkładami zachodzą relacje

St ⊂ Se ⊂ ID.

Jeśli w (2.4) i (2.5) przyjmiemy bn = 0 dla każdego n, to warunki te bę-

dą definiować odpowiednio zmienną losową i funkcję charakterystyczną ściśle

stabilną (SSt). Podobnie, jeśli w (2.6) przyjmiemy b = 0, to funkcję charaktery-

styczną ϕ spełniającą ϕ(at) = ϕ(t)r dla pewnych a, r ∈ (0, 1) nazywamy ściśle

semistabilną (SSe). Odnotujmy jeszcze, że jeśli dla każdego a ∈ (0, 1) istnieją

r ∈ (0, 1) i b ∈ � takie, że ϕ(at)eitb = ϕ(t)r, to ϕ jest stabilna ([42] str. 69).

Dla takich zmiennych losowych i ich rozkładów mamy (zob. np. Sato [42],

Shimizu [43])

SSt ⊂ St, SSe ⊂ Se oraz SSt ⊂ SSe.
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W teorii rozkładów typu ID i St pojawiają się pojęcia obszarów częściowego

i pełnego przyciągania. Mówimy, że zmienna losowa Y należy do obszaru pełnego

przyciągania (DA) zmiennej X, jeśli dla pewnych ciągów {an} ⊂ �+, {bn} ⊂ �
zachodzi

1

an

n∑
i=1

(Yi − bn)
d−→ X, gdy n→ ∞, (2.7)

gdzie Yi są niezależnymi kopiami zmiennej Y , a „
d−→” oznacza zbieżność według

rozkładu. Jeśli w powyższym bn = 0 dla n ∈ �, to mówimy, że Y należy do

obszaru pełnego przyciągania w ścisłym sensie zmiennej X.

Jeśli dla pewnego rosnącego ciągu {kn} ⊂ � zachodzi
1

an

kn∑
i=1

(Yi − bn)
d−→ X, gdy n→ ∞, (2.8)

to mówimy, że Y należy do obszaru częściowego przyciągania (DPA) zmiennej

X. Jeśli w powyższym bn = 0 dla n ∈ �, to mówimy, że Y należy do obszaru
częściowego przyciągania w ścisłym sensie zmiennej X.

Udowodniono, że jeśli zmienna losowa ma niepusty obszar częściowego przy-

ciągania, to jest nieskończenie podzielna; jeśli natomiast ma ona niepusty obszar

pełnego przyciągania, to jest stabilna (zob. np. Sato [42], tw. 15.7). Rezygnując

z założenia, że Yn mają ten sam rozkład otrzymuje się poprzez (2.7) rozkłady

zwane samorozkładalnymi (zob. np. Lévy [24] str. 192 lub Sato [42] tw. 15.3, str.

91). Nakładając nowe wymagania, np. na ciąg {kn} (lemat poniżej), otrzymuje-
my warunek określający obszar częściowego przyciągania dla zmiennej losowej

semistabilnej.

Lemat 2.3. (D. Mejzler [33], lemat 2.1). Jeśli istnieją: ciąg {Yn} zmiennych
losowych niezależnych i o jednakowym rozkładzie, ciągi liczbowe {an} ⊂ �+,

{bn} ⊂ �, rosnący ciąg {kn} ⊂ �, kn/kn+1 → r ∈ (0, 1), dla których

1

an

kn∑
i=1

Yi − bn
d−→ X, gdy n→ ∞, (2.9)
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gdzie X jest niezdegenerowaną zmienną losową z funkcją charakterystyczną ϕ,

to
an
an+1

n→∞−→ a ∈ (0, 1),
bnan
an+1

− bn+1kn
kn+1

n→∞−→ b, |b| <∞

oraz

ϕ(at)eitb = ϕ(t)r ∀t ∈ �,

co oznacza, że X jest zmienną losową semistabilną.

Lemat 2.4. (D. Mejzler [33], tw. 2.1). Dla zmiennej losowej X zachodzi (2.9)

z takimi samymi jak w lemacie 2.3 założeniami o ciągach liczbowych {an}, {bn},
{kn} wtedy i tylko wtedy, gdy X jest typu Se.

Lemat 2.5. (D. Mejzler [33], tw. 2.3). Jeśli (2.9) zachodzi z warunkiem

kn/kn+1 → 1, to X jest zmienną losową stabilną.

W tw. 1.2 [28] M. Maejima odnotowuje, że jeśli niezdegenerowana zmienna

X z funkcją charakterystyczną ϕ jest semistabilna, to istnieje jedyne α ∈ (0, 2]

takie, że a = r1/α dla dowolnych r i a spełniających (2.6) z pewnym b ∈ �.

Lemat 2.6. (K. Sato [42], stwierdzenie 14.9, str. 83). Niech ϕ będzie semi-
stabilna i niech dla pewnych stałych r ∈ (0, 1), α ∈ (0, 2), b ∈ � będzie spełnione
ϕ(at)eitb = ϕ(t)r, gdzie a = r1/α. Wówczas

lnϕ(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−|t|α(H1(t) + iH2(t)) + itm0, gdy α ∈ (0, 1),

−|t|(H1(t) + iH2(t)) + itm1, gdy α = 1,

−|t|α(H1(t) + iH2(t)) + itm2, gdy α ∈ (1, 2),

(2.10)

gdzie

• m0, m1, m2 są pewnymi stałymi,

• H1 jest nieujemną funkcją ciągłą na �0 spełniającą H1(at) = H1(t),
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• H2 jest rzeczywistą funkcją ciągłą na �0 spełniającą dla pewnej stałej β

H2(at) =

⎧⎨⎩ H2(t), gdy α �= 1,

H2(t) + β sgn(t), gdy α = 1.

W kolejnym rozdziale będziemy rozważać sumy losowe zmiennych losowych,

tzn. sumy o losowej liczbie składników. Interesować nas będą własności granic

(w sensie zbieżności według rozkładu) ciągów geometrycznych sum losowych.

Problemem zbieżności ciągów sum o losowym indeksie zajmowano się już w la-

tach 60-tych poprzedniego wieku. Największe znaczenie dla rozwoju tego zagad-

nienia wniosło tzw. „twierdzenie transferowe” opublikowane w 1969 roku przez

B.V. Gnedenko i G. Fahima [6]. Nazwa twierdzenia uzasadniana jest faktem, że

istnienie rozkładu granicznego dla sumy nielosowej liczby składników transfero-

wane jest do wyniku istnienia rozkładu granicznego dla sumy o losowej liczbie

składników.

Lemat 2.7. (Twierdzenie transferowe, B.V. Gnedenko [7]). Dla każdego n ∈
� niech {ξn,k}k∈� będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych o jednako-
wym rozkładzie. Niech {kn} ⊂ �, kn → ∞. Ponadto, niech Θn będzie zmienną

losową o wartościach naturalnych niezależną od {ξn,k} dla każdego n ∈ �. Jeśli

P

(
kn∑
k=1

ξn,k < x

)
n→∞−→ F (x) oraz P

(
Θn

kn
< x

)
n→∞−→ G(x),

gdzie F , G są dystrybuantami i F ma funkcję charakterystyczną ϕ, to

P

(
Θn∑
k=1

ξn,k < x

)
n→∞−→ H(x),

gdzie H jest dystrybuantą rozkładu o funkcji charakterystycznej

ψ(t) =

∫ ∞

0

ϕ(t)sdG(s).

Rozkład graniczny jest więc mieszaniną splotową rozkładu o dystrybuancie F

względem rozkładu o dystrybuancie G. Wiadomo ponadto (zob. np. [32]), że

jeśli F i G są nieskończenie podzielne, to H też jest nieskończenie podzielna.
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3. Rozkłady geometrycznie nie-

skończenie podzielne

Geometrycznie nieskończenie podzielne zmienne losowe pojawiły się w od-

powiedzi na pytanie W.M. Zołotariewa o charakteryzację takich zmiennych lo-

sowych X, dla których byłby spełniony warunek

∀p ∈ (0, 1) ∃Xp X
d
= εpX +Xp, (3.1)

gdzie εp, X, Xp są niezależnymi zmiennymi losowymi, εp ma rozkład dwupun-

ktowy P (εp = 0) = p, P (εp = 1) = 1 − p.

Pionierską pracą na ten temat jest praca [11] opublikowana w 1984 roku.

Od tego czasu rozkłady geometrycznie nieskończenie podzielne zyskały na po-

pularności, zwłaszcza pewna podklasa zwana rozkładami geometrycznie sta-

bilnymi. Takie rozkłady pojawiły się w modelach teorii niezawodności i teorii

odnowy. Z uwagi na własność ciężkich ogonów rozkładów geometrycznie stabil-

nych pojawiły się one również w modelach matematyki finansowej. Rozkłady

geometrycznie stabilne, do których należą rozkłady Linnika, Mittaga-Lefflera,

Laplace’a oraz asymetryczny rozkład Laplace’a i rozkład wykładniczy są bardzo

użyteczne z praktycznego punktu widzenia. Bogaty przegląd wiedzy o rozkła-

dach geometrycznie stabilnych można znaleźć w pracach T.J. Kozubowskiego

[16], [17] oraz T.J. Kozubowskiego i S.T. Racheva [21], [22].
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3.1. Rozkłady geometrycznie nieskończenie po-

dzielne i ich podklasy

W tym rozdziale Θp oznaczać będzie zmienną losową o rozkładzie geome-

trycznym z parametrem p ∈ (0, 1), tzn. P (Θp = k) = p(1 − p)k−1, k = 1, 2, . . .

Przywołamy teraz pewne fundamentalne własności zmiennych losowych nale-

żących do zbioru geometrycznie nieskończenie podzielnych, rozpoczynając od

definicji używanych w literaturze.

Zmienna losowa X jest geometrycznie nieskończenie podzielna (GID), jeśli

∀p ∈ (0, 1) ∃Xp X
d
=

Θp∑
i=1

Xp,i, (3.2)

gdzie Xp,i, i = 1, 2, . . . są niezależnymi kopiami zmiennej losowej Xp, Θp jest

niezależna od {Xp,1, Xp,2, . . .}. Można sprawdzić, że warunki (3.1) i (3.2) są

równoważne.

Zmienna losowa X jest geometrycznie ściśle stabilna (GSSt), jeśli

∀p ∈ (0, 1) ∃ap > 0 X
d
= ap

Θp∑
i=1

Xi, (3.3)

gdzie Xi, i = 1, 2, . . . są niezależnymi kopiami zmiennej losowej X, Θp niezależ-

na od {X1, X2, . . .}.
Zmienna losowa X jest geometrycznie stabilna (GSt), jeśli istnieje zmienna lo-

sowa Y oraz stałe ap > 0, bp ∈ � takie, że

ap

Θp∑
i=1

(Yi + bp)
d−→ X, gdy p→ 0, (3.4)

gdzie Yi, i = 1, 2, . . . są niezależnymi kopiami zmiennej losowej Y , Θp niezależna

od {X1, X2, . . .}.
Zmienna losowa X jest geometrycznie ściśle semistabilna (GSSe), jeśli

∃p ∈ (0, 1) ∃a > 0 aX
d
=

Θp∑
i=1

Xi, (3.5)
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gdzieXi, i = 1, 2, . . . są niezależnymi kopiami zmiennej losowej X, Θp niezależna

od {X1, X2, . . .}. Niektórzy z autorów nazywają je geometrycznie prawostronnie
semistabilnymi (geometrically-right-semistable, zob. Mohan, Vasudeva, Hebbar

[35]) lub geometrycznie semistabilnymi (zob. Borowiecka [3]). Proponujemy na-

zwę geometrycznie ściśle semistabilne z uwagi na jednoznaczne powiązanie tych

rozkładów z rozkładami ściśle semistabilnymi.

Z definicji zmiennych losowych typów GID, GSSt, GSt, GSSe otrzymujemy na-

stępujące relacje

GSSt ⊂ GID, GSSt ⊂ GSt i GSSt ⊂ GSSe.

W świetle tw. 3.2 z pracy [35] widzimy, że

GSSe ⊂ GID.

Będziemy mówić, że funkcja charakterystyczna ϕ zmiennej losowej X (rozkład

μ = L(X)) jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe), jeśli X ma tę własność.

Zostało dowiedzione (zob. tw. 2, tw. 3 w [11], tw. 2.1 w [16] oraz tw. 3.1 w [35]),

że dla ϕ ∈ Φ zachodzi następująca równoważność:

ϕ jest typu

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
GID

GSSt

GSt

GSSe

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⇐⇒ ψ = exp{1 − 1/ϕ} jest typu

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ID

SSt

St

SSe

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (3.6)

Teraz dla funkcji charakterystycznej ϕ typu GID możemy napisać

ϕ =
1

1 − lnψ
=

∫ ∞

0

ψse−sds. (3.7)

Stąd ϕ jest mieszaniną splotową nieskończenie podzielnej funkcji charaktery-

stycznej ψ = exp{1−1/ϕ} względem rozkładu wykładniczego. W konsekwencji
ϕ jest nieskończenie podzielna. Stąd

GID ⊂ ID.
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Wniosek 3.1. Niech ψ ∈ Φ ∩ ID. Wówczas dla dowolnego n ∈ � zachodzi

ϕn =
1

1 + ln(1 + ln(1 + · · · + ln(1 − lnψ))
∈ GID.

Symbole: 1 i ln występują w mianowniku n razy.

Dowód. Niech f(x) = 1
1−lnx
. Zauważmy, że ϕn = f ◦n(ψ), gdzie f ◦1(x) = f(x)

i f ◦(n+1)(x) = f(f ◦n(x)). Ponieważ ψ jest ID, więc z (3.7) ϕ = f(ψ) jest GID.

Skoro GID ⊂ ID, to f(ψ) jest ID, więc to rozumowanie można powtarzać.

Ostatecznie f ◦n(ψ) jest GID dla dowolnego n ∈ �.
�

Jeśli X jest zmienną losową typu GID, to warunek (3.2) można równoważnie

zapisać dla jej funkcji charakterystycznej ϕ w następujący sposób:

∀p ∈ (0, 1) ∃ϕp ∈ Φ ∀t ∈ � ϕ(t) =
pϕp(t)

1 − (1 − p)ϕp(t)
. (3.8)

Stąd widzimy, że dla ϕ ∈ GID i dowolnego p ∈ (0, 1) mamy

ϕp =
ϕ

p+ (1 − p)ϕ
∈ Φ.

Okazuje się, że można powiedzieć więcej o tej funkcji.

Stwierdzenie 3.2. Jeśli ϕ ∈ Φ jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe), to dla

każdego a � 0

ϕa =
ϕ

a + (1 − a)ϕ
(3.9)

jest funkcją chrakterystyczną również typu GID (GSSt, GSt, GSSe) oraz

ϕa =

∫ ∞

0

φsae
−sds, (3.10)

gdzie φa = exp{a(1 − 1/ϕ)} jest typu ID (SSt, St, SSe).
Ponadto, jeśli X jest typu GID z funkcją charakterystyczną ϕ, to ϕa zdefinio-
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wana przez (3.9) odpowiada zmiennej losowej Za takiej, że

Za
d
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0 dla a = 0,

X dla a = 1,

Xa dla a ∈ (0, 1),∑Θ1/a

i=1 Xi dla a > 1,

gdzie Xa jest zmienną losową określoną przez (3.2).

Dowód. Ponieważ ϕ ∈ GID (GSSt, GSt, GSSe), to korzystając z (3.7) możemy

napisać ϕ(t) = 1/(1 − lnψ(t)), gdzie ψ ∈ ID (SSt, St, SSe). Podstawiając ϕ do
(3.9) otrzymujemy

ϕa(t) =
1

1 − ln(ψ(t)a)
.

Ponieważ dla a � 0 mamy ψa ∈ ID (SSt, St, SSe), więc stosując ponownie (3.7)

wnioskujemy, że ϕa ∈ GID (GSSt, St, GSSe).
Ponieważ ϕ ∈ GID (GSSt, GSt, GSSe), to korzystając z (3.6) wnioskujemy,

że exp {1 − 1/ϕ} ∈ ID (SSt, St, SSe). Tym samym φa = exp {a(1 − 1/ϕ)},
gdzie a � 0, jest również funkcją charakterystyczną typu ID (SSt, St, SSe). Za-

tem mieszanina splotowa (3.10) takiej funkcji charakterystycznej φa względem

rozkładu wykładniczego jest dobrze określona. Teraz wystarczy sprawdzić, że

istotnie ϕ/(a+ (1 − a)ϕ) =
∫∞
0
φsae

−sds.

Dla dowodu dalszej części stwierdzenia zauważmy, że

• jeśli a = 0, to ϕa ≡ 1,

• jeśli a = 1, to ϕa = ϕ,

• jeśli a ∈ (0, 1), to ϕa = ϕ
a+(1−a)ϕ jest funkcją charakterystyczną taką, że

ϕ = aϕa

1−(1−a)ϕa
, więc z warunków (3.8) i (3.2) ϕa jest funkcją charakterystyczną

zmiennej losowej Xp (dla p = a) pojawiającej się w definicji zmiennej losowej

typu GID,
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• jeśli a > 1, to

ϕa =
(1/a)ϕ

1 − (1 − 1/a)ϕ
= (1/a)

∞∑
k=1

(1 − 1/a)k−1ϕk.

Stąd ϕa jest funkcją charakterystyczną geometrycznej sumy losowej
∑Θ1/a

i=1 Xi.
�

Uwaga 3.3. Niech a � 0 i niech Za będzie zmienną losową z funkcją cha-

rakterystyczną ϕa = ϕ/(a+ (1 − a)ϕ), gdzie ϕ jest typu GID. Wówczas

∀p ∈ (0, 1) Za
d
=

Θp∑
i=1

Zap,i.

Stwierdzenie 3.4. Niech ϕ ∈ Φ. Jeśli dla pewnego a > 0 funkcja ϕa =

ϕ/(a+ (1 − a)ϕ) ∈ GID (GSSt, GSt, GSSe), to ϕ ∈ GID (GSSt, GSt, GSSe).

Dowód. Ponieważ ϕa = ϕ/(a + (1 − a)ϕ) jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe),

więc z (3.7) mamy
ϕ

a+ (1 − a)ϕ
=

1

1 − lnφ
,

gdzie φ ∈ ID (SSt, St, SSe). Wyznaczając ϕ z tego równania otrzymujemy

ϕ =
1

1 − ln (φ1/a)
.

Ponieważ φ1/a jest typu ID (SSt, St, SSe), to stosując ponownie (3.7) wniosku-

jemy, że ϕ jest typu GID (GSSt, GSt, GSSe).
�

Warunki (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) definiujące zmienne losowe typu GID, GSSt,

GSt, GSSe mogą być przeformułowane i podane wprost w terminach rozkładów.

Jeśli dla zmiennej losowej X, która jest typu GID, oznaczymy μ = L(X), μp =

L(Xp), νp = L(Θp), to warunek

∀p ∈ (0, 1) ∃μp ∈ P μ = T p1 (μp),
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gdzie T p1 jest operatorem zdefiniowanym w rozdziale 1, definiuje rozkład μ typu

GID. W dalszej części rozdziału 3 prezentujemy wyniki dotyczące zmiennych

losowych typu GID, GSSt, GSSe w aspekcie twierdzeń granicznych. Zgodnie

z konwencją przyjętą w przeważającej części literatury dotyczącej twierdzeń

granicznych, przedstawiane twierdzenia formułujemy w języku zmiennych loso-

wych, a nie w języku rozkładów.

3.2. Twierdzenia graniczne związane z geome-

tryczną nieskończoną podzielnością

W tej części pracy podamy nowe twierdzenia graniczne dotyczące zmiennych

losowych typu GID i GSSt.

Lemat 3.5. Niech dane będą zmienne losowe X, Yp, p ∈ (0, 1). Wówczas

Θp∑
i=1

Yp,i
d−→ X, gdy p→ 0 ⇐⇒

Θp−1∑
i=1

Yp,i
d−→ X, gdy p→ 0.

Dowód. Niech ϕp, ψ oznaczają odpowiednio funkcje charakterystyczne zmien-

nych Yp i X. Jeśli
∑Θp

i=1 Yp,i
d−→ X, gdy p→ 0, to możemy napisać

pϕp(t)

1 − (1 − p)ϕp(t)

p→0−→ ψ(t) ∀t ∈ �.

Ponieważ |ϕp(t)| � 1, więc pϕp(t)
p→0−→ 0, czyli mianownik powyższego ułamka

musi być również zbieżny do zera. Stąd (1 − p)ϕp(t)
p→0−→ 1 i w konsekwencji

ϕp(t)
p→0−→ 1. Zatem

ψ(t) = lim
p→0

pϕp(t)

1 − (1 − p)ϕp(t)
= lim

p→0

p

1 − (1 − p)ϕp(t)
.

Łatwo sprawdzić, że p/(1 − (1 − p)ϕp(t)) jest funkcją charakterystyczną sumy
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losowej
∑Θp−1

i=1 Yp,i. Dowód drugiej implikacji jest podobny.
�

Kolejne twierdzenie pokazuje, że do charakteryzacji zmiennych losowych X typu

GID można użyć słabszych warunków niż warunek (3.2) i warunek sformułowa-

ny w tw. 2.2 (v) w pracy [38] S. T. Racheva i G. Samorodnitsky’ego, tzn.

∀p ∈ (0, 1) ∃Xp

Θp∑
i=1

Xp,i
d−→ X, gdy p→ 0.

Twierdzenie 3.6. Dla zmiennej losowej X następujące warunki są równo-
ważne:

(a) X jest typu GID,

(b) dla dowolnego ciągu {pn} ⊂ (0, 1) istnieją zmienne losowe Yn, n ∈ �

takie, że
Θpn∑
i=1

Yn,i
d−→ X, gdy n→ ∞, (3.11)

(c) istnieje ciąg pn
n→∞−→ 0, pn ∈ (0, 1) i zmienne losowe Yn, n ∈ � takie, że

zachodzi (3.11).

Dowód. (a) ⇒ (b). Ponieważ X jest typu GID, więc z (3.2) dla każdego p ∈
(0, 1) istnieje zmienna losowa Xp, dla której

∑Θp
i=1Xp,i

d
= X. Teraz wystarczy

zdefiniować Yn
d
= Xpn dla każdego pn z dowolnie wybranego ciągu {pn} ⊂ (0, 1)

i mamy
Θpn∑
i=1

Yn,i
d
= X

d−→ X, gdy n→ ∞.

Implikacja (b) ⇒ (c) jest natychmiastowa.

Żeby pokazać implikację (c) ⇒ (a) zauważmy, że z lematu 3.5 mamy

Sn =

Θpn−1∑
i=1

Yn,i
d−→ X, gdy n→ ∞.
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Niech ϕn oznacza funkcję charakterystyczną zmiennej Yn. Wówczas

ψn(t) =
pn

1 − (1 − pn)ϕn(t)

jest funkcją charakterystyczną zmiennej Sn. Zauważmy, że dla każdego s ∈ (0, 1)

φs =
ψn

s+ (1 − s)ψn
=

pn/(pn + s(1 − pn))

1 − (1 − pn/(pn + s(1 − pn)))ϕn

jest funkcją charakterystyczną zmiennej losowej
∑Θαn−1

i=1 Yn,i, gdzie αn = pn/(pn+

s(1 − pn)). Widać, że

ψn = sφs/(1 − (1 − s)φs)

dla dowolnego s ∈ (0, 1), a to oznacza, że ψn i Sn są typu GID. Ponieważ

Sn
d−→ X, to stosując tw. 2.2. (ii) z [38], które stwierdza, że zbiór zmiennych

losowych typu GID jest zamknięty na zbieżność według rozkładu, wnioskujemy,

że X jest typu GID.
�

Twierdzenie 3.7. Niech {pn} ⊂ (0, 1), {kn} ⊂ � będą takie, że pn n→∞−→ 0,

knpn
n→∞−→ a, 0 < a < ∞. Jeśli X jest typu GID z funkcją charakterystyczną ϕ,

to istnieją zmienne losowe Yn, n ∈ � takie, że
kn∑
i=1

Yn,i
d−→ Z, gdy n→ ∞,

gdzie Z jest zmienną losową typu ID z funkcją charakterystyczną exp{a(1 −
1/ϕ)}, a zmienne Yn,i, i = 1, 2, . . . , kn są niezależnymi kopiami zmiennej Yn.

Dowód. Jeśli X jest typu GID, to spełniony jest warunek (3.2), który w języku

funkcji charakterystycznych ma postać (3.8), tzn.

∀p ∈ (0, 1) ∃ϕp ∈ Φ ∀t ∈ � ϕ(t) =
pϕp(t)

1 − (1 − p)ϕp(t)
,

gdzie ϕp oznacza funkcję charakterystyczną zmiennej Xp z (3.2). Wyznaczając

ϕp z tego równania mamy, że ϕp(t) = ϕ(t)/(p+ (1 − p)ϕ(t)).
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Definiujemy Yn
d
= Xpn. Wówczas suma

∑kn

i=1 Yn,i
d
=
∑kn

i=1Xpn,i ma funkcję cha-

rakterystyczną φn = ϕkn
pn
. Zauważmy, że dla każdego t ∈ �

φn(t) =

(
ϕ(t)

p+ (1 − p)ϕ(t)

)kn

=

((
1 +

1/ϕ(t) − 1

1/pn

)1/pn
)−knpn

n→∞−→ exp{a(1 − 1/ϕ(t))}.
Wyrażenie 1/ϕ jest dobrze określone, ponieważ ϕ ∈ GID i w konsekwencji ϕ ∈
ID, więc ϕ(t) �= 0 dla każdego t. Zauważmy, że funkcja graniczna jest ciągła

w t = 0, więc z twierdzenia Lévy’ego – Craméra o ciągłości (zob. np. tw. 3.6.1.

w [27], str. 48) jest ona funkcją charakterystyczną pewnego rozkładu. Ponieważ

ϕ jest typu GID, więc funkcja exp{1−1/ϕ} jest, powołując się na (3.6), funkcją

charakterystyczną pewnego rozkładu typu ID. Zatem funkcja exp{a(1− 1/ϕ)},
gdzie a > 0, jest również funkcją charakterystyczną typu ID.

�

Wniosek 3.8. Niech ciągi {pn}, {kn} będą takie, jak w tw. 3.7. Jeśli X jest
typu GSSt z funkcją charakterystyczną ϕ, to istnieją stałe an > 0, n ∈ � takie,
że

an

kn∑
i=1

Xi
d−→ Y, gdy n→ ∞,

gdzie Y jest typu SSt z funkcją charakterystyczną exp{a(1 − 1/ϕ)}, a zmienne
Xi, i = 1, . . . , kn są niezależnymi kopiami zmiennej X.

Dowód. Jeśli X jest typu GSSt, to ∀p ∈ (0, 1) ∃ap > 0 X
d
= ap

∑Θp

i=1Xi, gdzie

Xi są niezależnymi kopiami X. Oznacza to, że dla ϕ zachodzi

∀p ∈ (0, 1) ∃ap > 0 ∀t ∈ � ϕ(t) =
pϕ(apt)

1 − (1 − p)ϕ(apt)
.

Definiując teraz an = apn widzimy, że dla funkcji charakterystycznych φn zmien-

nych Sn = an
∑kn

i=1Xi zachodzi

φn(t) = ϕ(ant)
kn =

(
ϕ(t)

pn + (1 − pn)ϕ(t)

)kn

=

((
1 +

1/ϕ(t) − 1

1/pn

)1/pn
)−knpn

n→∞−→ exp{a(1 − 1/ϕ(t))}.
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Ponieważ exp{1 − 1/ϕ} jest funkcją charakterystyczną typu SSt, więc również
funkcja exp{a(1 − 1/ϕ)} jest typu SSt.

�

3.3. Rozkłady geometrycznie ściśle semistabil-

ne jako rozkłady graniczne

Zmienne losowe typu GSSe rozpatrywane były dotychczas jako zmienne, dla

których zachodzi pewien warunek stabilności – warunek (3.5) (zob. [3], [35]).

W tym podrozdziale chcemy przedstawić charakteryzacje tych rozkładów w ję-

zyku twierdzeń granicznych.

Jeśli przez ϕ oznaczymy funkcję charakterystyczną zmiennej X typu GSSe, to

możemy zapisać (3.5) w jego równoważnej postaci

∃p ∈ (0, 1) ∃a > 0 ∀t ∈ � ϕ(at) =
pϕ(t)

1 − (1 − p)ϕ(t)
. (3.12)

Wiadomo (zob. [25]), że jeśli warunek (3.12) jest spełniony dla pewnego a ∈
(0, 1], to ϕ(t) ≡ 1. Jeśli natomiast a > 1 i równanie (3.12) zachodzi dla ϕ ∈ Φ,

to

ϕ(t) =

⎧⎨⎩ 1
1+|t|αH(t)

, dla t ∈ �0,

1, dla t = 0,
(3.13)

gdzie α = α(a, p) ∈ (0, 2], H(t) �≡ 0 jest pewną zespoloną funkcją ciągłą,

a-multiplikatywnie okresową, tzn. H(t) = H(at) dla każdego t ∈ �0. Łatwo

sprawdzić, że jeśli ϕ jest postaci (3.13), to spełnia (3.12).

Możemy zatem powiedzieć, że zmienna losowaX jest niezdegenerowaną zmienną

typu GSSe wtedy i tylko wtedy, gdy jej funkcja charakterystyczna ϕ jest postaci

(3.13). W takim przypadku będziemy mówić, że X jest typu GSSe(a, p,H).

Podstawiając ϕ z (3.13) do równania (3.12) łatwo zauważyć, że aα = 1/p. Stąd
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parametr α w (3.13) spełnia

α = − ln p/ ln a. (3.14)

W tym podrozdziale będziemy rozważać ciągi ważonych geometrycznych

sum losowych zmiennej losowej X postaci{
an

Θpn∑
i=1

Xi

}∞

n=1

,

gdzie an > 0, p ∈ (0, 1), Xi, i = 1, 2, . . . oznaczają niezależne kopie ustalonej

zmiennej X, a zmienna losowa Θpn niezależna od {X1, X2, . . .} ma rozkład geo-
metryczny z parametrem pn. Przedstawimy nowe charakteryzacje zmiennych

losowych typu GSSe i pokażemy, że ich rozkłady są rozkładami granicznymi dla

ciągów rozkładów ważonych geometrycznych sum losowych.

Uwaga 3.9. Niech dany będzie ciąg {an} ⊂ �+ i niech lim sup
n→∞

an <∞. Jeśli
dla zmiennej losowej X spełnione jest

an

Θpn∑
i=1

Xi
d−→ Y, gdy n→ ∞, (3.15)

gdzie Y jest zmienną losową taką, że P (Y = 0) < 1, to an
n→∞−→ 0.

Dowód. Niech ϕ będzie funkcją charakterystyczną zmiennej X. Wtedy (3.15)

jest równoważne z

pnϕ(ant)

1 − (1 − pn)ϕ(ant)

n→∞−→ ψ(t) ∀t ∈ �, (3.16)

gdzie ψ(t) �≡ 1 jest nietrywialną funkcją charakterystyczną zmiennej Y . Po-

nieważ p ∈ (0, 1) i |ϕ(ant)| � 1 ∀t ∈ �, to wnioskujemy, że pnϕ(ant)
n→∞−→

0. Stąd mianownik ułamka w (3.16) musi być również zbieżny do zera, czyli

(1 − pn)ϕ(ant)
n→∞−→ 1 ∀t ∈ �. To implikuje, że ϕ(ant)

n→∞−→ 1 ∀t ∈ �.
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Załóżmy teraz, że an �→ 0. W takim przypadku istnieje podciąg {ank
} taki, że

ank
→ a, gdzie a ∈ (0,∞) wobec założeń stwierdzenia. Zauważmy, że

ϕ(ank
t)

k→∞−→ ϕ(at).

Ponieważ ϕ(ant)
n→∞−→ 1, to ϕ(at) = 1 ∀t ∈ �. Stąd ϕ(t) ≡ 1 i

pnϕ(ant)

1 − (1 − pn)ϕ(ant)
= 1

n→∞−→ 1,

a to przeczy nietrywialności funkcji ψ.
�

Twierdzenie 3.10. Niech Y będzie zmienną losową, dla której E|Y | <∞
i m = EY �= 0. Niech an ∈ � oraz p ∈ (0, 1) będą takie, że an/pn

n→∞−→ g �= 0.

Wówczas

an

Θpn∑
i=1

Yi
d−→ X, gdy n→ ∞,

gdzie X jest zmienną losową o rozkładzie wykładniczym ze średnią EX = gm.

Dowód. Niech ϕ oznacza funkcję charakterystyczną zmiennej Y . Z warunku

an/p
n → g dostajemy, że an

n→∞−→ 0. Zatem ϕ(ant)
n→∞−→ 1 i stąd

lim
n→∞

pnϕ(ant)

1 − (1 − pn)ϕ(ant)
= lim

n→∞
pn

1 − (1 − pn)ϕ(ant)
.

Przy założeniach tego twierdzenia możemy zapisać ϕ(t) = 1+ itm+o(t). Zatem

pn

1 − (1 − pn)ϕ(ant)
=

pn

1 − (1 − pn)(1 + itanm+ o(ant))

=

(
1 − (1 − pn)

(
itm

an
pn

+
ant

pn
o(ant)

ant

))−1

n→∞−→ 1

1 − itgm
.

�
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Twierdzenie 3.11. Niech Y będzie zmienną losową, dla której EY = 0

i σ2 = EY 2 <∞. Niech an ∈ � oraz p ∈ (0, 1) będą takie, że a2
n/p

n n→∞−→ g �= 0.

Wówczas

an

Θpn∑
i=1

Yi
d−→ X, gdy n→ ∞,

gdzie X jest zmienną o rozkładzie Laplace’a z funkcją gęstości a
2
exp{−a|x|},

a = (2/gσ2)1/2, x ∈ �.

Dowód. Przy założeniach tego twierdzenia funkcja charakterystyczna ϕ zmien-

nej Y może być przedstawiona jako ϕ(t) = 1 − t2σ2/2 + o(t2). Postępując po-

dobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia dostajemy, że an → 0 oraz

pn

1 − (1 − pn)ϕ(ant)
=

pn

1 − (1 − pn)(1 − a2
nt

2σ2/2 + o(a2
nt

2))

=

(
1 − (1 − pn)

(
−t

2σ2

2

a2
n

pn
+
a2
nt

2

pn
o(a2

nt
2)

a2
nt

2

))−1

n→∞−→ 1

1 + gt2σ2/2
.

Jak widać funkcja graniczna jest funkcją charakterystyczną rozkładu o gęstości

podanej w twierdzeniu.
�

Wniosek 3.12. Z tw. 3.6 wnioskujemy, że jeśli dla pewnej liczby p ∈ (0, 1),

pewnego ciągu {an} ⊂ � i pewnej zmiennej losowej Y zachodzi

an

Θpn∑
i=1

Yi
d−→ X, gdy n→ ∞,

to X jest zmienną losową typu GID.

Z tego wniosku i dwóch poprzednich twierdzeń widać, że rozkład wykładniczy

i rozkład Laplace’a są rozkładami geometrycznie nieskończenie podzielnymi.

Gdyby we wniosku 3.12 wzmocnić warunek na stałe an i przyjąć an > 0, to

zgodnie z tw. 4.2 w [35] (Mohan, Vasudeva, Hebbar) mielibyśmy, że graniczna
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zmienna losowa X jest typu GSSe. Kolejne twierdzenie podaje nowe warunki

konieczne i dostateczne na to, aby zmienna losowa X była typu GSSe.

Twierdzenie 3.13. Następujące warunki są równoważne:

(a) zmienna losowa X jest typu GSSe,

(b) istnieje p ∈ (0, 1) i ciąg {an} ⊂ �+ takie, że

an

Θpn∑
i=1

Xi
d−→ X, gdy n −→ ∞, (3.17)

(c) istnieje p ∈ (0, 1), ciąg {an} ⊂ �+ i zmienna losowa Y takie, że

an

Θpn∑
i=1

Yi
d−→ X, gdy n −→ ∞. (3.18)

Ponadto, jeśli X jest typu GSSe(a, p,H), to stałe an w (3.17) mogą być zastą-

pione przez pn/α(1 + on), gdzie α jest określona przez (3.14), symbol on oznacza

dowolny ciąg zbieżny do zera.

Dowód. (a) ⇒ (b). Z definicji zmiennej losowej X typu GSSe mamy

∃p ∈ (0, 1) ∃a > 0 ∀t ∈ � ϕ(at) =
pϕ(t)

1 − (1 − p)ϕ(t)
,

gdzie ϕ oznacza funkcję charakterystyczną zmiennej X. Korzystając z indukcji

matematycznej otrzymujemy, że

ϕ(ant) =
pnϕ(t)

1 − (1 − pn)ϕ(t)
∀n ∈ �.

To dowodzi (3.17) z an = a−n.

Implikacja (b) ⇒ (c) jest oczywista, a implikacja (c) ⇒ (a) wynika z tw. 4.2.

w [35]. Dla dowodu ostatniego stwierdzenia odnotujmy, że jeśli zmienna losowa
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X jest typu GSSe(a, p,H), to jej funkcja charakterystyczna ϕ jest postaci 1/(1+

|t|αH(t)), gdzie stała α = − ln p/ ln a. Stąd dla każdego t ∈ �0 mamy

H(pn/α(1 + on)t) = H(a−n(1 + on)t) = H((1 + on)t)
n→∞−→ H(t).

W konsekwencji dla funkcji charakterystycznej φn geometrycznej sumy losowej

pn/α(1 + on)
∑Θpn

i=1 Xi mamy

φn(t) =
pn/
(
1 + |pn/α(1 + on)t|αH(pn/α(1 + on)t)

)
1 − (1 − pn)/ (1 + |pn/α(1 + on)t|αH(pn/α(1 + on)t))

=
1

1 + (1 + on)α|t|αH(pn/α(1 + on)t)

n→∞−→ 1

1 + |t|αH(t)

dla każdego t ∈ �0. Zbieżność w punkcie t = 0 jest oczywista. Stąd

pn/α(1 + on)

Θpn∑
i=1

Xi
d−→ X, gdy n −→ ∞.

�

Wniosek 3.14. Jeśli zmienna losowa X jest typu GSSe(a, p,H), to istnieje

ciąg {an} ⊂ �+ i ψ ∈ Φ takie, że dla dowolnego t ∈ �

|t|αH(t) = lim
n→∞

(1 − ψ(ant))/p
n,

gdzie α = − ln p/ ln a.

Dowód. Ponieważ X jest niezdegenerowaną zmienną losową typu GSSe, więc

jej funkcja charakterystyczna jest postaci 1/(1+ |t|αH(t)) i z tw. 3.13 (c) mamy

1

1 + |t|αH(t)
= lim

n→∞
pnψ(ant)

1 − (1 − pn)ψ(ant)
(3.20)

dla pewnych liczb dodatnich an i pewnej funkcji charakterystycznej ψ. Ponieważ

pnψ(ant) → 0 i funkcja graniczna w (3.20) nie jest funkcją trywialną, to miano-

wnik ciągu z (3.20) zbiega do zera i w konsekwencji ψ(ant)
n→∞−→ 1 dla dowolnego

t ∈ �. Teraz wystarczy już tylko zauważyć, że
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1

1 + |t|αH(t)
= lim

n→∞
ψ(ant)

ψ(ant) + 1−ψ(ant)
pn

.

�
Chcemy pokazać, że w punkcie (c) tw. 3.13 możliwe jest (w pewnych przypad-

kach) zastąpienie stałych an przez stałe pn/α(1 + on). Żeby to udowodnić uży-

jemy techniki wykorzystanej przez S.T. Racheva do udowodnienia podobnych

twierdzeń dla zmiennych losowych typu GSSt. Przypomnijmy zatem definicję i

pewne własności ideałowych metryk probabilistycznych.

Niech X oznacza przestrzeń wszystkich zmiennych losowych na przestrzeni pro-
babilistycznej (Ω,A, P ), a PX – zbiór rozkładów PX zmiennych X ∈ X .
Funkcja ρ : PX × PX −→ [0,∞] jest metryką ideałową rzędu s � 0, jeśli dla

każdych PX , PY , PZ ∈ PX i każdego c �= 0 zachodzą warunki

1. PX = PY =⇒ ρ(PX , PY ) = 0 (własność identyfikacji),

2. ρ(PX , PY ) = ρ(PY , PX) (symetria),

3. ρ(PX , PY ) � ρ(PX , PZ) + ρ(PZ , PY ) (nierówność trójkąta),

4. ρ(PX ∗ PZ , PY ∗ PZ) � ρ(PX , PY ) (regularność),

5. ρ(PcX , PcY ) = |c|sρ(PX , PY ) (jednorodność rzędu s).

Czasami dla większej wygody będziemy pisać ρ(X, Y ) zamiast ρ(PX , PY ).

W.M. Zołotariew w [48], [49] wprowadził następującą metrykę ideałową rzędu

s � 0, która nazywana jest dziś metryką Zołotariewa:

ζs(PX , PY ) = sup{|Ef(X)− Ef(Y )| : f ∈ Fs},

gdzie

Fs = {f : |f (m)(x) − f (m)(y)| � |x− y|1/p, x, y ∈ �},
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m ∈ {−1, 0, 1, 2, . . .}, p ∈ [1,∞) są takie, że s = m+ 1/p oraz

f (−1)(x) =

∫ x

0

f(y)dy, f (0)(x) = f(x), f (m)(x) =
dm

dxm
f(x) dla m = 1, 2, . . .

Dla metryki ζs prawdziwe jest następujące stwierdzenie (zob. Zołotariew [51]):

Niech {Xn}, {Yn} będą ciągami niezależnych zmiennych losowych z X , a Θ,

niezależna od nich, niech będzie zmienną losową o wartościach naturalnych.

Wówczas

ζs

( Θ∑
i=1

Xi,
Θ∑
i=1

Yi

)
�

∞∑
i=1

P (Θ � i)ζs(Xi, Yi). (3.21)

M. Maejima i S.T. Rachev w [29] zaproponowali inną metrykę ideałową.

Oznaczmy jak zwykle

‖f‖p =

(∫
�

|f(x)|pdx
)1/p

, 1 � p <∞, i ‖f‖∞ = ess sup |f(x)|.

Dla m ∈ {0, 1, 2, . . .} i p ∈ [1,∞] oznaczmy

Fm+1,p = {f : ‖f (m+1)‖q � 1}, gdzie 1/p+ 1/q = 1.

Funkcja

θs(PX , PY ) = sup{|Ef(X) −Ef(Y )| : f ∈ Fm+1,p}
jest metryką ideałową rzędu s > 0, s = m+ 1/p (zob. Maejima, Rachev [29]).

Z dowodu nierówności (3.21) w [51] wnioskujemy, że pozostaje ona prawdziwa,

gdy zastąpimy ζs przez θs.

Przypomnijmy jeszcze bardzo dobrze znaną metrykę Lévy’ego. Niech FX , FY

będą dystrybuantami zmiennych losowych X i Y . Metryka Lévy’ego definiowa-

na jest następująco:

L(PX , PY ) = inf{ε > 0 : FX(x− ε) − ε � FY (x) � FX(x+ ε) + ε, x ∈ �}

i metryzuje ona topologię zbieżności według rozkładu. Dla metryk ζs, θs i L

zachodzą nierówności (zob. Zołotariew [51], Maejima i Rachev [29])

L(PX , PY )s+1 � C1(s)ζs(PX , PY ), (3.22)
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L(PX , PY )s+1 � C2(s)θs(PX , PY ), (3.23)

gdzie C1(s), C2(s) są pewnymi stałymi.

Twierdzenie 3.15. Niech ηs będzie jedną z metryk ideałowych ζs lub θs.
Niech X będzie zmienną losową typu GSSe(a, p,H), a Y zmienną losową, dla

której zachodzi warunek (c) z twierdzenia 3.13. Jeśli ηs(X, Y ) <∞ dla pewnego
s > α, gdzie α = − ln p/ ln a, to w (3.18) można przyjąć an = pn/α(1 + on).

Dowód. Oznaczmy

bn = pn/α(1 + on), SXn =

Θpn∑
i=1

Xi, SYn =

Θpn∑
i=1

Yi.

Z nierówności trójkąta dla metryki Lévy’ego L mamy

L(bnS
Y
n , X) � L(bnS

Y
n , bnS

X
n ) + L(bnS

X
n , X).

Pokażemy, że prawa strona tej nierówności zbiega do zera, gdy n→ ∞.
Z założeń mamy, że zachodzi warunek (c) z twierdzenia 3.13. Zatem spełniony

jest również warunek (b) tego twierdzenia, w którym stałe an możemy zastąpić

przez stałe bn. Stąd L
(
bnS

X
n , X

) n→∞−→ 0. Rozważmy odległość ηs
(
bnS

Y
n , bnS

X
n

)
.

Używając własności jednorodności metryki ηs i własności (3.21), mamy

ηs
(
bnS

Y
n , bnS

X
n

)
= bsnηs

(
SYn , S

X
n

)
� bsnηs(Y,X)

∞∑
i=1

P (Θpn � i)

= bsnηs(Y,X)EΘpn = pn(s/α−1)(1 + on)
sηs(Y,X)

n→∞−→ 0.

Stosując (3.22) dla ηs = ζs albo (3.23) dla ηs = θs wnioskujemy, że

L
(
bnS

Y
n , bnS

X
n

) n→∞−→ 0.

Z tego, że 0 � L(bnS
Y
n , X) � L(bnS

Y
n , bnS

X
n ) + L(bnS

X
n , X) i prawa strona

ostatniej nierówności dąży do zera mamy

L

(
pn/α(1 + on)

Θpn∑
i=1

Yi, X

)
n→∞−→ 0.

�
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Kolejne twierdzenie będące pewnym odpowiednikiem tw. 3.1 w [38] daje moż-

liwość określenia (w terminach metryk ideałowych) szybkości zbieżności ciągu

geometrycznych sum losowych do geometrycznie ściśle semistabilnej granicy.

Twierdzenie 3.16. Niech X będzie zmienną losową typu GSSe(a, p,H)

i niech Y będzie zmienną losową taką, że

pn/α
Θpn∑
i=1

Yi
d−→ X, gdy n −→ ∞,

gdzie α = − ln p/ ln a.

Jeśli ηs jest jedną z metryk ideałowych ζs lub θs, to

ηs

(
pn/α

Θpn∑
i=1

Yi, X

)
� pn(s/α−1)ηs(X, Y ).

Dowód. Ponieważ X jest GSSe(a, p,H), to dla Xi niezależnych kopii X mamy

aX
d
=
∑Θp

i=1Xi, gdzie a > 1 i p ∈ (0, 1) są pewnymi stałymi. Stąd anX d
=∑Θpn

i=1 Xi. Z równości α = − ln p/ ln a mamy a−n = pn/α dla dowolnego n ∈ �.
Zatem

ηs

(
pn/α

Θpn∑
i=1

Yi, X

)
= ηs

(
pn/α

Θpn∑
i=1

Yi, p
n/α

Θpn∑
i=1

Xi

)
.

Postępując podobnie, jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia otrzymujemy

ηs

(
pn/α

Θpn∑
i=1

Yi, X

)
= pns/αηs

(Θpn∑
i=1

Yi,

Θpn∑
i=1

Xi

)
� pns/αηs (Y,X)

∞∑
i=1

P (Θpn � i)

= pns/αηs (Y,X)EΘpn = pn(s/α−1)ηs(Y,X).

�
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Zauważmy, że rozważane zmienne losowe typu GSSe należą do interesują-

cej podklasy zmiennych losowych typu ID, mianowicie do klasy zmiennych c-

rozkładalnych. Przypomnijmy, że zmienna losowa X (jej rozkład, funkcja cha-

rakterystyczna) jest c-rozkładalna (zob. Loève [26]), jeśli istnieje c ∈ (0, 1)

i zmienna losowa Xc niezależna od X takie, że

X
d
= cX +Xc. (3.24)

Po raz pierwszy zmienne losowe tego typu rozważane były w 1945 roku przez

M. Loève’a.

Twierdzenie 3.17. Zmienne typu GSSe(a, p,H) są (1/a)-rozkładalne.

Dowód. Wystarczy zauważyć, że dla funkcji charakterystycznej ϕ zmiennej

losowej typu GSSe zachodzi

ϕ(t) = ϕ (t/a)
p

1 − (1 − p)ϕ (t/a)
.

Teraz teza wynika z faktu, że funkcja p/(1 − (1 − p)ϕ (t/a)) jest funkcją cha-

rakterystyczną geometrycznej sumy losowej (1/a)
∑Θp−1

i=1 Xi.
�

Z tw. 4 w pracy [26] mamy, że dla 0 < c < 1 zmienna losowa X jest c-

rozkładalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zmienna losowa Y taka, że

X
d
=

∞∑
k=0

ckYk, (3.25)

gdzie Yk, k = 0, 1, . . . są niezależnymi kopiami zmiennej Y . Loève zauważył

również, że Y d
= Xc, gdzie Xc jest zmienną losową pojawiaja̧cą się w (3.24).

Mając na uwadze tw. 3.17 możemy sformułować następujący wniosek.

Wniosek 3.18. Jeśli X jest zmienną losową typu GSSe(a, p,H), to X d
=∑∞

k=0(1/a)
kYk, gdzie Yk są niezależnymi kopiami geometrycznej sumy losowej

1

a

Θp−1∑
i=1

Xi.
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Okazało się (zob. [26] tw. 1, tw. 2), że klasa rozkładów c-rozkładalnych

pokrywa się z klasą rozkładów granicznych dla ciągów unormowanych sum{
1

an

n∑
k=1

Zk

}
n∈�

,

gdzie Zk, k = 1, 2, . . . , n są niezależnymi zmiennymi losowymi, ale niekoniecznie

o jednakowym rozkładzie, a {an} jest ciągiem liczb dodatnich takim, że

an
n→∞−→ ∞, an/an+1

n→∞−→ c ∈ (0, 1). (3.26)

Ponadto, Loève w [26] otrzymał następującą charakteryzację zmiennej losowej

Y zdefiniowanej przez (3.25)

Zn
an

d−→ Y, gdy n→ ∞.

Wniosek 3.19. Jeśli X jest zmienną losową typu GSSe(a, p,H), to istnieją

1. ciąg {an} ⊂ �+ taki, że (3.26) zachodzi z c = 1/a,

2. niezależne zmienne losowe Zk, k ∈ �,

dla których

1

an

n∑
k=1

Zk
d−→ X, gdy n→ ∞ oraz

Zn
an

d−→ 1

a

Θp−1∑
i=1

Xi, gdy n→ ∞.

Widzimy zatem, że zmienne losowe typu GSSe mogą być również granicami

zwykłych, a nie tylko losowych sum zmiennych losowych.

3.4. Rozkłady geometrycznie semistabilne

Wśród zmiennych losowych typu GID rozważaliśmy najczęściej te, które

mają własność GSSe lub GSSt. Przypomnijmy, że zmienna losowa X jest typu
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GSSt wtedy, gdy spełniony jest warunek (3.3), tzn.

∀p ∈ (0, 1) ∃ap > 0 ap

Θp∑
i=1

Xi
d
= X.

Wiadomo, że istnieje wzajemna odpowiedniość pomiędzy rozkładami GSSt a roz-

kładami SSt zadana przez (3.6). Wiadomo również, że rozkłady SSt stanowią

podklasę rozkładów St. Rozkłady GSt zostały już bardzo dobrze zbadane i

wiadomo, że stanowią one klasę szerszą, zawierającą wszystkie rozkłady GSSt.

Wśród bogatej listy badaczy i prac poświęconych tej tematyce widać duży wkład

T.J. Kozubowskiego w rozwój teorii rozkładów GSt. Jego prace dostarczają

wielu informacji o własnościach, charakteryzacji, reprezentacji i zastosowaniach

rozkładów GSt. W tej chwili przywołamy jeszcze raz definicję zmiennej losowej

typu GSt.

Jeśli istnieje zmienna losowa Y , stałe ap > 0, bp ∈ � takie, że

ap

Θp∑
i=1

(Yi + bp)
d−→ X, gdy p→ 0, (3.27)

to zmienna losowa X jest geometrycznie stabilna (typu GSt).

O zmiennej losowej Y mówi się wtedy, że należy do obszaru pełnego geometrycz-

nego przyciągania zmiennej X i oznacza się ten fakt jako Y ∈ GDA(X) (zob.

Kozubowski [16], Kozubowski i Rachev [21]).

Patrząc na warunki definiujące zmienne typu GSSt i GSt łatwo stwierdzić, że

istotnie GSSt ⊂ GSt. Innym kierunkiem rozszerzenia badań w stosunku do ba-
dań nad zmiennymi losowymi GSSt było rozważenie równości rozkładów w wa-

runku (3.3) tylko dla pewnej szczególnej wartości parametru p. Klasa rozwiązań

takiego problemu jest również szersza niż klasa rozkładów typu GSSt. Tę klasę

nazywaliśmy rozkładami typu GSSe. Jednakże klasa ta nie zawiera wszystkich

rozkładów typu GSt, ani też klasa rozkładów GSt nie zawiera wszystkich roz-

kładów typu GSSe. Proponujemy zatem wprowadzić do rozważań jeszcze jedną
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właściwą podklasę rozkładów typu GID, która zawierać będzie zarówno roz-

kłady typu GSt, jak i rozkłady typu GSSe. Tę podklasę nazwiemy rozkładami

geometrycznie semistabilnymi chociaż, jak wspominaliśmy wcześniej, nazwa ta

używana była przez innych autorów w kontekście rozkładów określanych przez

nas jako geometrycznie ściśle semistabilne (GSSe). Z treści tw. 3.21 wynika, że

jest ona jednak najbardziej właściwa.

Definicja 3.20. Zmienna losowa X (jej funkcja charakterystyczna i roz-
kład) jest geometrycznie semistabilna (typu GSe), jeśli istnieje zmienna losowa

Y , ciągi {an} ⊂ �+, {bn} ⊂ � i stała p ∈ (0, 1), dla których zachodzi

an

Θpn∑
i=1

(Yi + bn)
d−→ X, gdy n→ ∞. (3.28)

Tak określone zmienne losowe są oczywiście typu GID (zob. tw. 3.6 warunek

(c)). Zestawiając definicje zmiennych losowych GSt i GSe łatwo zauważyć, że

GSt ⊂ GSe.

Jeśli w (3.16) położymy bn = 0, to zgodnie z warunkiem (c) tw. 3.13 zmienna

losowa X jest GSSe. Stąd

GSSe ⊂ GSe.
Przedstawimy teraz pewne twierdzenia charakteryzujące zdefiniowaną właś-

nie klasę zmiennych losowych typu GSe. Tak jak dla wszystkich rozważanych

dotychczas podklas ma miejsce odpowiedniość pomiędzy rozkładami GSe i Se.

Twierdzenie 3.21. Funkcja charakterystyczna ϕ jest typu GSe wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy ψ = exp {1 − 1/ϕ} jest funkcją charakterystyczną typu Se.

Dowód. (⇒). Skoro ϕ jest typu GSe to z definicji istnieją: φ ∈ Φ, p ∈ (0, 1),

ciągi {an} ⊂ �+, {bn} ⊂ � takie, że
pnφ(ant)e

itanbn

1 − (1 − pn)φ(ant)eitanbn

n→∞−→ ϕ(t) ∀t ∈ �.
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Oznaczmy fn(t) = φ(ant)e
itanbn . Ponieważ ϕ jest typu ID, więc ϕ nie ma miejsc

zerowych, czyli

1 − 1 − (1 − pn)fn(t)

pnfn(t)
=
fn(t) − 1

pnfn(t)
=

fn(t)−1
fn(t)

pn
n→∞−→ 1 − 1

ϕ(t)
.

Stąd fn(t)−1
fn(t)

n→∞−→ 0 i w konsekwencji fn(t)
n→∞−→ 1. Zatem p−n(fn(t) − 1)

n→∞−→
1 − 1/ϕ(t), a stąd również

[p−n](fn(t) − 1)
n→∞−→ 1 − 1

ϕ(t)
, (3.29)

gdzie [x] oznacza część całkowitą liczby x. Zauważmy, że

[p−n] ln fn(t) = [p−n](fn(t) − 1) +
o(fn(t) − 1)

fn(t) − 1

fn(t) − 1

pn
[p−n]
p−n

. (3.30)

Korzystając z (3.29) i (3.30) mamy

[p−n] ln fn(t)
n→∞−→ 1 − 1

ϕ(t)
,

a stąd

φ(ant)
[p−n]eitanbn[p−n] n→∞−→ exp

{
1 − 1

ϕ(t)

}
.

Funkcja graniczna jest ciągła w t = 0. Zatem z twierdzenia Lévy’ego – Craméra

jest ona funkcją charakterystyczną pewnego rozkładu. Ponieważ [p−n]/[p−n−1]

zbiega do p przy n→ ∞, to z lematu 2.3 exp{1 − 1/ϕ(t)} jest funkcją charak-
terystyczną rozkładu semistabilnego.

(⇐). Jeśli ψ jest semistabilna, to musi być spełnione równanie ψ(t)r = ψ(at)eitb

dla pewnych a, r ∈ (0, 1), b ∈ �. Stąd

ψ(t) = [ψ(at) exp{itb}]r−1

=
[
ψ(a2t) exp{itb(a + r)}]r−2

=
[
ψ(ant) exp

{
itb(an−1 + an−2r + · · ·+ arn−2 + rn−1)

}]r−n

.

Ostatecznie

ψ(t) =

⎧⎨⎩
[
ψ(ant) exp

{
itba

n−rn

a−r
}]r−n

, gdy a �= r,

[ψ(rnt) exp {itbnrn−1}]r−n

, gdy a = r.
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1) Dla a �= r możemy napisać

ln
(
ψ(ant) exp

{
itba

n−rn

a−r
})

rn
n→∞−→ lnψ(t). (3.31)

Oznaczmy fn(t) = ψ(ant) exp
{
itba

n−rn

a−r
}
. Wtedy z (3.31) wnioskujemy, że za-

chodzi ln fn(t)
n→∞−→ 0 i w związku z tym fn(t)

n→∞−→ 1. Stosując w (3.31) rozwi-

nięcie Taylora funkcji ln fn(t) do pierwszego składnika otrzymujemy

1

rn
(fn(t) − 1)

(
1 +

o(fn(t) − 1)

fn(t) − 1

)
n→∞−→ lnψ(t).

Zatem
1

rn
(fn(t) − 1)

n→∞−→ lnψ(t)

i ostatecznie dostajemy, że

rnψ(ant)eitb(a
n−rn)/(a−r)

1 − (1 − rn)ψ(ant)eitb(an−rn)/(a−r)
n→∞−→ 1

1 − lnψ(t)
. (3.32)

Ponieważ funkcje występujące po lewej stronie zbieżności (3.32) są, jak łatwo

zauważyć, funkcjami charakterystycznymi pewnych geometrycznych sum loso-

wych i funkcja graniczna w (3.32) jest ciągła w t = 0, więc 1/(1−lnψ(t)) jest na

pewno funkcją charakterystyczną pewnej zmiennej losowej X. Ponieważ (3.32)

jest równoważna z

an
Θrn∑
i=1

(
Yi +

b(an − rn)

an(a− r)

)
d−→ X, gdy n→ ∞,

gdzie Yi są niezależnymi kopiami zmiennej Y o funkcji charakterystycznej ψ, to

zgodnie z definicją 3.20 zmienna losowa X jest typu GSe.

2) W przypadku a = r mamy

ψ(rnt)r
−n

exp {itbn/r} n→∞−→ ψ(t) ∀t ∈ �

i postępując w podobny sposób jak dla a �= r otrzymujemy

rnψ(rnt)eitbnr
n−1

1 − (1 − rn)ψ(rnt)eitbnrn−1

n→∞−→ 1

1 − lnψ(t)
,
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co oznacza, że

rn
Θrn∑
i=1

(
Yi +

bn

r

)
d−→ X, gdy n→ ∞.

�
Z powyższego twierdzenia mamy, że jeśli ϕ ∈ GSe, to ϕ = 1/(1 − lnψ) =∫∞

0
ψse−sds, gdzie ψ ∈ Se ⊂ ID. Stąd

GSe ⊂ GID ⊂ ID.

Ponieważ dla funkcji ψ ∈ Se prawdziwa jest formuła (2.10) z lematu 2.6, to

korzystając z niej można uzyskać pewną reprezentację dla ϕ = 1/(1− lnψ(t)) ∈
GSe.

Twierdzenie 3.22. Funkcja charakterystyczna ϕ jest typu GSe wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy

ϕ(t) = lim
n→∞

1

1 + kn(1 − ψ(t/an)) + itbn
(3.33)

dla pewnej funkcji charakterystycznej ψ, pewnych ciągów {kn} ⊂ �+, {an} ⊂
�+, {bn} ⊂ � takich, że lim

n→∞
an = +∞, lim

n→∞
kn/kn+1 = k ∈ (0, 1].

Dowód. (⇒). Jeśli ϕ jest typu GSe, to z tw. 3.21 exp{1 − 1/ϕ} jest typu
Se. Stąd istnieje ψ ∈ Φ i ciągi {an} ⊂ �+, {bn} ⊂ �, {kn} ⊂ � spełniające

an
n→∞−→ ∞, kn/kn+1

n→∞−→ k ∈ (0, 1], dla których zachodzi

ψ(t/an)
kneitbn

n→∞−→ e1−1/ϕ(t).

Zatem

kn lnψ(t/an) + itbn
n→∞−→ 1 − 1/ϕ(t)

i stosując rozwinięcie Taylora do funkcji lnψ mamy

kn(ψ(t/an) − 1)

(
1 +

o(ψ(t/an) − 1)

ψ(t/an) − 1

)
+ itbn

n→∞−→ 1 − 1/ϕ(t).
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Stąd

kn(ψ(t/an) − 1) + itbn
n→∞−→ 1 − 1/ϕ(t).

Teraz już widać, że dla każdego t ∈ � mamy
1

1 + kn(1 − ψ(t/an)) + itbn

n→∞−→ ϕ(t).

(⇐). Jeśli zachodzi (3.33), to oznaczając h(t) = 1/ϕ(t) − 1 możemy zapisać

h(t) = lim
n→∞

(kn(1 − ψ(t/an)) + itbn) . (3.34)

Jeśli przez F oznaczymy teraz dystrybuantę rozkładu z funkcją charakterystycz-

ną ψ, to (3.34) można zapisać w równoważnej postaci jako

kn

(∫ +∞

−∞
(eitx/an − 1)dF (x)

)
− itbn

n→∞−→ −h(t).

Ponieważ F jest dystrybuantą miary probabilistycznej, a więc skończonej, więc

całka
∫ +∞
−∞ (eit/anx−1)dF (x) może być traktowana jako logarytm pewnej funkcji

charakterystycznej f typu ID (zgodnie z lematem 2.1). Stąd możemy napisać

kn ln f(t/an) − itbn
n→∞−→ −h(t)

i w konsekwencji

f(t/an)
kne−itbn n→∞−→ e−h(t),

a to oznacza, że również

f(t/an)
[kn]e−itbn[kn]/kn n→∞−→ e−h(t).

Funkcja exp{−h(t)} = exp{1−1/ϕ(t)} jest ciągła w zerze i jako granica funkcji
charakterystycznych sama jest funkcją charakterystyczną. Ponieważ kn/kn+1 →
k, więc [kn]/[kn+1] → k. Stosując lemat 2.3 widzimy, że exp{1− 1/ϕ} jest typu
Se. Zatem na mocy tw. 3.21 ϕ jest typu GSe.

�
Zauważmy, że w tw. 3.22 nie wymagamy, jak to się zwykle zakłada, żeby kn ∈ �.
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Wniosek 3.23. Funkcja charakterystyczna ϕ określona przez (3.33) jest

(a) typu GSSe, gdy bn = 0 dla każdego n ∈ �;

(b) typu GSt, gdy kn/kn+1
n→∞−→ 1;

(c) typu GSSt, gdy bn = 0 dla każdego n ∈ � i kn/kn+1
n→∞−→ 1.

Kolejne twierdzenie pokazuje, że geometryczną semistabilność można scha-

rakteryzować słabszym warunkiem od tego, który mamy w definicji 3.20.

Twierdzenie 3.24. Zmienna losowa X jest typu GSe wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnej zmiennej losowej Y i ciągów {an} ⊂ �+, {bn} ⊂ �, {pn} ⊂
(0, 1), pn → 0, pn+1/pn → p ∈ (0, 1] zachodzi

an

Θpn∑
i=1

(Yi + bn)
d−→ X, gdy n→ ∞. (3.35)

Dowód. Ponieważ implikacja (⇒) jest natychmiastowa, wystarczy uzasadnić

przeciwną. Niech ϕ, ψ oznaczają odpowiednio funkcje charakterystyczne zmien-

nych X i Y . Mamy zatem

pnψ(ant)e
itanbn

1 − (1 − pn)ψ(ant)eitanbn

n→∞−→ ϕ(t).

Postępując w analogiczny sposób jak w dowodzie warunku koniecznego w tw. 3.21

otrzymamy

ψ(ant)
[1/pn]eitanbn[1/pn] n→∞−→ exp{1 − 1/ϕ(t)},

gdzie [1/pn]/[1/pn+1]
n→∞−→ p ∈ (0, 1]. Z lematu 2.3 i lematu 2.5 graniczna funkcja

charakterystyczna odpowiada zatem pewnemu rozkładowi typu Se, więc z twier-

dzenia 3.21 ϕ jest typu GSe.
�

Na mocy powyższego dowodu możemy odnotować następującą własność.
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Uwaga 3.25. Jeśli dla pewnej zmiennej losowej Y i ciągów {an} ⊂ �+,

{bn} ⊂ �, {pn} ⊂ (0, 1), lim
n→∞

pn = 0, lim sup
n→∞

pn+1/pn = 1 zachodzi

an

Θpn∑
i=1

(Yi + bn)
d−→ X, gdy n→ ∞,

to X jest typu GSt.

Tw. 3.24 może być alternatywną definicją zmiennej losowej typu GSe. Ko-

rzystając z wyrażenia (3.35) definiuje się pojęcie obszaru częściowego geometry-

cznego przyciągania. Jeśli dla niezdegenerowanych zmiennych losowych X i Y ,

ciągów {an} ⊂ �+, {bn} ⊂ �, {pn} ⊂ (0, 1), pn
n→∞−→ 0 zachodzi

an

Θpn∑
i=1

(Yi + bn)
d−→ X, gdy n→ ∞, (3.36)

to o Y będziemy mówić, że należy do obszaru częściowego geometrycznego przy-

ciągania zmiennej X i będziemy oznaczać ten fakt zapisem Y ∈ GDPA(X).

Jeśli w (3.35) bn = 0 dla n ∈ �, to o zmiennej Y powiemy, że należy do obszaru
częściowego geometrycznego przyciągania w ścisłym sensie. Zmienna losowa X

ma niepusty obszar częściowego (pełnego) geometrycznego przyciągania wtedy

i tylko wtedy, gdy X jest typu GID (GSt) (zob. tw. 3.6 i definicja GSt). Łatwo

zauważyć, że dla ustalonej zmiennej losowej X jej obszar częściowego geome-

trycznego przyciągania jest niewęższy od jej obszaru pełnego geometrycznego

przyciągania.

Uwaga 3.26. Obszar geometrycznego częściowego przyciągania (w ścisłym
sensie) zmiennej losowej X pokrywa się z jej obszarem pełnego geometrycznego

przyciągania (w ścisłym sensie), jeśli ciąg pn pojawiający się w (3.36) spełnia

warunek lim sup
n→∞

pn+1/pn = 1.

Kolejne twierdzenie jest odpowiednikiem tw. 4.4 w [35], które mówi, że dla

funkcji charakterystycznych ϕ typu GID i ψ typu ID związanych ze sobą przez
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(3.6), obszar częściowego geometrycznego przyciągania dla ϕ pokrywa się z ob-

szarem częściowego przyciągania dla ψ.

Twierdzenie 3.27. Niech X będzie zmienną losową typu GSe z funkcją
charakterystyczną ϕ, a Z zmienną losową typu Se z funkcją charakterystyczną

ψ = exp{1 − 1/ϕ}. Wówczas dla zmiennej losowej Y zachodzi

Y ∈ GDPA(X) ⇐⇒ Y ∈ DPA(Z).

Dowód. Implikacja ⇒ wynika w łatwy sposób z dowodu tw. 3.24. Załóżmy
teraz, że Y ∈ DPA(Z), czyli istnieją ciągi {an} ⊂ �+, {bn} ⊂ �, {kn} ⊂ �,

kn → ∞, kn/kn+1 → k ∈ (0, 1) takie, że

an

kn∑
i=1

(Yi + bn)
d−→ Z, gdy n→ ∞, (3.37)

gdzie Yi są niezależnymi kopiami zmiennej Y .

Niech Θ1/kn będzie zmienną losową o rozkładzie geometrycznym z parametrem

1/kn, czyli zmienną losową o funkcji charakterystycznej
1/kn

e−it−1+1/kn
. Mamy

1/kn
e−it/kn − 1 + 1/kn

=
1/kn

1/kn − it/kn + o(|t|/kn)
=

1

1 − it+ kno(|t|/kn)
n→∞−→ 1

1 − it
∀t ∈ �,

co oznacza, że
Θ1/kn

kn

d−→ Γ, gdy n→ ∞, (3.38)

gdzie Γ jest zmienną losową o rozkładzie wykładniczym Γ(1, 1). Ponieważ za-

chodzi (3.37) i (3.38), więc stosując lemat 2.7 otrzymujemy

an

Θ1/kn∑
i=1

(Yi + bn)
d−→ X, gdy n→ ∞,

gdzie X ma funkcję charakterystyczną∫ ∞

0

ψ(t)se−sds.
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Zauważmy, że dla ψ(t) = exp{1−1/ϕ(t)} zachodzi ∫∞
0
ψ(t)se−sds = ϕ(t). Zatem

Y ∈ GDPA(X).
�

Twierdzenie 3.28. Niech Y ∈ GDPA(X).

1) Jeśli ciąg {pn} w (3.36) ma własność lim sup
n→∞

pn+1/pn = p ∈ (0, 1], to X

jest typu GSe.

2) Jeśli dla ciągu {pn} z (3.36) istnieją podciągi {p(1)
nk }, {p(2)

nk } takie, że

p(1)
nk+1

/p(1)
nk

→ p1 ∈ (0, 1), p(2)
nk+1

/p(2)
nk

→ p2 ∈ (0, 1)

oraz

ln p1/ ln p2 �∈ �,

to X jest typu GSt.

Dowód. 1) Jeśli zachodzi lim sup
n→∞

pn+1/pn = p ∈ (0, 1], to istnieje podciąg {pnk
}

taki, że lim
k→∞

pnk+1
/pnk

= p. Z założenia mamy więc

ank

Θpnk∑
i=1

(Yi + bnk
)

d−→ X, gdy k → ∞.

Z twierdzenia 3.24 dostajemy, że X jest typu GSe.

2) Niech ϕ, ψ oznaczają funkcje charakterystyczne zmiennych X i Y odpowied-

nio. Z założenia dla m = 1, 2 mamy

p
(m)
nk ψ(a

(m)
nk t)e

ita
(m)
nk

b
(m)
nk

1 − (1 − p
(m)
nk )ψ(a

(m)
nk t)e

ita
(m)
nk

b
(m)
nk

k→∞−→ ϕ(t).

Wykonując analogiczne obliczenia, jak w dowodzie warunku koniecznego w

tw. 3.21, otrzymamy

ψ(a(m)
nk
t)[1/p

(m)
nk

]eita
(m)
nk

b
(m)
nk

[1/p
(m)
nk

] k→∞−→ exp{1 − 1/ϕ(t)},
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gdzie [1/p
(m)
nk ]/[1/p

(m)
nk+1]

k→∞−→ pm ∈ (0, 1). Dla funkcji charakterystycznej φ(t) =

exp{1 − 1/ϕ(t)} oznacza to, zgodnie z lematem 2.3, że

φ(a(pm)t)eitb(pm) = φ(t)pm

dla pewnych stałych a(pm) ∈ (0, 1), b(pm) ∈ �. Zatem φ spełnia, z dwoma różny-
mi wykładnikami r1 = p1 i r2 = p2, równość funkcyjną (2.6) definiującą rozkłady

typu Se. Ponieważ ln p1/ ln p2 �∈ �, to z tw. 2.2 [33] wnioskujemy, że dla dowolne-
go p ∈ (0, 1) istnieją stałe a(p) ∈ (0, 1), b(p) ∈ � takie, że φ(a(p)t)eitb(p) = φ(t)p.

Ale to oznacza, zgodnie z def. 13.1 w [42], że φ = exp{1− 1/ϕ(t)} jest typu St.
Zatem funkcja charakterystyczna ϕ = 1/(1− lnφ) odpowiada zmiennej losowej

typu GSt.
�
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4. Dodatek

W podrozdziale 1.6 w tw. 1.24 podaliśmy reprezentację funkcji charaktery-

stycznej μ̂(t) spełniającej równanie Reμ̂(t) = |μ̂(t)|2. Przy dodatkowych zało-
żeniach o rozkładzie, któremu odpowiada funkcja charakterystyczna μ̂(t) otrzy-

mujemy pewne wzory analityczne.

Własność 4.1. Niech μ ∈ P będzie rozkładem zmiennej losowej X takiej,
że ∀n ∈ � E|X|n < ∞. Niech μ̂(t) = 1/2 + (1/2)eiu(t) dla pewnej funkcji

u : �→ �. Wówczas
∞∑
k=1

(−1)k

(2k)!

(
2t2kEX2k − u(t)2k

)
= 0,

∞∑
k=1

(−1)k+1

(2k − 1)!

(
2t2k−1EX2k−1 − u(t)2k−1

)
= 0.

Dowód. Z założeń mamy μ̂(t) = 1/2 + (1/2)eiu(t) = 1 + (1/2)
∑∞

k=1
iku(t)k

k!
.

Z drugiej strony μ̂(t) = 1 +
∑∞

k=1
ikEXk

k!
tk. Odejmując stronami te równości

i porównując części rzeczywiste i urojone dostajemy wzory z własności.
�

Zauważmy, że dla zmiennej losowej X o rozkładzie μ1 = 1
2
δ0 + 1

2
δa z przykła-

du 1.25 powyższe równości spełnione są w sposób trywialny, ponieważ EXn =

1
2
an dla n ∈ � i μ̂(t) = 1

2
+ 1

2
eiu(t), gdzie u(t) = at.

Rozważając zmienną losową X o rozkładzie wykładniczym μ = Γ(1, a), a > 0,
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dla której EXn = n!
an , n ∈ � i μ̂(t) = 1

2
+ 1

2
eiu(t), gdzie u(t) = 2 arc tg(t/a),

otrzymujemy dość ciekawe związki przedstawione w poniższym wniosku.

Wniosek 4.2. Dla dowolnego x ∈ � mamy
∞∑
k=1

(−1)k

(2k)!

(
2x2k(2k)! − (2 arc tg x)2k

)
= 0,

∞∑
k=1

(−1)k+1

(2k − 1)!

(
2x2k−1(2k − 1)! − (2 arc tg x)2k−1

)
= 0.
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Wykaz ważniejszych oznaczeń,

symboli i skrótów

� zbiór liczb całkowitych.

�+ = (0,+∞).

�0 = � \ {0}.
� zbiór liczb zespolonych.

Rez część rzeczywista liczby z ∈ �.
Imz część urojona liczby z ∈ �.
L(X) rozkład zmiennej losowej X.

� miara Lebesgue’a.

μ, ν miary probabilistyczne.

μ− odbicie symetryczne miary μ.

μ� λ mieszanina splotowa miary μ z miarą λ.

μ̂ transformata Fouriera miary μ.

ϕ, ψ, φ funkcje charakterystyczne.

Φ zbiór funkcji charakterystycznych.

P zbiór miar probabilistycznych na (�,B(�)).

T p0 (ϕ) = p
1−(1−p)ϕ .

T p1 (ϕ) = pϕ
1−(1−p)ϕ .

T p0 (μ) =
∑∞

k=0 p(1 − p)kμ∗k.
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T p1 (μ) =
∑∞

k=1 p(1 − p)k−1μ∗k.

Gp(ϕ) = pϕ
ϕ−(1−p) .

Gp = {ϕ ∈ Φ : Gp (ϕ) ∈ Φ}.
G =

⋂
p∈(0,1] Gp.

h(t) =

⎧⎨⎩ 1
ϕ(t)

− 1, gdy ϕ(t) �= 0

∞, gdy ϕ(t) = 0.

ϕa(t) = a
a+h(t)
, a ∈ �0.

Φ(ϕ) = {ϕa(t) : a ∈ �0, ϕa ∈ Φ}.
S(ϕ) = {a ∈ �0 : ϕa ∈ Φ(ϕ)}.
d
= równość według rozkładu.

d−→ zbieżność według rozkładu.

ID nieskończenie podzielny.

St stabilny.

SSt ściśle stabilny.

Se semistabilny.

SSe ściśle semistabilny.

DPA obszar częściowego przyciągania.

DA obszar pełnego przyciągania.

GID geometrycznie nieskończenie podzielny.

GSt geometrycznie stabilny.

GSSt geometrycznie ściśle stabilny.

GSe geometrycznie semistabilny.

GSSe geometrycznie ściśle semistabilny.

GDPA obszar częściowego geometrycznego przyciągania.

GDA obszar pełnego geometrycznego przyciągania.
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