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6.4.1. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

sinusoidalnych z gaussowskim ditherem . . . . . . . . . . . . . . 129
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ne w formie graficznej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
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F. Wyniki badań estymatora funkcji korelacji wzajemnej przedstawione

w formie tabelarycznej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231



.



Wykaz ważniejszych oznaczeń

A – amplituda sygnału przetwarzanego,

x(t), y(t) – sygnały pierwotne,

xq(t), yq(t) – sygnały skwantowane,

fs – częstotliwość sygnału przetwarzanego,

d1(t), d2(t) – sygnały ditherowe,

σdG – dyspersja/odchylenie standardowe sygnału ditherowego

o rozkładzie normalnym,

AdR – amplituda sygnału ditherowego o rozkładzie

równomiernym,

AdT – amplituda sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym,

p(x) – funkcja gęstości rozkładu wartości sygnału przetwarzanego,

pd(x) – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa

sygnału ditherowego,

Φx(v) – funkcja charkterystyczna sygnału x,

Φd(v) – funkcja charkterystyczna sygnału ditherowego d,

Φxy(v1, v2) – łączna funkcja charkterystyczna sygnałów x, y,

Φxq(v) – funkcja charkterystyczna skwantowanego sygnału xq,

Φxqyq(v1, v2) – łączna funkcja charkterystyczna skwantowanych

sygnałów xq, yq,

Rx(k) – wartość dokładna funkcji autokorelacji,

Rdx(k) – wartość dokładna funkcji autokorelacji

z sygnałem ditherowym,

Rxy(k) – wartość dokładna funkcji korelacji wzajemnej,

Rdxy(k) – wartość dokładna funkcji korelacji wzajemnej

z sygnałem ditherowym,
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Ψ̃ – estymator wielkości Ψ,

R̃qx(k,M) – cyfrowy estymator funkcji autokorelacji,

R̃qxy(k,M) – cyfrowy estymator funkcji korelacji wzajemnej,

R̃dx(k,M) – cyfrowy estymator funkcji autokorelacji

z sygnałem ditherowym,

R̃dxy(k,M) – cyfrowy estymator funkcji korelacji wzajemnej

z sygnałem ditherowym,

R̃x(k,N) – średnia arytmetyczna z N wyników estymacji

funkcji autokorelacji,

R̃dx(k,N) – średnia arytmetyczna z N wyników estymacji

funkcji autokorelacji z sygnałem ditherowym,

R̃xy(k,N) – średnia arytmetyczna z N wyników estymacji

funkcji korelacji wzajemnej,

R̃dxy(k,N) – średnia arytmetyczna z N wyników estymacji

funkcji korelacji wzajemnej z sygnałem ditherowym,

b[Ψ̃] – obciążenie estymatora Ψ̃,

bM – obciążenie – wynik analizy matematycznej,

V ar[Ψ̃] – wariancja estymatora Ψ̃,

δ
Ψ̃

– względne obciążenie estymatora Ψ̃,

δM – względne obciążenie

– wynik analizy matematycznej,

u
AΨ̃

– niepewność typu A estymatora Ψ̃,

u
ξΨ̃

– względna niepewność typu A estymatora Ψ̃,

E[ ] – wartość oczekiwana,

M – liczba próbek sygnałów,

N – liczba powtórzeń eksperymentu.



1. Wstęp

1.1. Wprowadzenie

Zastosowanie funkcji korelacyjnych nastąpiło po II wojnie światowej, kie-

dy to pojawiły się korelatory analogowe. Upowszechnienie korelacyjnych me-

tod pomiarowych na świecie nastąpiło w latach siedemdziesiątych ubiegłe-

go wieku. Następnie, zmiany technologii w elektronice zaowocowały boga-

tą ofertą korelatorów cyfrowych. Opracowanie mikrokomputerów i specjali-

zowanych procesorów do przetwarzania sygnałów spowodowało pojawienie

się uniwersalnych analizatorów do określania funkcji korelacyjnych [57, 59].

Obecnie korelatory nie stanowią masowej produkcji. Najczęściej wytwarza-

ne są w pojedynczych egzemplarzach jako specjalistyczne przyrządy o du-

żej szybkości działania umożliwiające pomiary funkcji korelacyjnych w cza-

sie rzeczywistym. Techniki korelacyjne wciąż znajdują zastosowanie w wie-

lu dziedzinach nauki i techniki: radioastronomii, medycynie, technice radaro-

wej, pomiarze prędkości, czy opóźnień transportowych [10, 57, 66, 74, 76, 92].

W [29] opisano funkcje korelacyjne w systemie do pomiaru prędkości pocią-

gów przejeżdżających przez tunele, gdzie satelity były bezużyteczne. Nato-

miast w [11] do lokalizacji źródła sygnałów o krótkim czasie trwania takich

jak podwodna akustyka, ultrasonografia, czy monitorowanie drgań sejsmicz-

nych. W [93] zaprezentowano nowatorską technikę coarse-fine zastosowaną

do analizy korelacyjnej, a w [50] przedstawiono zastosowanie korelacyjnych

testów przy identyfikacji systemów.

Korelacja jest jednym z trzech środków odzyskiwania sygnałów z szumów

(obok filtracji i uśredniania). Korzystając z autokorelogramu można dla sygna-

łu okresowego określić np.: wartość średnią i średniokwadratową, częstotli-

wość oraz stosunek sygnału do szumu. Natomiast zastosowanie korelacji wza-
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jemnej użytecznego sygnału zakłóconego z sygnałem odniesienia umożliwia

wyszukanie podobieństw obu sygnałów. Korelację wzajemną można stosować

do badania przebiegów silnie zniekształconych, np. w systemach energetycz-

nych do wykrywania w zniekształconym przebiegu obecności poszczególnych

harmonicznych oraz pomiaru ich amplitud i faz. Zastosowanie tej metody

w termometrii szumowej pozwala na ograniczenie wpływu szumów własnych

toru pomiarowego na wynik pomiaru temperatury w zakresie kriogenicznym

co umożliwia uzyskanie całkowitego błędu pomiaru rzędu dziesiątych części

milikelwina [74]. Obecny stan techniki umożliwia wykrycie za pomocą kore-

lacji wzajemnej miejsca uszkodzenia rurociągu z dokładnością do kilku cen-

tymetrów, a pomiar współrzędnych położenia statku w przestrzeni kosmicz-

nej z dokładnością do kilku metrów. Celem wydobywania sygnału z szumów

metodami korelacyjnymi jest zminimalizowanie czasu pomiaru, bowiem nie-

wielka poprawa stosunku sygnału do szumu pociąga za sobą znaczny wzrost

czasu pomiaru [74].

Ze względu na wielorakość zastosowań techniki korelacyjnej wiedza me-

trologiczna z tego zakresu jest rozproszona i często bywa przedstawiana

w sposób uproszczony. W podręcznikach i monografiach znajdują się rutyno-

we analizy. Przykładowo w [7, 9] funkcje korelacyjne wyznaczane są na pod-

stawie sygnałów spróbkowanych. Nie analizuje się wpływu kwantowania

oraz kwantowania z sygnałem ditherowym na jakość estymacji funkcji korela-

cyjnych. Brakuje oceny sygnału wyjściowego oferowanych na rynku analiza-

torów umożliwiających wyznaczanie funkcji korelacyjnych. Podawane przez

producentów informacje na temat sposobu przetwarzania sygnałów wejścio-

wych nie zawierają informacji o ocenie dokładności sygnału wyjściowego.

Upowszechnienie komputerów osobistych (PC) zrewolucjonizowało śro-

dowisko pracy człowieka. Idea wykorzystania komputera osobistego do re-

alizacji funkcji przyrządu pomiarowego stała się podstawą nowej klasy przy-

rządów nazywanych przyrządami wirtualnymi1. To nowe podejście do konstru-

1 Przyrząd wirtualny to przyrząd składający się z komputera ogólnego przeznaczenia

i dołączonych do niego – poprzez dowolny kanał komunikacyjny – sprzętowych bloków funk-

cjonalnych (wewnętrznych i/lub zewnętrznych), przy czym funkcje i możliwości są określane
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owania przyrządów oraz zmiany w technologii przyrządów pomiarowych

polegające na zastępowaniu sprzętu przez szybkie moduły oprogramowania

(przetworniki emulowane) umożliwiły sięgnięcie do rzadziej stosowanych es-

tymatorów funkcji korelacyjnych. W tej sytuacji uzasadniony jest wybór me-

tody bezpośredniej2 do wyznaczania funkcji korelacyjnych jako metody prost-

szej do oprogramowania od metody pośredniej3.

Krytycznym podzespołem wirtualnych przyrządów pomiarowych jest wy-

stępujący na ich wejściu przetwornik analogowo-cyfrowy. Decyduje on o do-

kładności, szybkości i koszcie każdego procesu pomiarowego. Dlatego w apa-

raturze pomiarowej obserwuje się zainteresowanie przetwarzaniem a-c w ce-

lu poprawy jego dokładności [5, 6, 17, 22, 49, 51]. Przetwarzanie a-c zawiera

operację kwantowania i kodowania. Ponieważ kodowanie w niewadliwym

przetworniku A/C jest zawsze operacją idealną, rozważania na temat błędu

przetwarzania a-c można utożsamić z błędem kwantowania [19, 20].

Fundamentem teoretycznych zagadnień dotyczących wpływu kwantowa-

nia na wiarygodność pomiaru jest teoria kwantowania wg Widrowa [86, 87].

Widrow sformułował warunek dostateczny odtwarzalności dla kwantowania

równomiernego. Wykazał, że kwantowanie można rozważać jako próbkowa-

nie funkcji gęstości prawdopodobieństwa przetwarzanego sygnału. W 1977

roku Sripad i Snyder przedstawili uogólnienie pierwotnej formuły teorii

kwantowania wg Widrowa. Zastąpili warunek "pasmowego" ograniczenia

funkcji charakterystycznej losowego sygnału wejściowego na warunek zero-

wania się funkcji charakterystycznej w punktach. Warunek ten jest warunkiem

koniecznym i dostatecznym.

Na podstawie literatury [46, 47, 48, 72, 75, 86, 87] można stwierdzić, że ze

statystycznego punktu widzenia, kwantowanie równomierne zazwyczaj ana-

lizowane jest na podstawie tzw. modelu szumu: błędy wynikające z operacji

zarówno przez sprzęt, jak i oprogramowanie, a obsługa odbywa się z wykorzystaniem gra-

ficznego interfejsu użytkownika [90].
2 Metoda konwencjonalna (bezpośrednio z definicji); polegająca na obliczeniu iloczynów

wartości sygnału [33]
3 Metoda polegająca na zastosowaniu odwrotnego przekształcenia Fouriera gęstości wid-

mowej mocy analizowanych sygnałów [33]
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kwantowania są modelowane za pomocą dodawanego, niezależnego szumu

o rozkładzie równomiernym w przedziale (−q/2, q/2), gdzie q jest krokiem

kwantowania. Ponadto model ten ma zastosowanie, jeżeli krok kwantowania

q jest dostatecznie mały w porównaniu z amplitudą lub odchyleniem standar-

dowym sygnału [45].

Jednym ze sposobów modyfikacji właściwości operacji kwantowania jest

kwantowanie z sygnałem ditherowym. Oprócz istniejących metod: programo-

wej i układowej [36], jest kolejną metodą kształtowania właściwości pomiaru

dającą nieosiągalne wcześniej efekty. Metoda ta polega na tym, że zasadni-

czy sygnał jest przetwarzany łącznie z dodatkowym sygnałem zwanym di-

therowym. Teorię tę zapoczątkował Schuchman już w 1964 roku, którą następ-

nie rozwinęli na początku lat dziewięćdziesiątych XX wieku Gray i Stockham

[31, 71]. Warunki odtwarzalności dla istniejących wariantów takiego kwanto-

wania zostały podane oraz udowodnione w [24].

Analizę dotyczącą konwersji a-c z sygnałem ditherowym jako operacji skła-

dowej pomiaru o charakterze wstępnym przeprowadził, pod koniec lat osiem-

dziesiątych, Wagdy [83]. W 1989 roku, z powodu aktualności i wagi porusza-

nych zagadnień, jego artykuł [81] zostaje wyróżniony przez międzynarodo-

we stowarzyszenie IEEE. W kolejnych publikacjach Wagdy kontynuuje pra-

ce nad wpływem sygnałów ditherowych o różnych rozkładach gęstości praw-

dopodobieństwa na błędy wynikające z operacji kwantowania w idealnych

przetwornikach A/C [82]. Artykuł stanowi podstawę do zastępowania ana-

logowych sygnałów ditherowych łatwiejszymi w implementacji sygnałami cy-

frowymi. Natomiast w [80] podejmuje próbę zbadania błędów rzeczywistych

przetworników A/C.

Problem wpływania na wiarygodność pomiaru poprzez kształtowanie

operacji kwantowania za pomocą konwersji a-c z sygnałem ditherowym szcze-

gółowo przeanalizowano w [24]. Sformułowano m.in. jednolitą płaszczyznę

teoretyczną, niezbędną dla spójnego opisu związku między kwantowaniem

a wiarygodnością, uzasadniono rolę sygnału ditherowego w kształtowaniu wła-

ściwości tej operacji. Ustalono przyczyny rozbieżności między idealnym a rze-

czywistym kwantowaniem sygnałów przetwarzanych w systemach pomia-
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rowych, a także zbadano i przedstawiono problem ich redukcji. Wykazano,

że konwersja a-c z sygnałem ditherowym jest efektywną metodą wpływania

na wiarygodność pomiaru.

W latach dziewięćdziesiątych XX wieku obserwuje się wzrost zaintereso-

wania zagadnieniami przetwarzania a-c oraz warunkami odtwarzalności

kwantowania, co skłania Widrowa do ponownego sformułowania twierdzeń

[89]. Obserwuje się także wzrost zainteresowania przetwarzaniem a-c z sygna-

łem ditherowym w celu poprawy dokładności tej operacji [2, 3, 12, 31, 34, 69, 80].

Współcześnie teoria kwantowania oraz kwantowania z sygnałem dithero-

wym i wypływające z niej wnioski analizowane są pod kątem kształtowania

właściwości operacji kwantowania w celu poprawy jakości konwersji lub pod

kątem zastosowań praktycznych [16, 30, 44, 65]. W pracach [18, 19, 21, 23, 25,

26, 27] szczegółowo przeanalizowano zagadnienia konwersji a-c z sygnałem

ditherowym. Zbadano m.in. wpływ tego sygnału na niepewność wyniku po-

miaru, sprecyzowano cele stosowania konwersji a-c z sygnałem ditherowym,

przedstawiono zasady doboru parametrów konwersji a-c oraz korzyści

i "koszty" wynikające z jej stosowania, zbadano wpływ sygnału ditherowego

na zmniejszenie nieliniowości konwersji a-c, stosunek sygnału do szumu SNR

(ang. signal-to-noise ratio) oraz nominalną rozdzielczość przetwornika a-c. Z ko-

lei w [1] autorzy przedstawiają realne osiągnięcia wynikające z połączenia

dwóch różnych metod linearyzacji konwersji a-c: zastosowania sygnału dithe-

rowego o rozkładzie normalnym powodującego zmniejszenie błędu wynikają-

cego z operacji kwantowania oraz zastosowania przeglądowych tablic statycz-

nych mających wpływ na zmniejszenie błędu nieliniowości całkowej (ang. in-

tegral nonlinearity error) przetworników A/C. Wyraźnie wskazują na korzyści

wynikające z zastosowania sygnału ditherowego w przetwarzaniu a-c.

Kwantowanie z sygnałem ditherowym jest obecnie jedną z metod ograni-

czenia wpływu konwersji a-c na niepewność wyniku pomiaru (bezpośrednie-

go) [25]. Zagadnienie wpływu kwantowania oraz kwantowania z sygnałami

ditherowymi na dokładność estymacji funkcji korelacyjnych jest konsekwent-

nie pomijane w kolejnych wydaniach podręczników uważanych za znaczą-

ce w dziedzinie miernictwa stochastycznego i techniki korelacyjnej. Decydują
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o tym złożoność problemu i trudności z uogólnieniem wniosków. Lukę w oce-

nie dokładności cyfrowych funkcji korelacyjnych wypełniają częściowo pra-

ce Lal-Jadziak [53, 54, 55, 56, 58, 59, 61, 74], w których autorka zajmuje się

obciążeniem cyfrowych estymatorów funkcji korelacyjnych. Obciążenie esty-

matora implikuje niepewność typu B. Przedstawione w pracach Lal-Jadziak

[53, 54, 55, 56, 58, 59, 61, 74] modele obciążenia są inspiracją do prowadzenia

dalszych badań. Dotychczas nie są publikowane analizy wpływu sygnałów

ditherowych na – charakteryzującą rozrzut wyników – niepewność typu A es-

tymatorów funkcji korelacyjnych, co jest bardzo ważnym obszarem dla dzia-

łalności badawczej. Jedynie w pracy [54] można znaleźć przykładową analizę

wariancji dla przypadku, gdy sygnały ditherowe mają rozkład prostokątny.

Zależności pomiędzy wartością średnią i wariancją pojedynczych sygna-

łów: harmonicznego, Gaussa oraz sygnału o rozkładzie równomiernym,

a wartością średnią i wariancją sygnałów skwantowanych zostały przedsta-

wione w [15]. W [16] autorzy podejmują próbę zbadania wpływu sygnałów

ditherowych o rozkładach: równomiernym oraz trójkątnym na błąd systema-

tyczny wynikający z operacji kwantowania równomiernego. Na podstawie

kryterium wariancji sygnału skwantowanego wskazują na sygnał ditherowy

o rozkładzie trójkątnym, dla którego wartość ta jest mniejsza. W [64] autorzy

podejmują próbę zbadania wariancji wartości średniokwadratowej wynikają-

cej z błędu kwantowania. Natomiast w [19, 25] podano zależność opisującą

wariancję błędu kwantowania w przypadku konwersji a-c z sygnałem dithe-

rowym i z uśrednianiem, a w [23] dokonano oceny następstwa przybliżonego

obliczania wariancji zredukowanego błędu kwantowania cechującego system

konwersji a-c z sygnałem ditherowym i z uśrednianiem.

Przedmiotem badań przewidzianych do realizacji w ramach rozprawy jest

niepewność towarzysząca cyfrowym pomiarom korelacyjnym, zwłaszcza gdy

przetwarzanie a-c odbywa się z zastosowaniem sygnału ditherowego.
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1.2. Teza, cel oraz zakres pracy

Analizując aktualny stan badań postawiono następującą tezę pracy:

Zastosowanie sygnałów ditherowych o rozkładach innych niż normalny umożliwia

większe zmniejszenie obciążenia cyfrowych estymatorów funkcji korelacyjnych.

Celem niniejszej pracy jest:

Analiza błędów bezpośrednich cyfrowych estymatorów funkcji korelacyjnych w ce-

lu wyboru najkorzystniejszego sygnału ditherowego ze względu na kryterium redukcji

obciążenia powodowanego kwantowaniem.

Motywacją do podjęcia badań w tym kierunku są:

– operacja kwantowania powoduje zmianę parametrów pierwotnej postaci

przetwarzanego sygnału; analiza wpływu tej operacji na składowe niepew-

ności cyfrowych estymatorów funkcji korelacyjnych jest więc uzasadniona;

– kwantowanie z sygnałem ditherowym jest jedną z metod ograniczenia wpły-

wu konwersji a-c na niepewność wyniku pomiaru, dlatego warto rozważyć

jej przydatność w zastosowaniu do estymacji funkcji korelacyjnych;

– przedstawione w pracach Lal-Jadziak [53, 54, 55, 56, 58, 59, 61, 74] mode-

le obciążenia cyfrowych estymatorów funkcji korelacyjnych są inspiracją

do prowadzenia dalszych badań analitycznych oraz symulacyjnych;

– niepublikowane dotychczas analizy wpływu sygnałów ditherowych na cha-

rakteryzującą rozrzut wyników niepewność typu A estymatorów funkcji

korelacyjnych stanowią dodatkowe wyzwanie dla autorki.

Udowodnienie tak postawionej tezy wymagało:

– przeprowadzenia analizy funkcji charakterystycznych badanych sygnałów,

– opracowania modeli matematycznych względnego obciążenia estymatora

wartości średniokwadratowej sumy wybranych sygnałów zdeterminowa-
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nych z sygnałami ditherowymi o wybranych rozkładach prawdopodobień-

stwa,

– dokonania oceny dokładności estymacji wartości średniokwadratowej wy-

branych klas sygnałów w obecności sygnałów ditherowych o wybranych

rozkładach prawdopodobieństwa,

– opracowania oprogramowania do badań symulacyjnych cyfrowych esty-

matorów funkcji korelacyjnych,

– przeprowadzenia analizy obciążenia oraz niepewności standardowej ty-

pu A estymatorów funkcji korelacyjnych za pomocą zaproponowanego

w pracy wirtualnego korelatora.

1.3. Struktura pracy

Praca została podzielona na siedem części. Rozdziały 2–5 obejmują pojęcia,

definicje oraz wnioski wynikające z badań literaturowych.

Rozdział 2 zawiera podstawowe pojęcia dotyczące funkcji korelacyjnych,

takie jak: definicje funkcji korelacyjnych oraz ich cyfrowych estymatorów.

Przedstawia także właściwości, jakie należy brać pod uwagę podczas anali-

zowania jakości estymatorów oraz sposób oceny ich dokładności.

W rozdziale 3 zdefiniowano pojęcie błędu pomiaru oraz niepewność wyni-

ku pomiaru.

Tematem rozdziału 4 jest sygnał ditherowy. Przedstawiono istniejące wa-

rianty konwersji a-c z tym sygnałem oraz zalety i dodatkowe, niekorzystne

skutki, które mogą się pojawić podczas takiej konwersji.

Przedmiotem rozważań w rozdziale 5 są kwestie dotyczące kwantowania

wg teorii Widrowa. Przeanalizowano wpływ kwantowania oraz kwantowania

z sygnałem ditherowym na błędy estymacji funkcji korelacyjnych. Podano wa-

runki, jakie powinny spełniać sygnały ditherowe, aby błędy wynikające z ope-

racji kwantowania zostały zmniejszone.

Rozdział 6 zawiera badania własne autorki dotyczące wpływu kwanto-

wania oraz kwantowania z sygnałem ditherowym na dokładność wyznaczania

funkcji korelacyjnych. Został on podzielony na podrozdziały przedstawiające
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wyniki badań, które dotyczą estymacji wartości średniokwadratowej, funkcji

autokorelacji oraz funkcji korelacji wzajemnej wybranych klas sygnałów.

W rozdziale 7 podsumowano uzyskane wyniki oraz wskazano dalsze kie-

runki badań.

Uzupełnieniem pracy jest dodatek, w którym zamieszczono opis wirtual-

nego korelatora oraz szczegółowe wyniki badań w formie tabelarycznej oraz

graficznej.



.



2. Podstawowe informacje o funkcjach

korelacyjnych

Zasadnicze znaczenie w teorii sygnałów ma pojęcie sygnału losowego. Po-

jedyncza funkcja czasu, opisująca zjawisko losowe, nazywa się funkcją losową.

Zbiór wszystkich funkcji losowych stanowiących realizacje danego zjawiska

losowego nazywa się procesem losowym. Sygnał uzyskany w wyniku obser-

wacji losowego zjawiska fizycznego można zatem uważać za odcinek jednej

fizycznej realizacji procesu losowego [8].

Miarą podobieństwa fragmentów jednego sygnału lub fragmentów dwóch

różnych sygnałów są funkcje korelacji. Rozróżnia się funkcję autokorelacji, bę-

dącą miarą podobieństwa fragmentów tego samego sygnału i funkcję interko-

relacji (korelacji wzajemnej), będącą miarą podobieństwa fragmentów różnych

sygnałów [8].

W technice najczęściej stosowane są dwie definicje funkcji korelacyjnych

dane wzorami [7, 9, 59]:

Rx(τ) = E
[
x(t1)x(t1 + τ)

]
, (2.1)

Rxy(τ) = E
[
x(t1)y(t1 + τ)

]
. (2.2)

Funkcję autokorelacji ergodycznego i stacjonarnego procesu {x(t)} moż-

na wyznaczyć na podstawie jednej dowolnie wybranej realizacji x(t) procesu

zgodnie z zależnością [7, 9, 59]1:

Rx(τ) = lim
T→∞

1

T

T∫

0

x(t)x(t+ τ)dt. (2.3)

Funkcja Rx(τ) sygnału rzeczywistego jest rzeczywista i parzysta oraz osiąga

maksimum dla argumentu τ = 0.
1 Definicja dotyczy sygnałów o ograniczonej mocy średniej, które są przedmiotem niniej-

szej rozprawy
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Analogicznie wyznacza się funkcję korelacji wzajemnej ergodycznych i sta-

cjonarnych procesów {x(t)} oraz {y(t)} [7, 9, 59]2:

Rxy(τ) = lim
T→∞

1

T

T∫

0

x(t)y(t+ τ)dt, (2.4)

w której: x(t) i y(t) są realizacjami procesów {x(t)} i {y(t)}, τ – opóźnieniem,

T – czasem obserwacji.

Funkcja autokorelacji dla argumentu zerowego jest wartością średniokwa-

dratową sygnału x(t) nazywaną w technice momentem rzędu drugiego [37]:

Rx(0) = x2(t). (2.5)

Natomiast wartość średnia x(t) sygnału x(t) może być – za wyjątkiem sygna-

łów okresowych – wyrażona zależnością:

x(t) =
√
Rx(∞). (2.6)

Dla uproszczenia, lecz bez wpływu na ogólność rozważań, założono, że x(t)

i y(t) mają zerowe wartości średnie. Funkcja korelacji wzajemnej Rxy(τ), po-

dobnie jak funkcja autokorelacjiRx(τ), przyjmuje wartości rzeczywiste zarów-

no dodatnie jak i ujemne. Charakteryzuje się cechą antysymetrii oraz podlega

ograniczeniom [59]:

∣∣∣Rxy(τ)
∣∣∣
2 ¬ Rx(0)Ry(0), (2.7)

∣∣∣Rxy(τ)
∣∣∣ ¬ 1
2

[
Rx(0) +Ry(0)

]
. (2.8)

Jeżeli sygnał x(t) lub y(t) ma zerową wartość średnią oraz Rxy(τi) = 0,

to sygnały x(t) i y(t) nazywa się nieskorelowanymi dla opóźnienia τ = τi.

Jeśli zaś sygnały x(t) i y(t) są statystycznie niezależne, to dla każdej wartości τ

funkcjaRxy(τ) przyjmuje wartość równą zero, pod warunkiem, że x(t) lub y(t)

ma wartość średnią równą zero. Funkcja autokorelacjiRx(τ) jest parzystą funk-

cją argumentu τ , czyli:

Rx(−τ) = Rx(τ) (2.9)

2 Definicja dotyczy sygnałów o ograniczonej mocy średniej, które są przedmiotem niniej-

szej rozprawy
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podczas, gdy funkcja korelacji wzajemnej Rxy(τ) spełnia zależność:

Rxy(−τ) = Ryx(τ). (2.10)

Najważniejsze właściwości funkcji autokorelacji i korelacji wzajemnej są na-

stępujące [67]:

– funkcja autokorelacji jest parzystą funkcją opóźnienia,

– funkcja autokorelacji w punkcie τ = 0 jest równa wartości średniokwa-

dratowej sygnałuΨ2x (wartości średniokwadratowej sygnału zawierającego

składową stałą i składową zmienną) i musi być dodatnia,

– funkcja autokorelacji osiąga maksimum w punkcie τ = 0, czyli

Rx(0)  Rx(τ),
– sygnał okresowy x(t)ma okresową funkcję autokorelacji,

– funkcja autokorelacji sygnału losowego zanika dla τ →∞,

– funkcja korelacji wzajemnej nie musi być symetryczna w dziedzinie τ ,

– kolejność indeksów przy oznaczaniu funkcji jest istotna: Ryx(τ) = Rxy(−τ)
– funkcja autokorelacji sumy dwóch nieskorelowanych sygnałów jest równa

sumie autokorelacji tych dwóch sygnałów, jeżeli z(t) = x(t) + y(t) oraz

Rxy(τ) = 0 dla wszystkich τ , to: Rz(τ) = Rx(τ) +Ry(τ).

W praktyce pomiarowej nie jest możliwe wyznaczenie funkcji korelacyj-

nych. Na podstawie skończonej liczby realizacji procesu losowego lub, czę-

ściej, na podstawie ograniczonego w czasie sygnału lub jego reprezentacji cy-

frowej tworzone są estymatory funkcji korelacyjnych. Dalsze rozważania bę-

dą dotyczyły następujących cyfrowych estymatorów funkcji autokorelacji oraz

korelacji wzajemnej [7, 9, 56, 59, 74]:

R̃qx(k,M) =
1

M

M−1∑

i=0

xq(i∆t)xq(i∆t+ k∆t), (2.11)

R̃qxy(k,M) =
1

M

M−1∑

i=0

xq(i∆t)yq(i∆t+ k∆t), (2.12)

gdzie:

∆t – okres próbkowania,M – liczba pobranych próbek, k∆t – opóźnienie.

Estymatory (2.11) oraz (2.12) są estymatorami cyfrowymi, w którym każ-

dy z sygnałów poddany jest zarówno dyskretyzacji w dziedzinie czasu, czyli
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próbkowaniu ze stałym krokiem, jak i w dziedzinie wartości, czyli kwantowa-

niu w kwantyzatorach typu zaokrąglającego (roundoff ) (rys. 2.1).

Rysunek 2.1. Fragment typowej charakterystyki operacji kwantowania

równomiernego

Przy analizowaniu jakości estymatorów brane są pod uwagę następujące

właściwości [33, 59]:

– estymator powinien być nieobciążony, co oznacza, że wartość oczekiwana

estymatora Ψ̃ parametru Ψ powinna być równa wartości tego parametru:

E
[
Ψ̃
]
= Ψ, (2.13)

– estymator powinien być zgodny, tj. zbieżny według prawdopodobieństwa

do wartości oczekiwanej Ψ przy liczbie prób zmierzającej do nieskończo-

ności:

lim
N→∞
P
[∣∣∣Ψ̃(N)−Ψ

∣∣∣ v
]
= 0, (2.14)

gdzie v jest dowolnie małą liczbą dodatnią,

– estymator powinien być efektywny czyli nieobciążony o najmniejszej wa-

riancji.

Oceny dokładności estymatorów dokonuje się m.in. za pomocą [9, 59, 74]:

– wariancji estymatora, czyli opisu losowej składowej błędu:

V ar
[
Ψ̃
]
= E

[(
Ψ̃− EΨ̃

)2]
, (2.15)

– obciążenia, czyli opisu systematycznej składowej błędu:

b
[
Ψ̃
]
= EΨ̃−Ψ. (2.16)
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W literaturze technicznej dotyczącej pomiarów od wielu dziesięcioleci uży-

wane jest pojęcie błędu pomiaru zdefiniowanego jako różnica pomiędzy war-

tością zmierzoną xm i prawdziwą xp [35]:

e = xm − xp. (3.1)

W pomiarach technicznych dokładna wartość prawdziwa mierzonej wielkości

xp z założenia nie jest znana, pomimo że wartość ta w rzeczywistości istnieje.

Nie ma pomiarów bezbłędnych, dla których e = 0. Pomiar jest operacją nie-

dokładną, a jego wynik jest przybliżeniem wartości prawdziwej mezurandu

(tego, co ma być zmierzone). Wprowadza się zatem inne pojęcie – niepewności

pomiaru.

Niepewność pomiaru jest parametrem pozwalającym na wyznaczenie gra-

nic przedziału ufności zawierającego z założonym prawdopodobieństwem

nieznaną wartość rzeczywistą (prawdziwą) mierzonej wielkości [4, 78]. Oce-

niamy ją zawsze na podstawie rachunku prawdopodobieństwa i statystyki

matematycznej. Wyniki pomiarów (będące zmienną losową) przedstawiamy

jako: najlepsze przybliżenie mierzonej wielkości ± niepewność.

Rysunek (3.1) stanowi ilustrację pojęcia niepewności pomiaru. Wartość

prawdziwa xp, mieści się w przedziale:

xp ∈
〈
xm − Up; xm + Up

〉
, (3.2)

przy czym wartość niepewności Up zależna jest od przyjętego prawdopodo-

bieństwa (poziomu ufności P) dla określonego rozkładu.

Rozkład prawdopodobieństwa jest najlepszym modelem zachowania się

zmiennej losowej będącej wynikiem pomiaru i może być m.in. opisany za po-

mocą [4, 28]:
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– wartości oczekiwanej µ (w metrologii odpowiadającej nieznanej wartości

prawdziwej), ocenianej za pomocą jej estymatora obliczonego z wyników

próby:

x =
1

N

N∑

i=1

xi, (3.3)

– odchylenia standardowego σ będącego miarą rozrzutu; jeśli wartość ta

nie jest znana, obliczany jest z wyników próby jego estymator:

S =

√√√√ 1

N − 1
N∑

i=1

(xi − x)2, (3.4)

– zmiennej standaryzowanej Z umożliwiającej wyznaczenie przedziału uf-

ności w dowolnych granicach różnych od ±∞:

Z =
X − µ
σ
. (3.5)

Rysunek 3.1. Ilustracja niepewności pomiaru

Zgodnie z [32] w dziedzinie niepewności rozróżniamy następujące pojęcia

[4, 78]:

– niepewność standardową będącą odchyleniem standardowym określone-

go rozkładu prawdopodobieństwa lub estymatorem odchylenia standar-

dowego;

– niepewność standardową złożoną uc będącą również odchyleniem standar-

dowym określonego rozkładu prawdopodobieństwa oraz stanowiącą splot

rozkładów składowych o j-tych odchyleniach standardowych:

uc =

√√√√√
N∑

j=1

u2j =

√√√√√
N∑

j=1

σ2j , (3.6)

gdzie j = 1, 2, ..., N ;
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– niepewność rozszerzoną Up będącą parametrem pozwalającym na wyzna-

czenie granic przedziału, nazywanego przedziałem ufności dla średniej:

Up = kp(α)uc, (3.7)

– przedział ufności dla średniej będący ostatecznym wynikiem interpretacji

wyniku pomiarów:

P (x− Up < µ < x+ Up) = α, (3.8)

– współczynnik rozszerzenia kp(α) będący zmienną standaryzowaną o okre-

ślonym rozkładzie prawdopodobieństwa.

W zależności od metod używanych do oszacowania niepewność dzieli się

na [4, 59]:

– typ A – niepewność wyznaczana metodami statystycznymi,

– typ B – niepewność wyznaczana innymi metodami.

Można przyjąć, że niepewność typu A odpowiada niepewności powodowanej

efektami przypadkowymi, a niepewność typu B niepewności powodowanej

efektami systematycznymi.

Niepewność standardową typu A oceniamy na podstawie seriiN wyników

pomiarów, w których uwzględniono wszystkie poprawki. W tym celu określa-

my [4, 28]:

– wartość średnią z wyników (estymator wartości prawdziwej):

x =
1

N

N∑

i=1

xi, (3.9)

– odchylenie standardowe wartości średniej, uważane za niepewność stan-

dardową typu A:

uA = Sx =

√√√√ 1

N(N − 1)
N∑

i=1

(xi − x)2. (3.10)

Niepewność rozszerzoną typu A określa się według wzoru [4]:

Up = kp(α) · uA. (3.11)

Gdy próba jest liczna (N  30) współczynnik rozszerzenia kp(α) przyjmuje

wartości zmiennej standaryzowanej rozkładu normalnego.
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Niepewność standardowa typu B jest równa odchyleniu standardowemu

przyjętego rozkładu prawdopodobieństwa. Najczęściej określa się jej wartość

przy założeniu, że rozkład błędów aparatury jest jednostajny w granicach błę-

du granicznego ±∆g [4]:

uB =
∆g√
3
. (3.12)

Wtedy niepewność rozszerzona będzie iloczynem współczynnika rozszerze-

nia kp(α) i niepewności standardowej typu B [4]:

Up = kp(α) · uB. (3.13)

Współczynnik rozszerzenia kp(α) może przyjąć wartości zmiennej standary-

zowanej rozkładu jednostajnego: kp(α) = kJ(α) =
√
3 · α.

W takiej sytuacji zwykle oceniana jest graniczna wartość niepewności roz-

szerzonej dla (α = 1) równa granicznej wartości błędu:

Up = kJ(α) · uB =
√
3α
∆q√
3
= 1 ·∆g. (3.14)

Ponieważ w praktyce pomiarowej najczęściej występują błędy losowe

o rozkładach bliskich rozkładowi normalnemu oraz błędy aparaturowe, któ-

rym można przypisać rozkład jednostajny, błąd całkowity jest sumą dwóch

niezależnych błędów składowych typu A i B. Wtedy złożona niepewność stan-

dardowa wyznaczana jest wg następującego wzoru:

uc =
√
u2A + u

2
B, (3.15)

Jak już wspomniano w rozdziale 2, oceny dokładności estymatorów do-

konuje się m.in. za pomocą wariancji oraz obciążenia estymatora (2.15, 2.16).

Na podstawie zebranych wyników pomiarów (wyników estymacji) nie można

wyznaczyć ich wartości. Można je natomiast oszacować. Wartość oczekiwaną

estymatora Ψ̃ parametru Ψ szacuje się na podstawie wartości średniej arytme-

tycznej z N wyników estymacji [33, 59, 84]:

Ψ̃ =
1

N

N∑

k=1

Ψ̃k, (3.16)
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natomiast obciążenie i wariancję estymatora odpowiednio na podstawie za-

leżności [33, 59]:

b
[
Ψ̃
]
= Ψ̃−Ψ, (3.17)

V ar
[
Ψ̃
]
=
1

N − 1
N∑

k=1

[
Ψ̃k − Ψ̃

]2
. (3.18)

Przy szacowaniu błędów estymacji stosuje się często normowanie względem

wielkości estymowanej. Niekiedy bowiem ze wzrostem argumentu, którego

funkcją jest wielkość estymowana, wariancja czy obciążenie estymatora ma-

leje, ale wolniej niż szacowana wielkość, co może powodować zbyt optymi-

styczne wnioskowanie o błędach estymacji. Unormowane błędy noszą wów-

czas odpowiednio nazwę [4, 33, 59]:

– względnego błędu standardowego:

ξ
Ψ̃
=

√
V arΨ̃

Ψ
, (3.19)

– względnego obciążenia (względnego błędu systematycznego):

δ
Ψ̃
=
b

Ψ
(3.20)

i mogą być określone dla Ψ 6= 0.
Jeżeli znana jest dokładna wartość obciążenia, to można ją uwzględnić sto-

sując poprawkę do wyniku, w innym przypadku obciążenie podawane jest

w postaci niepewności [4, 59].

W dalszej części pracy zostaną wyznaczone wartości błędów: (3.17), (3.20),

niepewność typu A liczona wg wzoru:

u
AΨ̃
=

√
V arΨ̃

N
(3.21)

oraz względna niepewność typu A liczona wg wzoru:

u
ξΨ̃
=
1√
N
· ξ
Ψ̃
. (3.22)
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4. Przetwarzanie a-c z sygnałem

ditherowym

Przetwarzanie a-c z sygnałem ditherowym jest jedną z metod uzyskania

pożądanych właściwości błędu kwantowania oraz pożądanych właściwości

charakterystyki przetwarzania a-c [21, 59]. Teorię tę zapoczątkował Schuch-

man już w 1964 roku, którą następnie rozwinęli na początku lat dziewięćdzie-

siątych Gray i Stockham [31, 71]. Pierwotnie sygnał ditherowy stosowany był

w różnych dziedzinach nauki i techniki np.: w dziedzinie przetwarzania obra-

zów [70], przetwarzania sygnałów akustycznych (w celu zmniejszenia znie-

kształceń nieliniowych) [79]. Obecnie konwersja a-c z sygnałem ditherowym

jest kierunkiem udoskonalania systemów pomiarowych z dyskretyzacją w ce-

lu poprawy dokładności pomiaru.

Pod pojęciem sygnału ditherowego rozumie się sygnał pomocniczy doda-

wany do sygnału przetwarzanego przed jego skwantowaniem. Jeżeli wartości

badanej wielkości wyznaczone są wiele razy w celu uśredniania, to dodanie

dithera może efektywnie poprawić dokładność tych średnich [59].

Z punktu widzenia celu, jakim jest redukcja błędu kwantowania, rozważa-

ny w pracy sygnał ditherowy jest sygnałem:

– stacjonarnym;

– niezależnym od sygnału przetwarzanego;

– mającym zerową wartość średnią;

– o parzystej funkcji gęstości prawdopodobieństwa (z uwagi na równomier-

ną charakterystykę kwantyzatora).

Sygnał ditherowy może być szumem tkwiącym w przetwarzanym sygnale wej-

ściowym (self-dither) lub szumem celowo dodawanym do sygnału wejściowe-

go [19, 59]. Celem wprowadzenia dodatkowego sygnału jest kontrola i formo-
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wanie właściwości operacji kwantowania, mających wpływ na wiarygodność

[24, 59].

Istnieją trzy warianty konwersji a-c z sygnałem ditherowym [27, 19, 26, 24,

31, 79]:

– w1 – z sygnałem ditherowym dodawanym i odejmowanym (po konwersji),

– w2 – z sygnałem ditherowym dodawanym,

– w3 – z sygnałem ditherowym dodawanym i z dodatkowym przetwarzaniem

c-c, metoda ta stosowana jest w technice pomiarowej.

Podczas konwersji a-c wg w1 sygnał ditherowy d1(t) dodawany jest do sy-

gnału przetwarzanego x(t) i odejmowany po operacji kwantowania od x1q(i)

(rys. 4.1).

Rysunek 4.1. Konwersja a-c z sygnałem ditherowym dodawanym i odejmowanym

Podczas konwersji a-c wg w2 sygnał ditherowy d1(t) dodawany jest do sy-

gnału przetwarzanego x(t) (rys. 4.2).

Rysunek 4.2. Konwersja a-c z sygnałem ditherowym dodawanym

Podczas konwersji a-c wg w3 sygnał ditherowy d1(t) dodawany jest do sy-

gnału przetwarzanego x(t) (rys. 4.3). Przetwarzanie c-c to w ogólności operacja

uśredniająca. Może to być uśrednienie metodą średniej ruchomej lub uśrednie-

nie z kumulacją [19]. Przedstawione w dalszych rozdziałach zagadnienia będą

dotyczyły metody w3.



31

Modele operacji kwantowania z sygnałem ditherowym oraz cele i metody

tej konwersji zostały szczegółowo omówione w [19, 24].

Rysunek 4.3. Konwersja a-c z sygnałem ditherowym dodawanym i uśrednieniem

Zalety wynikające z przeprowadzania konwersji a-c z udziałem sygnału

ditherowego są następujące [24, 59]:

– osiągnięcie efektu "bielenia" błędu kwantowania oraz dekorelacji błędu

kwantowania i przetwarzanego sygnału, a więc ograniczenie zniekształceń

nieliniowych oraz poprawy stopnia spełnienia warunków odtwarzalności,

– linearyzacja operacji kwantowania, co umożliwia ograniczenie zniekształ-

ceń nieliniowych oraz osiągnięcie wzrostu rozdzielczości (pozornego

zwiększenia liczby bitów).

Zastosowanie konwersji a-c może powodować występowanie dodatkowych,

niekorzystnych skutków, takich jak [24, 59]:

– redukcja zakresu dynamicznego przetwornika,

– pogorszenie stosunku sygnału do szumu kwantowania,

– zmniejszenie szybkości konwersji a-c,

– w pewnych przypadkach powiększenie wariancji estymatorów.

W praktyce można tak skonfigurować system pomiarowy z cyfrowym algo-

rytmem pomiaru, aby parametry zwykłej konwersji a-c cechowały się pewną

"nadwyżką możliwości" w stosunku do możliwości wykorzystywanych [19].

Wówczas zastosowanie sygnału ditherowego nie będzie czynnikiem ogranicza-

jącym.

Istotnym zagadnieniem podczas konwersji a-c z ditherem jest odpowied-

ni dobór parametrów konwersji, czyli odpowiedni dobór wartości poziomu
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sygnału ditherowego σd oraz liczby repetycji N , co m.in. zostanie omówione

w rozdziale 6.



5. Wpływ kwantowania oraz kwantowania

z sygnałem ditherowym na błędy estymacji

funkcji korelacyjnych

– podstawy teoretyczne

Kwantowanie jest dyskretyzają sygnału w dziedzinie wartości i polega

na odwzorowaniu przedziałów wartości do zbioru liczb. Kwantyzator ideal-

ny nie gwarantuje kwantowania z odtwarzalnością ponieważ odwzorowanie

zachodzi z bezpowrotną utratą rozróżnialności wartości chwilowych sygna-

łów z wewnątrz każdego przedziału [20]. Kwantowanie jest operacją nielinio-

wą, co utrudnia analizę sygnałów skwantowanych i systemów zawierających

kwantyzatory.

Za twórcę teorii kwantowania sygnałów uważany jest Widrow. Teoria Wi-

drowa obowiązuje dla kwantowania równomiernego (rys. 2.1) i sygnału kwan-

towanego będącego zmienną losową ciągłą (zmienna losowa jest wartością er-

godycznego procesu stochastycznego) o znanej funkcji gęstości. Kwantowanie

dokonywane jest w kwantyzatorze o nieograniczonym zakresie.

Zainteresowanie przetwarzaniem a-c oraz zagadnieniem warunków od-

twarzalności dla kwantowania artykułowane na łamach prestiżowych czaso-

pism z zakresu metrologii skłoniło Widrowa do nowoczesnego sformułowania

twierdzeń i ustosunkowania się do niektórych poglądów [89]. Teoria ta oraz

wypływające z niej wnioski były przedmiotem dalszych rozważań.

Widrow jest twórcą koncepcji, by analizę dotyczącą kwantowania prze-

nieść z dziedziny wartości sygnałów do dziedziny rozkładów wartości – czy-

li statystyk sygnałów. Wykazał on, że operację kwantowania można rozwa-

żać jako próbkowanie funkcji gęstości prawdopodobieństwa przetwarzanego
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sygnału. Odpowiednikiem przedziałów czasowych są tu przedziały wartości

amplitud. Zaletą takiego rozwiązania jest to, że próbkowanie staje się operacją

liniową.

Fundamentalnym zagadnieniem w przypadku próbkowania w dziedzinie

czasu jest odtwarzalność przebiegu na podstawie jego próbek. W przypadku

kwantowania, czyli próbkowania w dziedzinie rozkładów wartości sygnałów,

warunek odtwarzalności dotyczy warunków, przy których można ze statystyk

wielkości skwantowanych odtworzyć statystyki wielkości nieskwantowanych

[20].

Przedstawienie teorii Widrowa wymaga wprowadzenia pojęcia funkcji

charakterystycznej:

Definicja

Funkcja charakterystyczna Φx(v) jest transformatą Fouriera funkcji gęsto-

ści prawdopodobieństwa p(x) do dziedziny v ze zmianą znaku. Dla sygnału x

poddanego kwantowaniu jest ona równa [15, 20, 24, 45, 52, 59, 68, 89, 91]:

Φx(v) =

∞∫

−∞

p(x)ejvxdx = E
[
ejvx

]
. (5.1)

Natomiast łączna funkcja charakterystyczna Φxy(v1, v2) sygnałów x oraz y

ma postać [24, 52, 59, 68, 89, 91]:

Φxy(v1, v2) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

p(x, y)ej(v1x+v2y)dx dy = E
[
ej(v1x+v2y)

]
. (5.2)

W przypadku kwantowania równomiernego typu roundoff (poprzez

zaokrąglanie) (rys. 2.1), funkcja charakterystyczna Φxq(v) sygnału skwantowa-

nego może być wyrażona następującym wzorem [45, 59, 89, 91]:

Φxq(v) =
∞∑

i=−∞

Φx

(
v − 2π
q
i

)
sinc


q
2

(
v − 2π
q
i

)
. (5.3)

Natomiast łączna funkcja charakterystyczna Φxqyq(v1, v2)wzorem [58, 59]:

Φxqyq(v1, v2) =
∞∑

i=−∞

∞∑

l=−∞

Φxy

(
v1 −
2π

q1
i, v2 −

2π

q2
l

)

sinc


q1
2

(
v1 −
2π

q1
i

)
sinc


q2
2

(
v2 −
2π

q2
i

)
. (5.4)
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Moment rzędu m sygnału x oraz moment łączny rzędu m + n sygnałów

x i y mogą być wyznaczone przez różniczkowanie funkcji charakterystycznej

jako [52, 58, 59, 67, 75, 88]:

E
[
xm
]
= j−m

dmΦx(v)

dvm

∣∣∣∣∣∣
v=0

, (5.5)

E
[
xmyn

]
= j−(m+n)

∂m+nΦxy(v1, v2)

∂mv1∂nv2

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

, (5.6)

gdzie j =
√
−1

Widrow sformułował dwa twierdzenia dotyczące odtwarzalności momen-

tów [59, 88, 89].

Twierdzenie 1

Jeżeli funkcja charakterystyczna ma "ograniczoną dziedzinę", czyli gdy:

Φx(v) = 0 dla |v| > 2π
q
− ǫ, (5.7)

gdzie ǫ jest dowolnie małą liczbą dodatnią, to wszystkie istniejące momenty

(np. wartość średnia, wartość średniokwadratowa) sygnału x mogą być wy-

znaczone z momentów skwantowanego sygnału xq.

Na rys. 5.1 oraz 5.2 przedstawiono wykresy funkcji charakterystycznych

sygnału x o rozkładzie normalnym oraz sygnału xq skwantowanego z krokiem

q równym podwojonemu odchyleniu standardowemu (q = 2σ). Funkcja Φx(v)

zanika dla |v| > 2π/q, lecz nigdy nie osiąga zera.

Twierdzenie 2

Jeżeli funkcja charakterystyczna sygnałów x1, . . . , xN poddanych kwanto-

waniu ma "ograniczoną dziedzinę" w N wymiarach, czyli gdy:

Φx1,...,xN (v1, . . . , vN) = 0 dla |vk| >
2π

qk
− ǫ, (5.8)

dla k ∈ {1, 2, . . . , N}, gdzie ǫ jest dowolnie małą liczbą dodatnią, to wszystkie

istniejące momenty sygnałów x1, . . . , xN mogą być wyznaczone z momentów
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skwantowanych sygnałów xq1, . . . , xqN .
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Rysunek 5.1. Funkcja charakterystycz-

na Φx(v) sygnału x
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Rysunek 5.2. Funkcja charakterystycz-

na Φxq(v) sygnału xq

Na rys. 5.3 oraz 5.4 przedstawiono funkcje charakterystyczne sygnałów x,

y o rozkładach normalnych oraz sygnałów xq, yq skwantowanych z krokiem q

równym podwojonemu odchyleniu standardowemu (q = 2σ).
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Rysunek 5.3. Łączna funkcja charakterystyczna Φxy(v1, v2) sygnałów x, y

o rozkładach normalnych
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Można zauważyć, że warunki (5.7) i (5.8) są spełnione, gdy funkcje cha-

rakterystyczne sygnałów poddanych kwantowaniu mają ograniczoną dzie-

dzinę lub, gdy kwantowanie zachodzi z nieskończenie dużą rozdzielczością

(q → 0). Założenie o ograniczonej dziedzinie funkcji charakterystycznej jest

warunkiem dostatecznym1 odtwarzalności kwantowania [59].

Rysunek 5.4. Łączna funkcja charakterystyczna Φxqyq(v1, v2)

skwantowanych sygnałów xq, yq

Zgodnie z teorią kwantowania w warunkach spełnienia założeń twierdzeń

1 i 2 słuszne są następujące zależności [24, 52, 59, 84, 85, 88, 89]:

E
[
xq
]
= E

[
x
]
, (5.9)

E
[
x2q
]
= E

[
x2
]
+
q2

12
, (5.10)

E
[
x4q
]
= E

[
x4
]
+
q2

2
E
[
x2
]
+
7

240
q2, (5.11)

E
[
xqyq

]
= E

[
xy
]
(x 6= y). (5.12)

1 Sripad B. i Snyder D. [75] sformułowali warunki konieczne odtwarzalności, w praktyce

trudne do spełnienia [89]
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Poniższe wyrażenia określają związki łączące funkcje korelacyjne uzyskane

na podstawie sygnałów skwantowanych i na podstawie sygnałów nieskwan-

towanych [56, 59, 84]:

Rxq(t1, t1 + τ) =




Rx(t1, t1 + τ) +

q2

12
(τ = 0)

Rx(t1, t1 + τ) (τ 6= 0),
(5.13)

Rxqyq(t1, t1 + τ) = Rxy(t1, t1 + τ) (x 6= y). (5.14)

Są one słuszne w warunkach odtwarzalności. Jeżeli sygnały są stacjonarne,

to nie zależą one od czasu t1.

Założenie o ograniczonej dziedzinie funkcji charakterystycznej nie jest

spełniane przez sygnały rzeczywiste. Oznacza ono bowiem, że zbiór warto-

ści sygnału poddanego kwantowaniu jest nieograniczony. Dlatego wyznacza-

niu momentów towarzyszą dodatkowe składowe nieujęte w równaniach (5.9

– 5.14).

Wyrażenia na wartość obciążenia cyfrowych estymatorów funkcji korela-

cyjnych zostaną przedstawione w następnych podrozdziałach.

5.1. Błędy estymacji funkcji korelacji wzajemnej

Funkcja korelacji wzajemnej ergodycznych i stacjonarnych procesów {x(t)}
oraz {y(t)}może być wyrażona zależnością [7, 9, 56, 59, 74]2:

Rxy(τ) = lim
T→∞

1

T

T∫

0

x(t)y(t+ τ)dt, (5.15)

w której: x(t) i y(t) są realizacjami procesów {x(t)} i {y(t)}, τ – opóźnieniem,

T – czasem obserwacji.

Cyfrowy estymator tej funkcji można wyrazić wzorem [56, 58, 59, 74]:

R̃qxy(k,M) =
1

M

M−1∑

i=0

xq1(i∆t)yq2(i∆t+ k∆t), (5.16)

2 Definicja dotyczy sygnałów o ograniczonej mocy średniej, które są przedmiotem niniej-

szej rozprawy
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gdzie: ∆t jest okresem próbkowania, M liczbą pobranych próbek, k∆t opóź-

nieniem.

Estymator (5.16) jest estymatorem cyfrowym, w którym każdy z sygnałów

poddany został zarówno dyskretyzacji w dziedzinie czasu, czyli próbkowaniu

ze stałym krokiem, jak i w dziedzinie wartości, czyli kwantowaniu w kwanty-

zatorach typu roundoff (rys. 2.1) odpowiednio z krokiem q1 oraz q2.

Podczas estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnały x(t) i y(t) są prze-

twarzane do postaci cyfrowych xq1(i) i yq2(i), następnie są opóźniane wzglę-

dem siebie o k próbek, mnożone i uśredniane. Schemat ogólny cyfrowego ana-

lizatora funkcji korelacji wzajemnej przedstawia rysunek 5.5.

Rysunek 5.5. Schemat ogólny cyfrowego analizatora funkcji korelacji wzajemnej

Dokładność estymatora (5.16) może być opisana za pomocą wariancji opi-

sującej losową składową błędu [56, 59, 74]:

V ar
[
R̃qxy(k,M)

]
= E

[
R̃qxy(k,M)

]2−E2
[
R̃qxy(k,M)

]
, (5.17)

oraz obciążenia opisującego systematyczną składową błędu:

b
[
R̃qxy(k,M)

]
= E

[
R̃qxy(k,M)

]
−Rxy(k). (5.18)

Jeżeli obciążenie jest znane, to można je usunąć za pomocą poprawki

do wyniku, w innym przypadku podawane jest w postaci niepewności. Błąd

standardowy (pierwiastek kwadratowy z wariancji estymatora) odpowiada

za niepewność standardową typu A.
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Zastosowanie kwantowania typu roundoff w każdym z dwóch kanałów ko-

relatora jest źródłem obciążenia estymatora [53, 56, 59, 61, 74]:

b
[
R̃qxy(k,M)

]
=
q1
2π

∞∑

i=−∞
i6=0

(−1)i
i

∂Φxy
(
v1 − 2πi/q1, v2

)

∂v2

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

+
q2
2π

∞∑

l=−∞
l 6=0

(−1)l
l

∂Φxy
(
v1, v2 − 2πl/q2

)

∂v1

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

− q1q2
4π2

∞∑

i=−∞
i6=0

∞∑

l=−∞
l 6=0

(−1)i+l
il
Φxy


−2π
q1
i,−2π
q2
l


.

(5.19)

Analiza tego wzoru pozwala stwierdzić, że wartość obciążenia będzie rów-

na zero, jeżeli łączna funkcja charakterystyczna sygnałów x i y oraz jej pochod-

ne spełnią następujące warunki [53, 56, 59, 61, 74]:

Φxy


−2π
q1
i,−2π
q2
l


= 0, (5.20)

∂Φxy
(
v1 − 2πi/q1, v2

)

∂v2

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

= 0,
∂Φxy

(
v1, v2 − 2πl/q2

)

∂v1

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

= 0

(5.21)

∀i 6= 0 oraz ∀l 6= 0.
W [59] wykazano, że jeśli badane sygnały są stacjonarne, to obciążenie cy-

frowego estymatora (5.16) nie zależy od liczby próbek pobranych do analizy.

Zależy natomiast od wartości kroków kwantowania w torach korelatora oraz

postaci funkcji charakterystycznych odpowiadających badanym sygnałom.

Jedną z metod ograniczenia wpływu konwersji a-c na niepewność wyniku

pomiaru jest przetwarzanie sygnału z celowo wprowadzonym, dodatkowym

sygnałem, tzw. sygnałem ditherowym (rys. 5.6).

W procesie estymacji funkcji korelacji wzajemnej z udziałem sygnałów di-

therowych, sygnały d1(t) oraz d2(t) dodawane są do sygnałów przetwarzanych

x(t) oraz y(t). Uzyskane w ten sposób sygnały: x1(t) i y1(t) są następnie prze-

twarzane do postaci cyfrowej x1q1(i∆t) i y1q2(i∆t), opóźniane względem siebie
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o k próbek, mnożone i uśredniane (rys. 5.6). Tak otrzymany estymator przyj-

muje postać [54, 56, 58, 59]:

R̃dxy(k,M) =
1

M

M−1∑

i=0

x1q1(i∆t)y1q2(i∆t+ k∆t). (5.22)

Rysunek 5.6. Cyfrowy analizator funkcji korelacji wzajemnej z sygnałem ditherowym

Wariancję oraz obciążenie estymatora (5.22) można wyrazić za pomocą na-

stępujących wzorów [58, 59]:

V ar
[
R̃dxy(k,M)

]
= E

[
R̃dxy(k,M)

]2−E2
[
R̃dxy(k,M)

]
, (5.23)

b
[
R̃dxy(k,M)

]
= E

[
R̃dxy(k,M)

]
−Rxy(k). (5.24)

W [54, 56, 58, 59, 61] wykazano, że wartość oczekiwana estymatora (5.22)

jest równa łącznemu momentowi drugiego rzędu skwantowanych sygnałów

x1q1 i y1q2:

E
[
R̃dxy(k,M)

]
=
1

M

M−1∑

i=0

E
[
x1q1(i)y1q2(i+ k)

]
= E

[
x1q1y1q2

]
, (5.25)

gdzie x1q1 = x1q2(i) oraz y1q1 = y1q2(i+ k). Ponadto może być wyrażona za po-

mocą łącznej funkcji charakterystycznej:

E
[
R̃dxy(k,M)

]
= −∂

2Φx1qy1q(v1, v2)

∂v1∂v2

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

. (5.26)

Związek pomiędzy funkcją charakterystyczną sygnałów skwantowanych oraz

funkcją charakterystyczną sygnałów nieskwantowanych może być wyznaczo-

ny na podstawie (5.4).
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Jeżeli sygnały ditherowe d1(t) i d1(t) są niezależne od siebie oraz od sygna-

łów x(t) i y(t), to prawdziwa jest zależność [24, 54, 56, 58, 59, 65]:

Φx1y1(v1, v2) = Φxy(v1, v2) · Φd1(v1) · Φd2(v2), (5.27)

gdzie: Φxy(v1, v2),Φd1(v1),Φd2(v2) są funkcjami charakterystycznymi sygnałów:

x i y, d1, d2.

Podczas kwantowania z sygnałem ditherowym wyrażenie na wartość ocze-

kiwaną sygnału wyjściowego korelatora można przedstawić w następujący

sposób [54, 56, 58, 59, 74]:

E
[
R̃dxy(k,M)

]
= E

[
xy
]
+b, (5.28)

gdzie b stanowi obciążenie estymatora i wyraża się następującym wzorem [54,

56, 59, 61, 74]:

b =
q1
2π

∞∑

i=−∞
i6=0

(−1)i
i
Φd1

(
−2π
q1
i

)
∂Φxy

(
v1 − 2πi/q1, v2

)

∂v2

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

+
q2
2π

∞∑

l=−∞
l 6=0

(−1)l
l
Φd2

(
−2π
q2
l

)
∂Φxy

(
v1, v2 − 2πl/q2

)

∂v1

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

−q1q2
4π2

∞∑

i=−∞
i6=0

∞∑

l=−∞
l 6=0

(−1)i+l
il
Φd1

(
−2π
q1
i

)
Φd2

(
−2π
q2
l

)
Φxy


−2π
q1
i,−2π
q2
l


. (5.29)

W [59] wykazano, że poziom błędów estymacji w cyfrowym pomiarze ko-

relacyjnym z sygnałami ditherowymi zależy od: rozdzielczości przetwarzania

a-c, rodzaju i poziomu sygnałów ditherowych oraz od charakterystyk probabi-

listycznych badanych sygnałów. Natomiast obciążenie estymatora z ditherem

nie zależy od liczby próbek pobranych do estymacji.

Warunkiem niewystępowania obciążenia cyfrowego estymatora funkcji

korelacji wzajemnej jest spełnienie przez sygnały pomocnicze d1(t) oraz d2(t)

następujących warunków [54, 56, 58, 59, 61, 74]:

1. założenia o zerowych wartościach średnich,

2. statystycznej niezależności od sygnałów mierzonych i jednego od drugie-

go,
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3. spełnienie przez ich funkcje charakterystyczne następujących warunków:

Φd1


2π
q1
i


= 0 ∀i 6= 0, (5.30)

Φd2


2π
q2
l


= 0 ∀l 6= 0. (5.31)

Obciążenie przyjmie wartość równą zero także, gdy sygnały ditherowe spełnią

następujące warunki [54]:

Φd1(v1) = 0 dla |v1| >
2π

q1
− ǫ, (5.32)

Φd2(v2) = 0 dla |v2| >
2π

q2
− ǫ, (5.33)

gdzie ǫ jest dowolnie małą liczbą dodatnią, zgodnie z teorią kwantowania

wg Widrowa [9]. Jeżeli sygnały ditherowe spełniają powyższe założenia, to skła-

dowa odpowiadająca za udział kwantowania z ditherem w całkowitym błędzie

średniokwadratowym jest odwrotnie proporcjonalna do liczby pobranych pró-

bek. Zwiększenie liczby próbek pobranych do estymacji prowadzi więc do po-

prawy dokładności estymacji [58].

Niestety, stosując przetwarzanie a-c z sygnałem ditherowym należy liczyć

się z występowaniem wariancji. Jeśli sygnały ditherowe dobrane są tak, że es-

tymator (5.22) jest nieobciążony, to wariancja może być wyrażona zależnością

[14, 56]:

V ar
[
R̃dxy(k,M)

]
= V ar1

[
R̃dxy(k,M)

]
+V ar2

[
R̃dxy(k,M)

]
, (5.34)

gdzie:

V ar1
[
R̃dxy(k,M)

]
=
1

M2

M−1∑

i=0

M−1∑

l=0

E
[
x(i) · y(i+ k) · x(l) · y(l+ k)

]
−R2xy(k) (5.35)

jest wariancją korelatora, w którym nie występuje kwantowanie z ditherem,

natomiast:

V ar2
[
R̃dxy(k,M)

]
=
1

M

{
E
[
x21q(0) · y21q(k)

]
−E

[
x2(0) · y2(k)

]}
(5.36)

jest składową wariancji powodowaną kwantowaniem z sygnałem ditherowym.
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Jak wiadomo, wariancja charakteryzuje rozrzut wyników i "generuje" tzw.

niepewność typu A. W przypadku cyfrowej estymacji funkcji korelacji wza-

jemnej matematyczna analiza niepewności typu A jest dość skomplikowana.

Niepewność pomiaru typu A określana jest za pomocą odchylenia standardo-

wego (pierwiastka kwadratowego z wariancji). W pracy [54] dokonano przy-

kładowej analizy wariancji dla przypadku, gdy sygnały ditherowe mają roz-

kład prostokątny. Jeżeli w każdym z dwóch kanałów korelatora do sygnału

przetwarzanego zostanie dodany sygnał ditherowy o rozkładzie prostokątnym,

zerowej wartości średniej i amplitudzie równej połowie kroku kwantowania

przetwornika a-c, to zależność (5.36) przyjmie postać:

V ar2
[
R̃dxy(k,M)

]
=
1

M

{
4q21q

2
2

9
− 2q

2
2

3
· ∂
2

∂v21
Φxy(v1, v2)−

2q21
3
· ∂
2

∂v22
Φxy(v1, v2)+

+
q21q
2
2

4π4

∞∑

i=−∞
i6=0

∞∑

l=−∞
l 6=0

i−2l−2Φxy

(
−2π
q1
i,−2π
q2
l
)}
∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

(5.37)

Natomiast dla sygnałów ditherowych o wartościach międzyszczytowych

równych n - krotnej wartości kroku kwantowania przetworników zależność

(5.36) przyjmie postać:

V ar2
[
R̃dxy(k,M)

]
=
1

M

{
(n4 + 2n2 + 1)q21q

2
2

9
− (n

2 + 1)q22
3

·

· ∂
2

∂v21
Φxy(v1, v2)−

(n2 + 1)q21
3

· ∂
2

∂v22
Φxy(v1, v2)+

+
n2q21q

2
2

4π4

∞∑

i=−∞
i6=0

∞∑

l=−∞
l 6=0

i−2l−2Φxy

(
−2π
q1
i,−2π
q2
l
)}
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(v1,v2)=(0,0)

(5.38)

W [54] wykazano, że:

– zastosowanie sygnałów ditherowych może powodować wzrost wariancji es-

tymatora, co będzie skutkowało zwiększeniem rozrzutu wyników pomia-

rów,

– składowa wariancji wynikająca z przetwarzania a-c z sygnałem ditherowym

jest odwrotnie proporcjonalna do liczbyM próbek sygnału użytych do es-

tymacji,
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– gdyby w wyrażeniu (5.34) dominowała składowa wynikająca z przetwa-

rzania a-c, to k – krotny wzrost liczby próbek spowoduje
√
k – krotne

zmniejszenie niepewności.

Stwierdzono, że istnieją sygnały, dla których zastosowanie przetwarzania a-c

z ditherem o rozkładzie prostokątnym powoduje wzrost wariancji funkcji ko-

relacji wzajemnej. Wzrost ten jest tym większy, im większa jest wartość mię-

dzyszczytowa sygnału ditherowego.

W dalszej części pracy, przy szacowaniu błędów estymacji, zostaną wyzna-

czone: obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej na podstawie zależ-

ności (5.24) oraz niepewność standardowa typu A estymatora funkcji korelacji

wzajemnej na podstawie wzoru:

u
AR̃dxy
(k,M) =

√√√√V ar
[
R̃dxy(k,M)

]

N
, (5.39)

gdzie N jest liczbą powtórzeń pomiaru R̃dxy(k,M).

5.2. Błędy estymacji funkcji autokorelacji

Funkcję autokorelacji ergodycznego i stacjonarnego procesu {x(t)} moż-

na wyznaczyć na podstawie jednej dowolnie wybranej realizacji x(t) procesu

zgodnie z zależnością [7, 9, 59]3:

Rx(τ) = lim
T→∞

1

T

T∫

0

x(t)x(t+ τ)dt. (5.40)

Cyfrowy estymator funkcji autokorelacji można wyrazić wzorem [7, 9, 59]:

R̃qx(k,M) =
1

M

M−1∑

i=0

xq(i∆t)xq(i∆t+ k∆t), (5.41)

gdzie:

– ∆t jest okresem próbkowania,

– M liczbą pobranych próbek,

3 Definicja dotyczy sygnałów o ograniczonej mocy średniej, które są przedmiotem niniej-

szej rozprawy
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– k∆t opóźnieniem.

Podczas estymacji funkcji autokorelacji sygnał x(t) jest przetwarzany

do postaci cyfrowej xq1(i), następnie jest mnożony przez swoją kopię opóź-

nioną o k próbek, a uzyskany wynik jest uśredniany (rys. 5.7).

Rysunek 5.7. Cyfrowy analizator funkcji autokorelacji

Dokładność estymatora funkcji autokorelacji (5.41), tak jak w przypadku

funkcji korelacji wzajemnej, może być opisana za pomocą wariancji estymatora

opisującej przypadkową składową błędu [59, 74]:

V ar
[
R̃qx(k,M)

]
= E

[
R̃qx(k,M)

]2−E2
[
R̃qx(k,M)

]
, (5.42)

oraz obciążenia estymatora opisującego systematyczną składową błędu:

b
[
R̃qx(k,M)

]
= E

[
R̃qx(k,M)

]
−Rx(k). (5.43)

W warunkach niespełnienia założeń twierdzenia Widrowa wartość oczeki-

wana estymatora R̃qx(k,M) jest równa [53, 59]:

E
[
R̃qx(k,M)

]
=




Rx(k) +

q2

12
+ b (k = 0)

Rx(k) + b (k 6= 0),
(5.44)
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gdzie b jest obciążeniem estymatora (5.41) wynikającym z operacji kwantowa-

nia równomiernego i wyraża się wzorem [53, 59]:

b
[
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]
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2π
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(−1)i
i
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Φxx
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(5.45)

Wartość obciążenia (5.45) będzie równa zero, jeżeli funkcja charakterysty-

czna sygnału x oraz jej pochodne spełnią następujące warunki [53, 59]:

Φxx


−2π
q1
i,−2π
q2
l


= 0, (5.46)

∂Φxx
(
v1 − 2πi/q1, v2

)

∂v2

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

= 0,
∂Φxx

(
v1, v2 − 2πl/q2

)

∂v1

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

= 0

(5.47)

∀i 6= 0 oraz ∀l 6= 0.
Za pomocą funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego można wyzna-

czyć wartość średniokwadratową sygnału na podstawie (2.5). Wartość śred-

niokwadratowa skwantowanego równomiernie sygnału xq(t) przyjmuje po-

stać [16, 45, 56, 59, 60, 75]:

E
[
x2q
]
= E

[
x2
]
+
q2

12
+ b, (5.48)

gdzie b stanowi składową obciążenia wyrażoną wzorem:

b =
q

π

∞∑

i=−∞
i6=0

Φ̇x

(
2π

q
i

)
(−1)i+1
i
+
q2

2π2

∞∑

i=−∞
i6=0

Φx

(
2π

q
i

)
(−1)i
i2
. (5.49)

Gdyby został spełniony warunek (5.7), to składowa obciążenia b (pozostała

po uwzględnieniu poprawki Shepparda q2/12) przyjęłaby wartość równą 0.

Obciążenie powodowane kwantowaniem będzie tym większe, im mniejszy
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będzie stosunek dyspersji sygnału do przedziału kwantowania przetworni-

ka [59].

Dodatkowo w [59] przeprowadzono analizę wpływu jednoczesnego próbko-

wania i kwantowania na błędy estymacji. Wykazano, że:

– Wartości względnego błędu standardowego są odwrotnie proporcjonalne

do pierwiastka kwadratowego z liczby próbekM (M ∈
〈
23, 317

〉
). Błędy te

są tym większe, im mniejszy jest stosunek sygnału do szumu (S/N ), z czego

wynika potrzeba wydłużania czasu estymacji w przypadku silnie zakłóco-

nych sygnałów.

– Dla S/N ¬ 10−2 o dokładności estymacji decyduje błąd standardowy czyli

składowa losowa błędu. W przypadku, gdy moc szerokopasmowego za-

kłócenia wielokrotnie przewyższa moc sygnału, błędy estymacji praktycz-

nie nie zależą od liczby poziomów kwantowania, zależą natomiast od licz-

by próbek pobranych do estymacji.

Jedną z metod ograniczenia wpływu konwersji a-c na niepewność wyniku

pomiaru jest konwersja z sygnałem ditherowym oraz uśrednianiem. Zastoso-

wanie takiej konwersji w przypadku autokorelacji oznacza, że do sygnału x(t)

dodawany jest dodatkowy sygnał ditherowy d(t) (rys. 5.8). Uzyskany sygnał

x1(t) jest przetwarzany do postaci cyfrowej x1q(i∆t). Następnie jest on mnożo-

ny przez swoją kopię opóźnioną o k próbek, a wynik mnożenia jest uśredniany.

Uzyskany w ten sposób estymator przyjmuje postać [59]:

R̃dx(k,M) =
1

M

M−1∑

i=0

x1q(i∆t)x1q(i∆t+ k∆t). (5.50)

Zależności na składowe błędu występujące w pomiarze funkcji autoko-

relacji sygnału wraz z sygnałem ditherowym można sformułować wstawiając

do wzorów (5.23) oraz (5.24) wielkości Rx(k) i R̃dx(k,M) w miejsce Rxy(k)

oraz R̃dxy(k,M) [59]:

V ar
[
R̃dx(k,M)

]
= E

[
R̃dx(k,M)

]2−E2
[
R̃dx(k,M)

]
, (5.51)

b
[
R̃dx(k,M)

]
= E

[
R̃dx(k,M)

]
−Rx(k). (5.52)
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Rysunek 5.8. Cyfrowy analizator funkcji autokorelacji z sygnałem ditherowym

W dalszej części pracy, przy szacowaniu błędów estymacji (analogicznie,

jak w przypadku korelacji wzajemnej), zostaną wyznaczone: obciążenie esty-

matora funkcji autokorelacji na podstawie (5.52) oraz niepewność standardo-

wa typu A estymatora funkcji autokorelacji na podstawie wzoru:

u
AR̃dx
(k,M) =

√√√√V ar
[
R̃dx(k,M)

]

N
, (5.53)

gdzie N jest liczbą powtórzeń pomiaru R̃dx(k,M).

W pomiarze wartości średniokwadratowej zastosowano normowanie wzglę-

dem wielkości estymowanej. Względne obciążenie estymatora funkcji autoko-

relacji przyjmuje postać:

δ
R̃dx
(k,M) =

b
[
R̃dx(k,M)

]

Rx(k)
. (5.54)

Natomiast względna niepewność standardowa typu A estymatora funkcji au-

tokorelacji przyjmuje następującą postać:

u
ξR̃dx
(k,M) =

√
V ar

[
R̃dx(k,M)

]

Rx(k)
· 1√
N
. (5.55)

Można wykazać, że wartość oczekiwana estymatora (5.50) funkcji auto-

korelacji jest identyczna jak estymatora uzyskanego ze skwantowanego sy-

gnału x1q i może być wyrażona za pomocą łącznej funkcji charakterystycznej

Φx1qx1q(v1, v2) [59].

Zależności (5.29 – 5.31) nie mają tu zastosowania, ponieważ ten sam dither

występuje w obu sygnałach poddawanych mnożeniu.
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W warunkach odtwarzalności dla kwantowania (spełnienia założeń twier-

dzenia Widrowa) wartość oczekiwana estymatora R̃dx(k,M) jest równa [53, 55,

56, 59]:

E
[
R̃dx(k,M)

]
=




Rx(k) +Rd(k) +

q2

12
(k = 0)

Rx(k) +Rd(k) (k 6= 0).
(5.56)

Ponieważ nie istnieją sygnały rzeczywiste, które dokładnie spełniałyby wa-

runki twierdzenia Widrowa, należy dodatkowo uwzględnić obciążenie b esty-

matora.

Pomiar funkcji autokorelacji może być zrealizowany metodą dwukanałową

z wykorzystaniem korelacji wzajemnej [55, 59, 74]. Metoda ta polega na tym,

że sygnał x(t) podawany jest jednocześnie do obu wejść korelatora (rys. 5.9),

co wymaga rozbudowy analizatora funkcji autokorelacji. Zaletą takiego roz-

wiązania jest to, że błąd estymacji jest mniejszy. Mogą być także stosowane

zależności (5.28) oraz (5.29).

Rysunek 5.9. Cyfrowy analizator funkcji autokorelacji z sygnałem ditherowym z wy-

korzystaniem korelacji wzajemnej

Wartość obciążenia b estymatora wynikającego z operacji kwantowania

równomiernego z sygnałem ditherowym w pomiarze autokorelacji z wykorzy-
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staniem korelacji wzajemnej można wyrazić za pomocą wzoru [55, 59, 74]:

b =
q1
2π

∞∑

i=−∞
i6=0

(−1)i
i
Φd1

(
−2π
q1
i

)
∂Φxx

(
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)

∂v2

∣∣∣∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

+
q2
2π

∞∑

l=−∞
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(−1)l
l
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−2π
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)
∂Φxx
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)
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−q1q2
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(
−2π
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)
Φxx


−2π
q1
i,−2π
q2
l


. (5.57)

Warunkiem niewystępowania obciążenia cyfrowego estymatora funkcji

autokorelacji (tak, jak w przypadku funkcji korelacji wzajemnej) jest spełnienie

przez sygnały pomocnicze d1(t) oraz d2(t) następujących założeń [55, 59, 74]:

1. założenia o zerowych wartościach średnich,

2. statystycznej niezależności od sygnałów mierzonych i jednego od drugie-

go,

3. spełnienie przez ich funkcje charakterystyczne następujących warunków:

Φd1


2π
q1
i


= 0 ∀i 6= 0, (5.58)

Φd2


2π
q2
l


= 0 ∀l 6= 0. (5.59)

Obciążenie przyjmie wartość równą zero także, gdy sygnały ditherowe spełnią

następujące warunki [54]:

Φd1(v1) = 0 dla |v1| >
2π

q1
− ǫ, (5.60)

Φd2(v2) = 0 dla |v2| >
2π

q2
− ǫ, (5.61)

gdzie ǫ jest dowolnie małą liczbą dodatnią, zgodnie z teorią kwantowania

wg Widrowa [9].

Funkcja charakterystyczna sygnału o rozkładzie normalnym z dobrym przy-

bliżeniem spełnia twierdzenia Widrowa i dlatego obciążenie estymatora w po-

miarze wartości średniokwadratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu ze-

rowego) osiąga znaczące poziomy dopiero dla stosunkowo dużych wartości
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kroku kwantowania (q > σ) [59, 60]. Sygnał ten jest łatwiejszy do wygene-

rowania niż inne sygnały ditherowe, a ponadto może występować w układzie

w postaci szumu samoistnego (self-dither) [59]. Dodatkowo w [60] wykazano,

że w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego obcią-

żenie wynikające z niespełnienia przez funkcję charakterystyczną warunku

ograniczonej dziedziny może:

– wielokrotnie przewyższać obciążenie spowodowane nieuwzględnieniem

poprawki Shepparda (q2/12) do wyniku,

– ulec zmniejszeniu w przypadku pomiaru wraz z dodatkowym sygnałem

ditherowym o rozkładzie normalnym.



6. Wpływ kwantowania oraz kwantowania

z sygnałem ditherowym na dokładność

wyznaczania funkcji korelacyjnych –

badania własne

Podczas przeprowadzanych w tym rozdziale badań analitycznych (w pro-

gramie Mathcad) oraz symulacyjnych (za pomocą wirtualnego korelatora) za-

łożono, że:

– rozważania dotyczą niezakłóconych sygnałów badanych,

– przetwarzanie odbywa się za pomocą idealnego przetwornika a-c,

– występują tylko błędy związane z kwantowaniem.

Rozważania dotyczą w szczególności przetworników małobitowych, dla któ-

rych błędy wynikające z obliczeń numerycznych mają mniejszy wpływ na wy-

niki badań w porównaniu z analizą przetworników wielobitowych, co zosta-

nie przedstawione w tym rozdziale.

6.1. Ocena poprawności działania wirtualnego korelatora

W ramach rozprawy doktorskiej wykonano badania symulacyjne z zasto-

sowaniem wirtualnego korelatora (patrz dodatek A) oraz przeprowadzono

szereg analiz matematycznych w programie Mathcad. Jednym z etapów prze-

prowadzonych eksperymentów była ocena poprawności działania wirtualne-

go korelatora. W tym celu wyznaczono wartości względnego obciążenia w po-

miarze wartości średniokwadratowej sygnałów: sinusoidalnego i trójkątnego

bez obecności oraz w obecności sygnałów ditherowych o rozkładach: normal-

nym, równomiernym oraz trójkątnym. Obliczenia wykonano na podstawie
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wzorów: (6.7), (6.14), (6.28), (6.43), (6.59), (6.71), (6.83), (6.94). Badania prze-

prowadzono dla różnej liczby próbek sygnałów M , różnej liczby powtórzeń

eksperymentu N oraz przetworników o różnej rozdzielczości.

Oceny dokładności wirtualnego korelatora dokonano za pomocą wzorów:

δwk =
δ − δM
δM

· 100, (6.1)

δwk_d[GRT ] =
δd[GRT ] − δd[GRT ]M
δd[GRT ]M

· 100, (6.2)

gdzie:

– δwk – różnica w [%] pomiędzy wynikami uzyskanymi w programie Math-

cad oraz za pomocą wirtualnego korelatora,

– δwk_d[GRT ] – różnica w [%] pomiędzy wynikami uzyskanymi w programie

Mathcad oraz za pomocą wirtualnego korelatora – pomiar z udziałem sy-

gnału ditherowego o rozkładzie:

— dG – normalnym,

— dR – równomiernym,

— dT – trójkątnym,

– δ – względne obciążenie – wynik uzyskany z korelatora,

– δM – względne obciążenie – wynik uzyskany w wyniku analizy matema-

tycznej,

– δd[GRT ] – względne obciążenie z sygnałem ditherowym – wynik uzyskany

z korelatora,

– δd[GRT ]M – względne obciążenie z sygnałem ditherowym – wynik uzyskany

w wyniku analizy matematycznej.

W (tab. 6.1 – 6.3) przedstawiono wartości procentowej różnicy δwk oraz

δwk_d[GRT ] pomiędzy wynikami analizy matematycznej i badań symulacyjnych.

Wartości poszczególnych wyników eksperymentu zawarte są w (dodatek B).

Podczas wykonywania badań symulacyjnych z użyciem wirtualnego kore-

latora ważnym zadaniem było odpowiednie dobranie liczby próbek sygnałów

M oraz liczby powtórzeń eksperymentu N , aby wartości (6.1) oraz (6.2) były

jak najmniejsze. W przypadku pomiaru sygnałów przetwarzanych nie było to
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zadanie trudne. Dodatkowo czas wykonywania eksperymentu, w zależności

od ustawionej liczby próbek sygnałów oraz mocy obliczeniowej komputerów,

wynosił od kilku do kilkunastu sekund.

Można stwierdzić, że w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego wzrost liczby próbek sygnału przyczynia się do większej zbieżno-

ści pomiędzy wynikami analizy matematycznej i badań symulacyjnych (tab.

6.1). Podobną zależność można zaobserwować dla sygnału sinusoidalnego

i przetworników co najmniej 10-bitowych. Natomiast stosując przetwornik

6-bitowy otrzyma się podobną zbieżność wyników ustawiając liczbę próbek

o wartościM = 216 orazM = 222. Z kolei dla przetwornika 8-bitowego uzyska

się lepszą zbieżność wyników ustawiając liczbę próbek o wartościM = 219 niż

o wartościM = 222 (tab. 6.1).

Trudniejszym zadaniem jest dobór parametrów N , M w przypadku po-

miaru sygnałów w obecności sygnałów ditherowych. Na przykład, w pomia-

rze wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego i sygnału di-

therowego o rozkładzie równomiernym, im większa jest liczba próbek sygna-

łu, tym mniejszą ilość razy należy powtórzyć eksperyment uzyskując wartość

δwk_dR < 1%, np. dla B = 6:

– M = 216, N = 200 000, δdR = δdRM = −1, 14 · 10−5 (δwk_dR = −2, 6 · 10−1%),

– M = 219, N = 100 000, δdR = δdRM = −1, 14 · 10−5 (δwk_dR = −5, 6 · 10−1%).

Jest to zgodne z intuicją.

Podczas przeprowadzania badań symulacyjnych, dla wartości względne-

go obciążenia δM oraz δd[GRT ]M rzędu 10−8 i mniejszej należy wygenerować

sygnały o dużej liczbie próbek, aby różnice pomiędzy wynikami analizy ma-

tematycznej i badań symulacyjnych były jak najmniejsze (tab. 6.1 – 6.3, kolor

niebieski). W przypadku pomiaru wartości średniokwadratowej sumy sygna-

łu przetwarzanego z sygnałem ditherowym należy dodatkowo zapewnić bar-

dzo dużą liczbę powtórzeń eksperymentu.

Dla przykładu rozważmy względne obciążenie w pomiarze wartości śred-

niokwadratowej sygnału sinusoidalnego z ditherem przy użyciu przetwornika

12-bitowego, ustawieniu liczby próbek sygnałuM = 65 536 oraz powtórzeniu

eksperymentu 50 000 razy:
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– δdTM = 1, 3 · 10−6, δdT = 1, 3 · 10−6, δwk_dT = −1, 2 · 10−1%,

– δdGM = 2, 2 · 10−8, δdG = 2, 8 · 10−8, δwk_dG = 27%,

– δdRM = −3, 2 · 10−10, δdR = −1, 1 · 10−8, δwk_dR = 3, 3 · 103%.

W pomiarze z sygnałem ditherowym o rozkładzie trójkątnym uzyskano naj-

większą wartość modułu względnego obciążenia |δdTM | oraz najmniejszą war-

tość współczynnika δwk_dT . Zaobserwowano, że im mniejsza jest wartość

względnego obciążenia estymatora, tym trudniej jest uzyskać zbieżność po-

między wynikami analizy matematycznej, a wynikami badań symulacyjnych

(tab. 6.2).



Tabela 6.1. Różnice w [%] pomiędzy wartościami względnych obciążeń δ oraz δM w pomiarze wartości średniokwadratowej

sygnału sinusoidalnego i trójkątnego o amplitudach A = 4, 7 V (N = 1)

Sygnał sinusoidalny Sygnał trójkątny

B δwk[%] δwk[%]

M = 216 M = 219 M = 222 M = 105 M = 106 M = 107

6 3, 5 · 10−2 1, 3 · 10−1 5, 8 · 10−2 −6, 2 · 10−1 4, 4 · 10−2 6, 0 · 10−3

8 1, 3 −4, 4 · 10−2 6, 3 · 10−2 −6, 7 −4, 2 · 10−1 −1, 7 · 10−2

10 −13 4, 1 · 10−1 3, 5 · 10−2 30 −4, 2 · 10−1 2, 3 · 10−1

12 30 −4, 3 −2, 9 · 10−1 1, 8 · 102 29 7, 2 · 10−1

14 −2, 9 · 102 12 2, 2 · 10−1 −50 −50 −6, 3
16 −5, 0 · 102 1, 0 · 102 −9, 4 1, 2 · 103 −51 −96
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Tabela 6.2. Różnice w [%] pomiędzy wartościami względnych obciążeń δ oraz δM w pomiarze wartości średniokwadratowej

sumy sygnału sinusoidalnego oraz sygnału ditherowego

δwk_dG[%] δwk_dR[%] δwk_dT [%]

B N = 50 000 N = 100 000 N = 50 000 N = 100 000 N = 50 000 N = 100 000

M = 216 M = 219 M = 216 M = 219 M = 216 M = 219

6 −24 −39 2, 1 −5, 6 · 10−1 7, 3 · 10−2 −1, 4 · 10−3

8 −56 −40 −51 3, 4 7, 8 · 10−2 −3, 2 · 10−4

10 −35 −41 −13 −13 −4, 8 · 10−2 −1, 1 · 10−2

12 27 −54 3, 3 · 103 4, 5 · 102 −1, 2 · 10−1 −6, 0 · 10−2

14 1, 3 · 102 −55 −1, 4 · 104 −8, 9 · 103 9, 6 −7, 2 · 10−2

16 −6, 0 −9, 9 1, 5 · 105 −1, 2 · 104 −2, 0 · 102 −3, 8
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Tabela 6.3. Różnice w [%] pomiędzy wartościami względnych obciążeń δ oraz δM w pomiarze wartości średniokwadratowej sumy

sygnału trójkątnego oraz sygnału ditherowego

δwk_dG[%] δwk_dT [%]

B N = 50 000 N = 50 000 N = 100 000 N = 50 000 N = 50 000 N = 100 000

M = 105 M = 106 M = 106 M = 105 M = 106 M = 106

6 −39 −40 −32 3, 4 · 10−1 9, 8 · 10−2 6, 1 · 10−2

8 27 −43 −5, 8 −2, 2 · 10−1 4, 1 · 10−1 −3, 9 · 10−2

10 −8, 8 · 102 −1, 8 · 102 −2, 4 · 102 1, 2 1, 3 −1, 5 · 10−1

12 1, 1 · 103 −3, 0 · 102 1, 9 · 102 −20 12 1, 0

14 7, 8 · 103 −3, 3 · 103 2, 1 · 103 −26 8, 7 −32
16 4, 0 · 104 1, 1 · 104 4, 5 · 103 1, 3 · 103 −43 −21

Dla sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie równomiernym nie można obliczyć wartości procentowej różnicy

pomiędzy wynikami analizy matematycznej i badań symulacyjnych, ponieważ δdRM = 0.

59
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6.2. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej

wybranych klas sygnałów w obecności sygnału

ditherowego – badania własne

Sygnał sinusoidalny

Sygnałowi sinusoidalnemu o funkcji gęstości rozkładu wartości [37]:

p(x) =





1

π
√
A2 − x2

, |x| ¬ A

0 , |x| > A
(6.3)

odpowiada funkcja charakterystyczna o postaci [24, 60, 65]:

Φx(v) = J0(A · v), (6.4)

gdzie: J0 jest funkcją Bessel’a pierwszego rodzaju 0-rzędu, v = 2π/q.

Pochodna funkcji Φx(v)wyraża się wzorem:

Φ̇x(v) = J̇0(A · v) = −J1(A · v), (6.5)

gdzie J1 jest funkcją Bessel’a pierwszego rodzaju 1-rzędu.

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
= E

[
x2
]
+
q2

12
+ b =

A2

2
+
q2

12
+ b, (6.6)

gdzie b stanowi składową obciążenia.

Podstawiając (6.4) i (6.5) do (5.49) oraz zgodnie z (5.54) dzieląc przez war-

tość średniokwadratową sygnału, czyli przez A2/2 dla sygnału sinusoidalne-

go, otrzymamy wyrażenie na postać analityczną względnego obciążenia esty-

matora wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego w funkcji A/q

[59]:

δ

(
A

q

)
=
b

A2/2
=

= 4 ·
+∞∑

i=1


(−1)i ·

[
1

πi
·
(
A

q

)
−1

·J1(β) +
1

2
·
[
1

πi
·
(
A

q

)
−1]2
·J0(β)

]
,

(6.7)



6.2. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej wybranych klas sygnałów... 61

gdzie β = 2πi
A

q
.

Jak wynika z (rys. 6.1) względne obciążenie estymatora uzyskanego

na podstawie skwantowanej reprezentacji jest (po uwzględnieniu poprawki

Shepparda) oscylacyjnie tłumioną funkcją stosunku A/q i może przyjmować

wartości przewyższające znacznie obciążenie δsh(A/q) wynikające z nie-

uwzględnienia poprawki Shepparda do wyniku [60]:

δsh(A/q) =
1

6

(
A

q

)
−2

(6.8)

0 2 4 6 8
−1

−0.5

0

0.5

1

 A / q

 δ
 (

A
 / 

q)

 δsh(A / q) 

 δ(A / q) 

Rysunek 6.1. Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygna-

łu sinusoidalnego wynikające z niespełnienia warunku odtwarzalności δ(A/q) oraz

niezastosowania poprawki Shepparda δsh(A/q)

Przy przyjętych założeniach dotyczących argumentów funkcji charaktery-

stycznej znalezienie dla zadanej wartości amplitudy sygnału rozwiązania na-

stępującego układu równań:




Φx(v) = 0

Φ̇x(v) = 0
(6.9)

może wymagać zastosowania metod numerycznych. Rozwiązanie analityczne

układu równań (6.9) ze względu na występującą funkcję Bessela będącą skład-

nikiem funkcji charakterystycznej nie jest możliwe.
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Sygnał trójkątny

Sygnałowi trójkątnemu o funkcji gęstości rozkładu wartości [63]:

p(x) =





1

2A
, |x| ¬ A

0 , |x| > A
(6.10)

odpowiada funkcja charakterystyczna o postaci [63]:

Φx(v) =
sin(A · v)
A · v , (6.11)

gdzie v = 2π/q.

Pochodna funkcji Φx(v)wyraża się wzorem:

Φ̇x(v) =
cos(A · v)
v

− sin(A · v)
A · v2 . (6.12)

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
= E

[
x2
]
+
q2

12
+ b =

A2

3
+
q2

12
+ b, (6.13)

gdzie b stanowi składową obciążenia.

Podstawiając (6.11) i (6.12) do (5.49) oraz zgodnie z (5.54) dzieląc przez

wartość średniokwadratową sygnału trójkątnego (A2/3), otrzymamy wyraże-

nie na postać analityczną względnego obciążenia estymatora wartości śred-

niokwadratowej sygnału trójkątnego w funkcji A/q (rys. 6.2) [63]:

δ

(
A

q

)
=
b

A2/3
=

= 3 ·
+∞∑

i=1


(−1)i ·

[(
1

πi
·
(
A

q

)
−1)3
·sin(β)−

(
1

πi
·
(
A

q

)
−1)2
·cos(β)

]
,

(6.14)

gdzie β = 2πi
A

q
.

Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego wynikające z nieuwzględnienia poprawki Shepparda do wyniku

można wyznaczyć na podstawie wzoru:

δsh(A/q) =
1

4

(
A

q

)
−2

. (6.15)
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Funkcja charakterystyczna sygnału trójkątnego Φx(v) posiada miejsca ze-

rowe w punktach A = k · q
2

(k ∈ N \ {0}). Ponieważ dla przyjętych założeń

dotyczących amplitudy sygnału Φ̇x(v) 6= 0, nie można odtworzyć, z dokładno-

ścią do poprawki Shepparda, wartości E
[
x2
]

na podstawie E
[
x2q
]
.

Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego δ(A/q) uzyskanego na podstawie skwantowanej reprezentacji (rys.

6.2), podobnie jak w przypadku pomiaru wartości średniokwadratowej sygna-

łu sinusoidalnego (rys. 6.1), jest oscylacyjnie tłumioną funkcją stosunku A/q.

Można zaobserwować, że δ(A/q) dla takich samych wartości stosunku A/q

osiąga mniejsze wartości dla sygnału trójkątnego niż dla sygnału sinusoidal-

nego.
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Rysunek 6.2. Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego wynikające z niespełnienia warunku odtwarzalności δ(A/q) oraz nieza-

stosowania poprawki Shepparda δsh(A/q)

Jak wynika z (tab. 6.4) wartości względnego obciążenia (6.14) mogą jedynie

nieznacznie przewyższać wartości względnego obciążenia (6.15) wynikające-

go z nieuwzględnienia poprawki Shepparda do wyniku.

Zbadano, że dla A/q > 67 wartość względnego obciążenia wynikające-

go z niezastosowania poprawki Shepparda do wyniku zaczyna nieznacznie

przewyższać wartość względnego obciążenia wynikającego z niespełnienia
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warunku odtwarzalności. Różnice pomiędzy wartościami błędów δ(A/q) oraz

δsh(A/q):

∆δ(A/q) = δ(A/q)− δsh(A/q) (6.16)

są bardzo małe (np. dla A/q = 2048, czyli przetwornika 12-bitowego, są to

wartości rzędu 10−12).

Tabela 6.4. Maksymalne wartości różnic ∆δ(A/q), jakie mogą wystąpić pomiędzy

względnym obciążeniem estymatora wartości średniokwadratowej sygnału trójkąt-

nego wynikającego z niespełnienia warunku odtwarzalności δ(A/q) oraz niezastoso-

wania poprawki Shepparda δsh(A/q)

A/q δ(A/q) δsh(A/q) ∆δ(A/q)

0, 9 3, 4 · 10−1 3, 1 · 10−1 2, 9 · 10−2

1, 96 6, 6 · 10−2 6, 5 · 10−2 1, 4 · 10−3

2, 97 2, 9 · 10−2 2, 8 · 10−2 2, 6 · 10−4

3, 98 1, 6 · 10−2 1, 6 · 10−2 8, 5 · 10−5

4, 98 1, 0 · 10−2 1, 0 · 10−2 3, 2 · 10−5

31, 996 2, 4 · 10−4 2, 4 · 10−4 2, 6 · 10−8

W dalszej części rozprawy zostaną przedstawione m.in. wyniki analiz ma-

tematycznych względnego obciążenia (6.14) dla wartości stosunku A/q odpo-

wiadających przetwornikom o rozdzielczości: 6, 8, 10, 12, 14 i 16 bitów. W tych

konkretnych punktach wartości obciążenia δsh(A/q) wynikającego z nie-

uwzględnienia poprawki Shepparda do wyniku nieznacznie przewyższają

wartości obciążenia δ(A/q)wynikającego z niespełnienia warunku odtwarzal-

ności. Dla przetwornika 6-bitowego (A/q = 32) ∆δ(A/q) = −1, 5 · 10−8, nato-

miast dla przetwornika 16-bitowego (A/q = 32 768) ∆δ(A/q) = −1, 4 · 10−14.
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Dodatkową ilustrację omawianych zagadnień stanowią poniższe wykresy:
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Rysunek 6.3. Względne obciążenie es-

tymatora wartości średniokwadratowej

δ(A/q) oraz δsh(A/q) sygnału sinuso-

idalnego dla A/q = 2 048
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Rysunek 6.4. Względne obciążenie es-

tymatora wartości średniokwadratowej

δ(A/q) oraz δsh(A/q) sygnału trójkątnego

dla A/q = 2 048

Przebieg eksperymentu – pomiar sygnału przetwarzanego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości średniokwa-

dratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego) sygnałów sinuso-

idalnego oraz trójkątnego z zastosowaniem metody bezpośredniej. W celu

zbadania wartości względnego obciążenia przeprowadzono badania symula-

cyjne z użyciem wirtualnego korelatora oraz wykonano obliczenia w progra-

mie Mathcad na podstawie (6.7) oraz (6.14).

Badania symulacyjne przebiegały w ten sposób, że w wirtualnym korela-

torze zostały wygenerowane sygnały o amplitudzie A = 4, 7 lub 4, 9 V i czę-

stotliwości fs = 1 kHz oraz przesunięciu fazowym ϕ = 0. Ustalono liczbę

próbek dla sygnału sinusoidalnego odpowiednio: M = 216, 219. Podczas po-

miaru wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego w przypadku, gdy

liczbę próbek ustalono w ten sam sposób, czyliM = 2x, uzyskano wyniki nie-

zgodne z wynikami analizy matematycznej przeprowadzonej na podstawie

(6.14). Dlatego dla sygnału trójkątnego ustalono liczbę próbek odpowiednio:

M = 105, 106. Sygnały skwantowano kolejno w przetworniku A/C o liczbie
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bitów: B = 6, 8, 10, 12, 14, 16. Wartość kroku kwantowania dobrano zgodnie

z zależnością:

q =
2A

2B
. (6.17)

Przyjęto liczbę powtórzeń eksperymentu N = 1. Do wyznaczania estymato-

rów wartości średniokwadratowej pobierano M próbek z pełnego okresu sy-

gnału.

Po wprowadzeniu do wirtualnego korelatora obliczonych parametrów, do-

konano pomiaru wartości względnego obciążenia określonego na podstawie

zależności:

δ =
R̃qx(0,M)−Rqx(0)

A2/2
, (6.18)

gdzie:

– R̃qx(0,M) jest wartością średniokwadratową skwantowanego sygnału:

R̃qx(0,M) =
1

M

M−1∑

i=0

x2q(i), (6.19)

– Rqx(0) jest wartością dokładną i dla sygnału sinusoidalnego wynosi:

Rqx(0) =
A2

2
+
q2

12
, (6.20)

natomiast dla sygnału trójkątnego jest równa:

Rqx(0) =
A2

3
+
q2

12
. (6.21)

W kolejnych rozdziałach dokonano oceny względnego obciążenia estyma-

tora wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego oraz trójkątnego

powodowanego przetwarzaniem a-c oraz przetwarzaniem a-c z sygnałem di-

therowym.

6.2.1. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z gaussowskim ditherem

Funkcja gęstości prawdopodobieństwa sygnału o rozkładzie normalnym

i zerowej wartości średniej ma następującą postać [24, 37, 63]:

pd(x) =
1

σdG
√
2π
exp

(
− x

2

2σ2dG

)
. (6.22)
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Odpowiadająca jej funkcja charakterystyczna oraz pochodna funkcji cha-

rakterystycznej przyjmują postaci [24, 63]:

ΦdG(v) = exp

(
−1
2
v2σ2dG

)
, (6.23)

Φ̇dG(v) = −σ2dG · v · exp
(
−1
2
v2σ2dG

)
. (6.24)

Dla sygnału sinusoidalnego x(t) występującego w obecności sygnału di-

therowego o rozkładzie normalnym xdG(t), gdzie x(t) oraz xdG(t) są realizacja-

mi statystycznie niezależnych procesów losowych, postać analityczna funkcji

charakterystycznej oraz wyrażenie na jej pochodną przyjmują postaci:

Φz(v) = Φx(v) · ΦdG(v) = J0(A · v) · exp
(
−1
2
v2σ2dG

)
, (6.25)

Φ̇z(v) =

(
−σ2dG · v · J0(A · v)− A · J1(A · v)

)
·exp

(
−1
2
v2σ2dG

)
. (6.26)

Warunkiem dostatecznym odtwarzalności kwantowania wg teorii Widro-

wa jest założenie o ograniczonej dziedzinie funkcji charakterystycznej. Na (rys.

6.5) widać jak w wyniku dodania sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym

o dyspersji σdG = 0, 5q i funkcji charakterystycznej ΦdG(v) do sygnału sinuso-

idalnego o amplitudzie A = 1 i funkcji charakterystycznej Φx(v) otrzymujemy

sygnał z(t) o funkcji charakterystycznej Φz(v) zanikającej szybciej niż Φx(v).

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
=
A2

2
+ σ2dG +

q2

12
+ b, (6.27)

gdzie b jest składową obciążenia.

Podstawiając (6.23) oraz (6.24) do (5.49) oraz dzieląc przez wartość średnio-

kwadratową sygnału sinusoidalnego można wyznaczyć postać analityczną

względnego obciążenia estymatora wartości średniokwadratowej dla sumy
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sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie normalnym w funkcji A/q:

δdG

(
A

q

)
=
b

A2/2
=

= 2 ·
+∞∑

i=1


(−1)i ·

[((
2 · σdG
q
·
(
A

q

)
−1
)2
+β−2

)
·J0(2β) + 2β−1 · J1(2β)

]
·

· exp
(
−2
(
πi
σdG
q

)2)

,

(6.28)

gdzie β = πi
A

q
.
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Rysunek 6.5. Funkcje charakterystyczne: Φx(v) – sygnału sinusoidalnego, ΦdG(v) –

dithera o rozkładzie normalnym oraz Φz(v) będąca ich iloczynem

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości średniokwa-

dratowej sygnału sinusoidalnego w obecności sygnału ditherowego o rozkła-

dzie normalnym z zastosowaniem metody bezpośredniej. W celu zbadania

wartości względnego obciążenia przeprowadzono badania symulacyjne

z użyciem wirtualnego korelatora oraz wykonano obliczenia w programie Ma-

thcad na podstawie (6.28). Oceny względnej niepewności standardowej ty-

pu A dokonano wyłącznie za pomocą wirtualnego korelatora.
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Badania symulacyjne przebiegały w ten sposób, że w wirtualnym korela-

torze zostały wygenerowane sygnały sinusoidalne o amplitudzie A = 4, 7 V

i częstotliwości fs = 1 kHz, przesunięciu fazowym ϕ = 0 oraz ditherowe o roz-

kładzie normalnym i zerowej wartości średniej. Liczba próbek sygnałów wy-

nosiła odpowiednio:M = 216, 219.

Sygnał będący sumą sygnału sinusoidalnego i sygnału ditherowego skwanto-

wano kolejno w przetworniku A/C o liczbie bitów:B = 6, 8, 10, 12, 14, 16. Aby

sygnał z ditherem nie przekroczył zakresu przetwornika, dobrano maksymalną

wartość generowanego sygnału zgodnie z zależnością:

UFS = A+ 3 · σdG_max, (6.29)

gdzie σdG_max jest maksymalną wartością dyspersji sygnału ditherowego rów-

ną 1q [38, 43, 45, 60]. Wartość kroku kwantowania wyznaczono na podstawie

wzoru:

q =
2 · UFS
2B

=
2A

2B − 6 . (6.30)

Przyjęto wartość sygnału ditherowego na poziomie σdG = 0, 5q oraz 1q, ustalono

liczbę powtórzeń eksperymentu N = 50 000, 100 000. Do wyznaczania esty-

matorów wartości średniokwadratowej pobieranoM próbek z pełnego okresu

sygnału.

Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w poniż-

szej tabeli:

Tabela 6.5. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie normalnym

A[V] fs[Hz] ϕ σdG σdG_max M N B

0, 5q, 216 50 000, 6, 8,

4, 7 1 000 0 1q 1q 219 100 000, 10, 12,

500 000 14, 16

Po wprowadzeniu do wirtualnego korelatora obliczonych parametrów, do-

konano pomiaru wartości względnego obciążenia określonego na podstawie

zależności:

δdG =
R̃dx(0, N)−Rdx(0)

A2/2
, (6.31)
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gdzie:

– R̃dx(0, N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji wartości śred-

niokwadratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego) i wyraża

się wzorem:

R̃dx(0, N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(0,M), (6.32)

gdzie R̃dxi(0,M) jest i-tym wynikiem estymacji wartości średniokwadrato-

wej:

R̃dxi(0,M) =
1

M

M−1∑

j=0

x2q,i(j), (6.33)

– Rdx(0) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(0) =
A2

2
+ σ2dG +

q2

12
. (6.34)

Wartość względnej niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uξdG =
2

A2
·

 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(0,M)− R̃dx(0, N)

]2



1
2

, (6.35)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

Jednym z ważnych etapów przeprowadzanych w pracy eksperymentów

było dobranie odpowiedniej wartości poziomu sygnału ditherowego. Na pod-

stawie przeprowadzonych badań literaturowych [43, 45, 60] wartość maksy-

malną sygnału ditherowego ustalono na poziomie σdG_max = q. Względne ob-

ciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału o rozkładzie nor-

malnym wynikające z niespełnienia warunku odtwarzalności osiąga znaczące

poziomy dopiero dla stosunkowo dużych wartości kroku kwantowania (q >

σdGM ) [40, 42, 43].

Na (rys. 6.6) przedstawiono zależność δdGM w funkcji A/q dla σdG = 0, 0, 2q

oraz 0, 5q.

Jak wynika z wykresów względne obciążenie dla sygnału z ditherem osiąga

mniejsze wartości niż dla sygnału bez dithera, a poziom obciążenia zmniejsza

się wraz ze wzrostem wartości skutecznej σdG sygnału ditherowego.
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Rysunek 6.6. δdGM w funkcji A/q dla σdG = 0, 0, 2q oraz 0, 5q, wyniki pomiarów dla

B = 6

Wyznaczając wartość względnego obciążenia (6.28) w pomiarze wartości

średniokwadratowej sumy analizowanych sygnałów dla 6-bitowego prze-

twornika i wartości sygnału ditherowego σdG = 0, 5q oraz 1q otrzymano znacz-

nie różniące się wyniki: rzędu 10−5 oraz 10−12. Przeprowadzono więc badania

symulacyjne z użyciem wirtualnego korelatora dla różnych parametrówN ,M

oraz σdG (tab. 6.6).

Analizując otrzymane wyniki można stwierdzić, że dla σdG = 1q wartość

δdG znacznie różni się od δdGM . Przyjmując taki poziom sygnału ditherowego na-

leżałoby zapewnić bardzo dużą liczbę powtórzeń eksperymentu, aby przepro-

wadzając badania symulacyjne uzyskać wynik zbieżny z modelem matema-

tycznym. Niestety, czas wykonywania takiego eksperymentu wydłużałby się

wraz ze wzrostem liczby powtórzeń. Dodatkowo można zauważyć, że wzrost

poziomu sygnału ditherowego powoduje wzrost względnej niepewności stan-

dardowej typu A uξdG. Podczas dalszych badań przyjęto wartość sygnału di-

therowego na poziomie σdG = 0, 5q.
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Tabela 6.6. Względne obciążenie δdG, δdGM oraz względna niepewność standardowa

typu A uξdG w pomiarze wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego

i dithera o rozkładzie normalnym dla B = 6

N σdG δdG δdGM uξdG

M = 216 = 65 536

50 000 0, 5q 9, 4 · 10−6 1, 2 · 10−5 9, 8 · 10−7

50 000 1q 2, 7 · 10−6 3, 8 · 10−12 1, 8 · 10−6

500 000 1q 6, 2 · 10−7 5, 6 · 10−7

M = 219 = 524 288

100 000 0, 5q 7, 6 · 10−6 1, 2 · 10−5 2, 5 · 10−7

100 000 1q 2, 2 · 10−7 3, 8 · 10−12 4, 4 · 10−7

Na (rys. 2–5, dodatek C, str. 183) przedstawiono wyniki symulacji oraz ana-

lizy matematycznej względnego obciążenia w pomiarze wartości średniokwa-

dratowej sygnału sinusoidalnego oraz względnego obciążenia i względnej nie-

pewności standardowej typu A sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o roz-

kładzie normalnym dla B-bitowych przetworników, liczby próbek sygnałów

M = 219 oraz liczby powtórzeń eksperymentu N = 100 000.

Kwantowanie z sygnałem ditherowym o rozkładzie normalnym wpływa

na zmniejszenie względnego obciążenia wynikającego z niespełnienia przez

funkcję charakterystyczną sygnału warunku ograniczonej dziedziny (rys. 3, 5,

dodatek C, str. 184). Niestety, nie umożliwia odtworzenia wartości średnio-

kwadratowej na podstawie wartości średniokwadratowej sygnału skwanto-

wanego z dokładnością do poprawki Shepparda.

W celu dokładnego zbadania wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie

normalnym na względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej

sumy sygnału sinusoidalnego i ditherowego wprowadzono następujące współ-

czynniki redukcji obciążenia:

PdG =
|δ|
|δdG|
, (6.36)

PdGM =
|δM |
|δdGM |

. (6.37)
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Na podstawie wyników analizy matematycznej można stwierdzić, że sy-

gnał ditherowy o rozkładzie normalnym i σdG = 0, 5q, bez względu na liczbę

bitów zastosowanego przetwornika, powoduje około 100–krotne zmniejszenie

wartości względnego obciążenia (tab. 23, dodatek D, str. 196). Jednak jest także

przyczyną powstawania względnej niepewności standardowej typu A, która

jednak osiąga wartości mniejsze niż wartość względnego obciążenia. Zwięk-

szając liczbę próbek sygnałów można dodatkowo wpłynąć na zmniejszenie

wartości uξdG.

Kwantowanie sygnału sinusoidalnego wraz z sygnałem ditherowym o roz-

kładzie normalnym nie gwarantuje odtworzenia, z dokładnością do poprawki

Shepparda, wartości E[x2] na podstawie wartości E[x2q].

6.2.2. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

Sygnałowi losowemu o rozkładzie równomiernym i funkcji gęstości praw-

dopodobieństwa [63]:

pd(x) =





1

2AdR
, |x| ¬ AdR

0 , |x| > AdR,
(6.38)

gdzie 2AdR jest wartością międzyszczytową sygnału, odpowiada funkcja cha-

rakterystyczna postaci [63, 84]:

ΦdR(v) =
sin(AdR · v)
AdR · v

, (6.39)

Dla sygnału sinusoidalnego x(t)występującego w obecności sygnału dithe-

rowego o rozkładzie równomiernym xdR(t), gdzie x(t) oraz xdR(t) są realizacja-

mi statystycznie niezależnych procesów losowych, postać analityczna funkcji

charakterystycznej oraz wyrażenie na jej pochodną przyjmują postaci:

Φz(v) = Φx(v) · ΦdR(v) = J0(A · v) ·
sin(AdR · v)
AdR · v

, (6.40)

Φ̇z(v) = −J1(A · v) · A ·
sin(AdR · v)
AdR · v

+

+ J0(A · v) ·
(
cos(AdR · v)
v

− sin(AdR · v)
AdR · v2

)
.

(6.41)
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Na (rys. 6.7) widać jak w wyniku dodania sygnału ditherowego o rozkładzie

równomiernym o amplitudzie AdR = 0, 5q i funkcji charakterystycznej ΦdR(v)

do sygnału sinusoidalnego o amplitudzie A = 1 i funkcji charakterystycznej

Φx(v) otrzymujemy sygnał z(t) o funkcji charakterystycznej Φz(v) zanikającej

szybciej niż Φx(v), choć nie z tak dobrym skutkiem, jak funkcja charaktery-

styczna sygnału z ditherem o rozkładzie normalnym (rys. 6.5).
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Rysunek 6.7. Funkcje charakterystyczne: Φx(v) – sygnału sinusoidalnego, ΦdR(v) –

dithera o rozkładzie równomiernym oraz Φz(v) będąca ich iloczynem

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
=
A2

2
+
A2dR
3
+
q2

12
+ b, (6.42)

gdzie b jest składową obciążenia.

Podstawiając (6.40) oraz (6.41) do (5.49) oraz dzieląc przez wartość średnio-

kwadratową sygnału sinusoidalnego otrzymujemy postać analityczną względ-

nego obciążenia estymatora wartości średniokwadratowej dla sumy sygnału
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sinusoidalnego i dithera o rozkładzie równomiernym w funkcji A/q [41]:

δdR

(
A

q

)
=
b

A2/2
=

= 2 ·
+∞∑

i=1


(−1)i · J0(β) · sin

(
2πi
AdR
q

)
·
(
1

πi

)2
·
(
A

q

)
−2

·
(
AdR
q

)
−1

·

·
(
1

πi
− AdR
q
· ctg

(
2πi
AdR
q

)
+
A

q
· J1(β)
J0(β)

)
,

(6.43)

gdzie β = 2πi
A

q

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości średniokwa-

dratowej sygnału sinusoidalnego w obecności sygnału ditherowego o rozkła-

dzie równomiernym i zerowej wartości średniej. Eksperyment został przepro-

wadzony analogicznie jak w (rozdział 6.2.1, str. 68). Wartości parametrów sy-

gnałów oraz przetwarzania a-c podano w (tab. 6.7).

Tabela 6.7. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

A[V] fs[Hz] ϕ AdR, AdR_max[V] M N B

0, 5q, 1q, 212, 214, 1 000, 6, 8,

4, 9 1 000 0 1, 5q, 2q, 216, 218, 25 000, 10, 12,

2, 5q, 3q 219, 220 50 000, 14, 16

100 000,

200 000

Zależność na krok kwantowania przetwornika:

q =
2A

2B − k (6.44)

otrzymano rozwiązując następujący układ równań:




UFS = A+ AdR_max

q =
2 · UFS
2B
,

(6.45)
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gdzie:

– UFS – zakres przetwornika a-c,

– AdR_max – maksymalna wartość amplitudy sygnału ditherowego o rozkładzie

równomiernym wyznaczona na podstawie zależności [45, 60]:

AdR = k ·
q

2
dla k ∈ N \ {0}. (6.46)

W celu zbadania wartości względnego obciążenia wykonano obliczenia

w programie Mathcad na podstawie (6.7) i (6.43) oraz przeprowadzono bada-

nia symulacyjne z użyciem wirtualnego korelatora na podstawie zależności:

δdR =
R̃dx(0, N)−Rdx(0)

A2/2
, (6.47)

gdzie:

– R̃dx(0, N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji wartości śred-

niokwadratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego) i wyraża

się wzorem:

R̃dx(0, N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(0,M), (6.48)

gdzie R̃dxi(0,M) jest i-tym wynikiem estymacji wartości średniokwadrato-

wej:

R̃dxi(0,M) =
1

M

M−1∑

j=0

x2q,i(j), (6.49)

– Rdx(0) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(0) =
A2

2
+
A2dR
3
+
q2

12
. (6.50)

Oceny względnej niepewności standardowej typu A dokonano za pomocą wir-

tualnego korelatora na podstawie zależności:

uξdR =
2

A2
·

 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(0,M)− R̃dx(0, N)

]2



1
2

. (6.51)
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Uzyskane wyniki oraz ich ocena

Na rys. 6.8 przedstawiono wykresy względnego obciążenia estymatora

wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie

równomiernym w funkcji AdR/q wykonane na podstawie wzoru (6.43). W za-

leżności od doboru maksymalnej wartości amplitudyAdR_max względne obcią-

żenie przyjmuje wartości dodatnie lub ujemne.
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Rysunek 6.8. Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym w funkcji AdR/q

Wykresy (rys. 6.8, 6.9) potwierdzają, że wskazany jest dobór amplitudy sy-

gnału ditherowego zgodnie z zależnością (6.46), dla której moduł względnego

obciążenia jest najmniejszy. Nasuwa się jednak pytanie, czy dobór amplitudy

dla dowolnej wartości k ∈ N \ {0} ma wpływ na względną niepewność stan-

dardową typu A (6.51)?

W odpowiedzi na to pytanie przeprowadzono badania symulacyjne wzglę-

dnego obciążenia (6.47) oraz względnej niepewności standardowej typu A

(6.51) w pomiarze wartości średniokwadratowej sumy analizowanych sygna-

łów dla liczby próbek M = 219 oraz liczby powtórzeń eksperymentu N =

100 000. Porównano także wyniki względnego obciążenia uzyskane na drodze

symulacji z wynikami analizy matematycznej na podstawie (6.43) potwierdza-

jąc ich zbieżność.
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Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej (funkcji au-

tokorelacji w zerze) dla sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

równomiernym, po uwzględnieniu poprawki Shepparda, w zależności

od przyjętej wartości AdR_max przyjmuje wartości dodatnie lub ujemne (tab.

6.8).

Tabela 6.8. Względne obciążenie δdRM (AdR/q) oraz δdR(AdR/q), względna niepew-

ność standardowa typu A uξdR(AdR/q) w pomiarze wartości średniokwadratowej sy-

gnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym dla N = 100 000

AdR_max δdRM(0, 5) δdR(0, 5) uξdR(0, 5)

0, 5q 7, 1 · 10−6 6, 9 · 10−6 1, 6 · 10−7

1q −1, 1 · 10−5 −1, 2 · 10−5 1, 6 · 10−7

1, 5q 7, 7 · 10−6 7, 7 · 10−6 1, 7 · 10−7

2q −1, 2 · 10−5 −1, 2 · 10−5 1, 6 · 10−7

2, 5q 8, 4 · 10−6 8, 2 · 10−6 1, 7 · 10−7

3q −1, 3 · 10−5 −1, 4 · 10−5 1, 7 · 10−7
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Rysunek 6.9. a) b) Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sy-

gnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym w funkcjiA/q, przetwor-

nik 6-bitowy
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W zależności od przyjętej wartości AdR_max względna niepewność standar-

dowa typu A przyjmuje wartości 1, 6·10−7 lub 1, 7·10−7. Podczas wykonywania

dalszych badań przyjęto AdR = 0, 5q oraz AdR_max = 1q.

W (tab. 6.9) przedstawiono wartości względnego obciążenia (6.7), (6.43)

obliczonego w programie Mathcad w pomiarze wartości średniokwadratowej

sygnału sinusoidalnego (AdR = 0) oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera

o rozkładzie równomiernym o amplitudzie AdR = 0, 495q, 0, 5q, 0, 505q oraz

B-bitowych przetworników [41].

Tabela 6.9. Względne obciążenie δM (A/q) oraz δdRM (AdR/q) obliczone dla

B-bitowych przetworników oraz różnych wartości AdR (M = 219, N = 100 000)

B δM(A/q) δdRM(AdR/q)

AdR = 0 AdR − 1%AdR AdR = 0, 5q AdR + 1%AdR

6 1, 3 · 10−3 2, 7 · 10−5 −1, 1 · 10−5 −4, 9 · 10−5

8 1, 5 · 10−4 4, 4 · 10−6 −3, 4 · 10−7 −4, 9 · 10−6

10 1, 5 · 10−5 5, 7 · 10−7 −1, 0 · 10−8 −5, 8 · 10−7

12 2, 4 · 10−6 7, 2 · 10−8 −3, 2 · 10−10 −7, 1 · 10−8

14 3, 0 · 10−7 9, 1 · 10−9 −1, 0 · 10−11 −8, 9 · 10−9

16 3, 7 · 10−8 1, 1 · 10−9 −3, 1 · 10−13 −1, 1 · 10−9

Kwantowanie z sygnałem ditherowym o rozkładzie równomiernym znaczą-

co wpływa na wartość względnego obciążenia δdRM (tab. 6.9, kol. 2 i 4). Dodat-

kowo dla B → ∞ δM oraz δdRM → 0. Ze względu na kształt przebiegu funk-

cji δdRM(AdR/q) zmiana poziomu sygnału ditherowego już o 1% może znacznie

wpływać na wartość obciążenia (rys. 6.8, 6.9, tab. 6.9). Podczas rzeczywistych

pomiarów odpowiedni dobór amplitudy sygnału ditherowego nie będzie zada-

niem łatwym.

W (tab. 6.10, 6.11) przedstawiono wyniki δdR oraz uξdRw pomiarze wartości

średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego i ditherowego o rozkładzie

równomiernym dla B = 6 oraz różnej liczby powtórzeń eksperymentu (tab.

6.10) i różnej liczby próbek sygnałów (tab. 6.11).
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Zarówno parametrN , jak iM mają wpływ na wartości analizowanych błę-

dów. Poddając analizie wyniki uzyskane dla M = 216 i N = 50 000 można

zauważyć, że czterokrotne zwiększenie liczby próbek (doM = 218) przy takiej

samej liczbie powtórzeń eksperymentu, jak i czterokrotne zwiększenie liczby

powtórzeń (do N = 200 000) przy takiej samej liczbie próbek sygnału powo-

duje otrzymanie takiej samej wartości uξdR = 3, 1 · 10−7 (tab. 6.10, 6.11). Można

więc dla każdego pomiaru ustalić minimalną wartość parametrów N ,M , aby

uzyskać odpowiednią wartość składowych niepewności. Ponadto błąd uξdR

jest odwrotnie proporcjonalny do
√
M oraz

√
N .

Tabela 6.10. Względne obciążenie δdR oraz względny błąd standardowy uξdR w po-

miarze wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego i ditherowego

o rozkładzie równomiernym dla B = 6,M = 216 oraz różnych wartości N

N δdR uξdR δdRM

1 000 −1, 3 · 10−5 4, 5 · 10−6

25 000 −1, 2 · 10−5 8, 9 · 10−7

50 000 −1, 2 · 10−5 6, 3 · 10−7 −1, 1 · 10−5

100 000 −1, 1 · 10−5 4, 4 · 10−7

200 000 −1, 1 · 10−5 3, 1 · 10−7

Tabela 6.11. Względne obciążenie δdR oraz względny błąd standardowy uξdR w po-

miarze wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego i ditherowego

o rozkładzie równomiernym dla B = 6, N = 50 000 oraz różnych wartościM

M δdR uξdR

212 = 4 096 −1, 3 · 10−5 2, 6 · 10−6

214 = 16 384 −1, 1 · 10−5 1, 3 · 10−6

216 = 65 536 −1, 2 · 10−5 6, 3 · 10−7

218 = 262 144 −1, 1 · 10−5 3, 1 · 10−7

219 = 524 288 −1, 1 · 10−5 2, 2 · 10−7

220 = 1 048 576 −1, 1 · 10−5 1, 6 · 10−7

Na kolejnych wykresach (rys. 6 – 9, dodatek C, str. 185) przedstawiono

wyniki symulacji oraz analizy matematycznej względnego obciążenia w po-
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miarze wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego oraz względne-

go obciążenia i względnej niepewności standardowej typu A sumy sygnału si-

nusoidalnego i dithera o rozkładzie równomiernym dla B-bitowych przetwor-

ników, liczby próbek sygnałówM = 219 oraz liczby powtórzeń eksperymentu

N = 100 000. Potwierdzają one zbieżność wyników analizy matematycznej

i badań symulacyjnych (rys. 6, dodatek C, str. 185).

Kwantowanie z sygnałem ditherowym o rozkładzie równomiernym powo-

duje zmniejszenie wartości względnego obciążenia (rys. 7, dodatek C, str. 186).

Dla przetwornika 10-bitowego δdRM osiąga mniejsze wartości niż w pomiarze

bez udziału sygnału ditherowego z zastosowaniem przetwornika

16-bitowego. Jednak należy pamiętać, że sygnał ditherowy powoduje pojawie-

nie się względnej niepewności standardowej typu A (rys. 8, 9, dodatek C,

str. 186). Dla B → ∞ δdR oraz uξdR → 0. Jak już wcześniej zauważono, można

wpłynąć na zmniejszenie wartości uξdR poprzez zwiększenie parametrów N ,

M , co jednak znacznie wydłuża czas trwania eksperymentu.

Stosując kwantyzatory o większej rozdzielczości (12, 14 i 16-bitów) należy

spodziewać się wystąpienia względnego obciążenia o bardzo małych warto-

ściach rzędu 10−11 oraz 10−13, co podczas wykonywania badań symulacyjnych,

powoduje większe błędy obliczeń oraz rozbieżność pomiędzy wynikami anali-

zy matematycznej oraz badań symulacyjnych (rys. 9, dodatek C,

str. 187). Jednocześnie można zaobserwować, że dla kwantyzatorów o takiej

rozdzielczości względna niepewność standardowa typu A osiąga większą war-

tość niż względne obciążenie.

W celu dokładnego zbadania, jaki wpływ ma sygnał ditherowy o rozkładzie

równomiernym na względne obciążenie wynikające z niespełnienia warun-

ków odtwarzalności dla kwantowania wprowadzono następujące współczyn-

niki redukcji obciążenia:

PdR =
|δ|
|δdR|
, (6.52)

PdRM =
|δM |
|δdRM |

. (6.53)

Przedstawione w (tab. 24, dodatek D, str. 197) wartości współczynników PdR
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oraz PdRM potwierdzają wzrost poprawy dokładności estymacji wartości śred-

niokwadratowej wraz ze wzrostem liczby bitów przetwornika. Stosując sygnał

ditherowy o rozkładzie normalnym, bez względu na liczbę bitów przetworni-

ka, współczynnik PdGM osiągał wartości około 100. Zdaniem autorki, pomimo,

że łączna funkcja charakterystyczna analizowanych sygnałów nie spełnia zało-

żeń twierdzenia Widrowa i nie gwarantuje odtworzenia wartościE[x2] na pod-

stawie E[x2q], to dodanie dithera o rozkładzie równomiernym i amplitudzie

AdR = 0, 5q, w zależności od liczby bitów przetwornika, powoduje zmniej-

szenie wartości względnego obciążenia o dwa, a nawet o trzy lub cztery rzędy

wielkości.

6.2.3. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

Sygnałowi losowemu o rozkładzie trójkątnym i funkcji gęstości prawdopo-

dobieństwa [63, 84]:

pd(x) =





1

AdT

(
1− |x|
AdT

)
, |x| ¬ AdT

0 , |x| > AdT
(6.54)

odpowiada funkcja charakterystyczna postaci [63]:

ΦdT (v) =
2− 2cos(AdT · v)
A2dT · v2

, (6.55)

Na (rys. 6.10) widać, jak w wyniku dodania sygnału ditherowego o rozkła-

dzie trójkątnym o amplitudzie AdT = 1q i funkcji charakterystycznej ΦdT (v)

do sygnału sinusoidalnego o amplitudzie A = 1 i funkcji charakterystycznej

Φx(v) otrzymujemy sygnał z(t) o funkcji charakterystycznej Φz(v) zanikającej

szybciej niż Φx(v), choć nie z tak dobrym skutkiem, jak funkcja charaktery-

styczna sygnału z ditherem o rozkładzie normalnym (rys. 6.5).

Dla sygnału sinusoidalnego x(t) występującego w obecności sygnału di-

therowego o rozkładzie trójkątnym xdT (t), gdzie x(t) oraz xdT (t) są realizacja-

mi statystycznie niezależnych procesów losowych, postać analityczna funkcji

charakterystycznej przyjmuje postać [63]:

Φz(v) = Φx(v) · ΦdT (v) = J0(A · v) ·
2− 2cos(AdT · v)
A2dT · v2

. (6.56)
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Pochodna funkcji charakterystycznej Φz(v)wyraża się wzorem:

Φ̇z(v) = −A · J1(A · v) ·
2− 2cos(AdT · v)
AdT · v

+

+ 2 · J0(A · v) ·
sin(AdT · v)
v

− J0(A · v) ·
2− 2cos(AdT · v)
AdT · v2

.

(6.57)
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Rysunek 6.10. Funkcje charakterystyczne: Φx(v) – sygnału sinusoidalnego, ΦdT (v) –

dithera o rozkładzie trójkątnym oraz Φz(v) będąca ich iloczynem

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
=
A2

2
+
A2dT
6
+
q2

12
+ b, (6.58)

gdzie b jest składową obciążenia.

Podstawiając (6.56) oraz (6.57) do (5.49) oraz dzieląc przez wartość średnio-

kwadratową sygnału sinusoidalnego otrzymujemy postać analityczną względ-

nego obciążenia estymatora wartości średniokwadratowej dla sumy sygnału
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sinusoidalnego i dithera o rozkładzie trójkątnym w funkcji A/q [63]:

δ

(
A

q

)
=
b

A2/2
=

= 2
∞∑

i=1

(−1)i ·
(
1

πi

)3
·
(
AdT
q

)
−2

·
(
A

q

)
−1

·J0(β)·

·

J1(β)
J0(β)

− J1(β)
J0(β)

· cos(α)− sin(α) ·
(
A

q

)
−1

·AdT
q
+

+
3

2

(
A

q

)
−1

· 1
πi
− 3
2

(
A

q

)
−1

· 1
πi
· cos(α)


,

(6.59)

gdzie: α = 2πi
AdT
q

, β = 2πi
A

q
.

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości średniokwa-

dratowej sygnału sinusoidalnego występującego w obecności sygnału dithero-

wego o rozkładzie trójkątnym i zerowej wartości średniej. Eksperyment prze-

prowadzono w analogiczny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). Wartości pa-

rametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c podano w (tab. 6.12).

Tabela 6.12. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

A[V] fs[Hz] ϕ AdT [V] AdT_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 0, 5q, 1q 219 100 000 6, 8, 10, 12, 14, 16

Zależność na krok kwantowania przetwornika:

q =
2A

2B − 2 (6.60)

otrzymano rozwiązując następujący układ równań:




UFS = A+ AdT_max

q =
2 · UFS
2B

AdT_max = k · q dla k = 1,

(6.61)

gdzie UFS jest zakresem przetwornika a-c.
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W celu zbadania wartości względnego obciążenia wykonano obliczenia

w programie Mathcad na podstawie (6.7) i (6.59) oraz przeprowadzono bada-

nia symulacyjne z użyciem wirtualnego korelatora na podstawie zależności:

δdT =
R̃dx(0, N)−Rdx(0)

A2/2
, (6.62)

gdzie:

– R̃dx(0, N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji wartości śred-

niokwadratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego) i wyraża

się wzorem:

R̃dx(0, N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(0,M), (6.63)

gdzie R̃dxi(0,M) jest i-tym wynikiem estymacji wartości średniokwadrato-

wej:

R̃dxi(0,M) =
1

M

M−1∑

j=0

x2q,i(j), (6.64)

– Rdx(0) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(0) =
A2

2
+
A2dT
6
+
q2

12
. (6.65)

Oceny względnej niepewności standardowej typu A dokonano za pomocą wir-

tualnego korelatora na podstawie zależności:

uξdT =
2

A2
·

 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(0,M)− R̃dx(0, N)

]2



1
2

, (6.66)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

Na (rys. 6.11) przedstawiono zależność δdTM w funkcji A/q dla AdT = 0,

0, 2q, 0, 5q oraz 1q. Jak wynika z wykresów, względne obciążenie dla sygnału

z ditherem maleje szybciej niż dla sygnału bez dithera.

Pomimo, że nie jest możliwe dobranie takiej wartości kroku kwantowa-

nia, dla którego zarówno funkcja charakterystyczna sygnału sinusoidalnego

Φx(v) jak i jej pochodna Φ̇x(v) przyjmą wartość równą zero, to w przypadku

sumy sygnału sinusoidalnego oraz ditherowego o rozkładzie trójkątnym zarów-

no Φz(v) oraz Φ̇z(v) przyjmują wartość równą zero dlaAdT = k ·q (k ∈ N \{0}).
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Dlatego wartość względnego obciążenia δdTM dla AdT = k · q także przyjmuje

wartość równą zero.

30 30.5 31 31.5 32 32.5 33
−4

−3

−2

−1

0

1

2
x 10

−3

 A/q

 δ
dT

M

 AdT=0
 A

dT
=0,2q

 A
dT

=0,5q
 A

dT
=1q

Rysunek 6.11. δdTM w funkcji A/q dla AdT = 0, 0, 2q, 0, 5q oraz 1q, wyniki pomiarów

dla B = 6

W poprzednich rozdziałach wykazano, że wzrost poziomu sygnałów di-

therowych o rozkładach: normalnym i równomiernym miał wpływ na wzrost

względnej niepewności standardowej typu A wynikającej z operacji kwanto-

wania.

Rozważmy więc wpływ sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym

na względną niepewność standardową typu A. Zawarte w (tab. 6.13) oraz

przedstawione w formie graficznej (rys. 10, dodatek C, str. 187) wyniki ekspe-

rymentu potwierdzają, że odpowiednim poziomem sygnału ditherowego

o rozkładzie trójkątnym jest wartość 1q, dla której względne obciążenie

δdTM = 0, podczas gdy względna niepewność standardowa typu A osiąga

wartości tego samego rzędu, co dla AdT = 0, 5q.

W (tab. 25, dodatek D, str. 198) przedstawiono w formie tabelarycznej oraz

na (rys. 11, 12, dodatek C, str. 188) w formie graficznej wyniki symulacji oraz

analizy matematycznej względnego obciążenia w pomiarze wartości średnio-

kwadratowej sygnału sinusoidalnego oraz względnego obciążenia i względ-

nej niepewności standardowej typu A sumy sygnału sinusoidalnego i dithera

o rozkładzie trójkątnym o amplitudzie równej q dla B-bitowych przetworni-
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ków, liczby próbek sygnałów N = 219 oraz liczby powtórzeń eksperymentu

M = 100 000.

Wprowadzony współczynnik redukcji obciążenia PdT umożliwia zbadanie

wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym na względne obciążenie

estymatora wartości średniokwadratowej:

PdT =
|δ|
|δdT |
. (6.67)

Poddając analizie wartości względnego obciążenia δdT (rzędu 10−9 i mniej-

sze) oraz współczynnika PdT (2, 6 ·103÷1, 4 ·105) można stwierdzić, że dodanie

sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym (o odpowiednio dobranej warto-

ści w stosunku do kroku kwantowania) do sygnału sinusoidalnego, zapewnia

odtwarzalność wartości średniokwadratowej na podstawie sygnału skwanto-

wanego z dokładnością do poprawki Shepparda q2/12 (tab. 25, dodatek D,

str. 198).

Tabela 6.13. Względne obciążenie δdT (AdT /q) oraz względna niepewność standardo-

wa typu A uξdT (AdT /q) w pomiarze wartości średniokwadratowej sumy sygnału si-

nusoidalnego i ditherowego o rozkładzie trójkątnym,M = 219 = 524 288, N = 100 000

B δdT (0, 5) δdTM(0, 5) uξdT (0, 5) δdT (1) uξdT (1)

6 6, 8 · 10−4 6, 8 · 10−4 1, 3 · 10−7 8, 7 · 10−9 2, 0 · 10−7

8 8, 3 · 10−5 8, 3 · 10−5 3, 3 · 10−8 3, 7 · 10−9 4, 9 · 10−8

10 1, 0 · 10−5 1, 0 · 10−5 8, 2 · 10−9 1, 2 · 10−9 1, 2 · 10−8

12 1, 3 · 10−6 1, 3 · 10−6 2, 0 · 10−9 3, 2 · 10−10 3, 0 · 10−9

14 1, 6 · 10−7 1, 6 · 10−7 5, 1 · 10−10 −8, 8 · 10−11 7, 5 · 10−10

16 1, 9 · 10−8 2, 0 · 10−8 1, 3 · 10−10 −2, 8 · 10−11 1, 9 · 10−10

6.2.4. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z gaussowskim ditherem

Sygnałowi o rozkładzie normalnym, zerowej wartości średniej i funkcji gę-

stości prawdopodobieństwa (6.38, str. 73) odpowiada funkcja charakterystycz-

na postaci (6.39, str. 73) [24, 37, 63]. Dla sygnału trójkątnego x(t) występują-

cego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym xdG(t), gdzie
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x(t) oraz xdG(t) są realizacjami statystycznie niezależnych procesów losowych,

postać analityczna funkcji charakterystycznej oraz wyrażenie na jej pochodną

przyjmują postaci [63]:

Φz(v) = Φx(v) · ΦdG(v) =
sin(A · v)
A · v exp

(
−1
2
v2σ2dG

)
, (6.68)

Φ̇z(v) =
cos(A · v)
v

· exp
(
−1
2
v2σ2dG

)
−σ2dG · sin(A · v)·

· 1
A
exp

(
−1
2
v2σ2dG

)
−sin(A · v) 1

A · v2 exp
(
−1
2
v2σ2dG

)
. (6.69)

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
=
A2

3
+ σ2d +

q2

12
+ b, (6.70)

gdzie b jest składową obciążenia.

Podstawiając (6.68) oraz (6.69) do (5.49) oraz dzieląc przez wartość średnio-

kwadratową sygnału trójkątnego można wyznaczyć postać analityczną względ-

nego obciążenia estymatora wartości średniokwadratowej dla sumy sygnału

trójkątnego i dithera o rozkładzie normalnym w funkcji σdG/q:

δ

(
σdG
q

)
=
b

A2/3
=

= 3
∞∑

i=1

(−1)i · 1
πi

(
A

q

)
−3

·sin(β)exp

−2

(
πi
σdG
q

)2
·

·

2
(
σdG
q

)2
+

(
1

πi

)2
− 1
πi

A

q
ctg(β)


,

(6.71)

gdzie β = 2πi
A

q
.

Warunkiem dostatecznym odtwarzalności kwantowania wg teorii Widro-

wa jest założenie o ograniczonej dziedzinie funkcji charakterystycznej. W wy-

niku dodania sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym o dyspersji

σdG = 0, 5q i funkcji charakterystycznej ΦdG(v) do sygnału trójkątnego o am-

plitudzie A = 1 i funkcji charakterystycznej Φx(v) otrzymujemy sygnał z(t)

o funkcji charakterystycznej Φz(v) zanikającej szybciej niż Φx(v) (rys. 6.12).
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Rysunek 6.12. Funkcje charakterystyczne: Φx(v) – sygnału trójkątnego, ΦdG(v) –

dithera o rozkładzie normalnym oraz Φz(v) będąca ich iloczynem

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości średniokwa-

dratowej sygnału trójkątnego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie

normalnym i zerowej wartości średniej. Eksperyment przeprowadzono w ana-

logiczny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). Poziom sygnału ditherowego oraz

zależność na krok kwantowania przetwornika wyznaczono w (rozdział 6.2.1,

str. 69):

q =
2A

2B − 6 (6.72)

Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w poniższej

tabeli.

Tabela 6.14. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie normalnym

A[V] fs[Hz] ϕ σdG σdG_max M N B

4, 7 1 000 0 0, 5q 1q 106 100 000 6, 8, 10, 12, 14, 16

W celu zbadania wartości względnego obciążenia wykonano obliczenia

w programie Mathcad na podstawie (6.14) i (6.71) oraz przeprowadzono bada-
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nia symulacyjne z użyciem wirtualnego korelatora na podstawie zależności:

δdG =
R̃dx(0, N)−Rdx(0)

A2/3
, (6.73)

gdzie:

– R̃dx(0, N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji wartości śred-

niokwadratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego) i wyraża

się wzorem:

R̃dx(0, N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(0,M), (6.74)

gdzie R̃dxi(0,M) jest i-tym wynikiem estymacji wartości średniokwadrato-

wej:

R̃dxi(0,M) =
1

M

M−1∑

j=0

x2q,i(j), (6.75)

– Rdx(0) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(0) =
A2

3
+ σ2dG +

q2

12
. (6.76)

Wartość względnego błędu standardowego obliczono na podstawie:

uξdG =
3

A2
·

 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(0,M)− R̃dx(0, N)

]2



1
2

, (6.77)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

Na (rys. 6.13) przedstawiono zależność δdGM w funkcji A/q dla σdG = 0,

0, 2q oraz 0, 5q. Jak wynika z wykresów względne obciążenie dla sygnału z di-

therem osiąga mniejsze wartości niż dla sygnału bez dithera, a poziom obciąże-

nia zmniejsza się wraz ze wzrostem wartości skutecznej σdG sygnału dithero-

wego.

Na (rys. 13 – 15, dodatek C, str. 189) przedstawiono w formie graficznej

wyniki symulacji oraz analizy matematycznej względnego obciążenia w po-

miarze wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego oraz względnego

obciążenia i względnej niepewności standardowej typu A sumy sygnału trój-

kątnego i dithera o rozkładzie normalnym dla wartości parametrów sygnału

oraz przetwarzania a-c zawartych w (tab. 6.14).
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Rysunek 6.13. δdGM w funkcji A/q dla σdG = 0, 0, 2q oraz 0, 5q, wyniki pomiarów dla

B = 6

W celu zbadania wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym

na względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału trój-

kątnego, podobnie jak w poprzednich rozdziałach, wprowadzono następujące

współczynniki redukcji obciążenia (tab. 26, dodatek D, str. 199):

PdG =
|δ|
|δdG|
, (6.78)

PdGM =
|δM |
|δdGM |

. (6.79)

Poddając analizie uzyskane wyniki można stwierdzić, że sygnał ditherowy

o rozkładzie normalnym wpływa na poprawę dokładności operacji kwanto-

wania. Bez względu na rozdzielczość kwantyzatora dla σdG = 0, 5q wartość

δdGM jest około 100-krotnie mniejsza od δM . Niestety, dodanie przed operacją

kwantowania sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym do sygnału trój-

kątnego nie umożliwia odtworzenia, z dokładnością do poprawki Sheppar-

da, wartości średniokwadratowej sygnału na podstawie wartości średniokwa-

dratowej sygnału skwantowanego. Dodatkowo kwantowanie z sygnałem di-

therowym jest przyczyną powstawania względnej niepewności standardowej

typu A, która dla przyjętych parametrów N , M , dla przetworników o roz-

dzielczości 10-bitów i większych przewyższa wartość względnego obciąże-

nia. Zwiększając liczbę próbek sygnałów oraz liczbę powtórzeń eksperymentu

można dodatkowo wpłynąć na zmniejszenie wartości uξdG.
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6.2.5. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

Sygnałowi o rozkładzie równomiernym, zerowej wartości średniej i funkcji

gęstości prawdopodobieństwa (6.38, str. 73) odpowiada funkcja charaktery-

styczna postaci (6.39, str. 73) [63, 84]. Dla sumy sygnału trójkątnego x(t) i sy-

gnału ditherowego o rozkładzie równomiernym xdR(t), gdzie x(t) oraz xdR(t)

są realizacjami statystycznie niezależnych procesów losowych, postać anali-

tyczna funkcji charakterystycznej oraz wyrażenie na jej pochodną przyjmują

postaci:

Φz(v) = Φx(v) · ΦdR(v) =
sin(A · v) · sin(AdR · v)

AdR · Av2
, (6.80)

Φ̇z(v) = cos(A · v) ·
sin(AdR · v)
AdR · v2

+ sin(A · v)·

· cos(AdR · v)
A · v2 − 2sin(A · v) · sin(AdR · v)

AdR · A · v3
.

(6.81)

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
=
A2

3
+
A2dR
3
+
q2

12
+ b, (6.82)

gdzie b jest składową obciążenia.

Podstawiając (6.80) oraz (6.81) do (5.49) oraz dzieląc przez wartość średnio-

kwadratową sygnału trójkątnego otrzymujemy postać analityczną względne-

go obciążenia estymatora wartości średniokwadratowej dla sumy sygnału trój-

kątnego i dithera o rozkładzie równomiernym w funkcji AdR/q [41]:

δdR

(
AdR
q

)
=
b

A2/3
=

=
3

2
·
∞∑

i=1

(−1)iα−3
(
AdR
q

)
−1

sin(2α)sin(β)·

·
[
3

2

1

πi
− A
q
ctg(2α)− AdR

q
ctg(β)

]
,

(6.83)

gdzie α = πi
A

q
, β = 2πi

AdR
q

.
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Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości średniokwa-

dratowej sygnału trójkątnego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie

równomiernym i zerowej wartości średniej. Eksperyment przeprowadzono

w analogiczny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). Poziom sygnału dithero-

wego oraz zależność na krok kwantowania przetwornika wyznaczono w (roz-

dział 6.2.2, str. 75):

q =
2A

2B − 2 . (6.84)

Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w poniższej

tabeli.

Tabela 6.15. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

A[V] fs[Hz] ϕ AdR[V] AdR_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 0, 5q 1q 106 100 000 6, 8, 10, 12, 14, 16

W celu zbadania wartości względnego obciążenia wykonano obliczenia

w programie Mathcad na podstawie (6.14) i (6.83) oraz przeprowadzono bada-

nia symulacyjne z użyciem wirtualnego korelatora na podstawie zależności:

δdR =
R̃dx(0, N)−Rdx(0)

A2/3
, (6.85)

gdzie:

– R̃dx(0, N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji wartości śred-

niokwadratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego) i wyraża

się wzorem:

R̃dx(0, N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(0,M), (6.86)

gdzie R̃dxi(0,M) jest i-tym wynikiem estymacji wartości średniokwadrato-

wej:

R̃dxi(0,M) =
1

M

M−1∑

j=0

x2q,i(j), (6.87)

– Rdx(0) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(0) =
A2

3
+
A2dR
3
+
q2

12
. (6.88)
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Oceny względnej niepewności standardowej typu A dokonano za pomocą wir-

tualnego korelatora na podstawie zależności:

uξdR =
3

A2
·

 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(0,M)− R̃dx(0, N)

]2



1
2

. (6.89)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

Na (rys. 6.14) przedstawiono zależność δdRM w funkcji A/q dla różnych

wartości amplitudy sygnału ditherowego.
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Rysunek 6.14. a) b) Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej

sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie równomiernym w funkcji A/q, B = 6

Jak wynika z wykresów, względne obciążenie dla sygnału z ditherem o roz-

kładzie równomiernym osiąga mniejsze wartości niż dla sygnału bez dithera.

Zbadano, że zarówno funkcja charakterystyczna sygnału trójkątnegoΦx(v),

jak i dithera o rozkładzie równomiernym ΦdR(v) posiadają miejsca zerowe

w punktach A = AdR = k ·
q

2
dla k ∈ N \ {0}. Zatem, rozpatrując funkcję

charakterystyczną Φz(v) będącą ich iloczynem uzyskano następujące wyniki:

– Φz(v) = Φx(v) · ΦdR(v) = 0 dla A = AdR = k ·
q

2
,

– Φ̇z(v) = 0 dla A = AdR = k ·
q

2
.

Można zatem stwierdzić, że możliwy jest taki dobór kroku kwantowania, aby

możliwe było, z dokładnością do poprawki Shepparda, odtworzenie warto-
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ści średniokwadratowej sygnału na podstawie wartości średniokwadratowej

sygnału skwantowanego.

Na (rys. 16 – 18, dodatek C, str. 190) przedstawiono wyniki symulacji oraz

analizy matematycznej względnego obciążenia w pomiarze wartości średnio-

kwadratowej sygnału trójkątnego oraz względnego obciążenia i względnej nie-

pewności standardowej typu A sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkła-

dzie równomiernym. Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c

zostały przedstawione w (tab. 6.15). Analogicznie, jak w poprzednich rozdzia-

łach, w (tab. 27, dodatek D, str. 200) podano wartości współczynnika redukcji

obciążenia:

PdR =
|δ|
|δdR|

(6.90)

w celu zbadania wpływu sygnału ditherowego na względne obciążenie estyma-

tora.

Uzyskane wyniki potwierdzają korzystny wpływ sygnału ditherowego o roz-

kładzie równomiernym na wartość względnego obciążenia wynikającego z nie-

spełnienia warunków odtwarzalności dla kwantowania. Dla 6-bitowych prze-

tworników sygnał ditherowy o amplitudzie równej 0, 5q powoduje zmniejsze-

nie jego wartości o trzy rzędy wielkości, natomiast dla 8 i 10-bitowych prze-

tworników o dwa rzędy wielkości.

Ze względu na bardzo małe wartości względnego obciążenia (rzędu 10−9

i mniejszych) wykonywanie badań symulacyjnych powoduje większe błędy

obliczeń oraz rozbieżność pomiędzy wynikami analizy matematycznej i badań

symulacyjnych. Z powodu zerowej wartości względnego obciążenia uzyska-

nego na drodze analizy matematycznej δdRM nie można wyznaczyć wartości

procentowej różnicy pomiędzy wynikami δdRM , a wynikami badań symulacyj-

nych δdR. Dodatkowo, przeprowadzając badania symulacyjne mamy do czy-

nienia z sygnałami pseudolosowymi. Uzyskanie więc wartości zerowej, tak jak

ma to miejsce w przypadku analizy matematycznej modelu, jest niemożliwe.

Podsumowując, można stwierdzić, że stosując małobitowe przetworniki,

dla których wartość względnego obciążenia sygnału trójkątnego jest więk-

sza niż 1 · 10−7, zastosowanie sygnału ditherowego o rozkładzie równomier-
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nym ma swoje uzasadnienie. Powoduje znaczną poprawę dokładności opera-

cji kwantowania, a względna niepewność standardowa typu A osiąga wartości

rzędu 10−7 oraz 10−10 (rys. 17, 18, dodatek C, str. 191).

6.2.6. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

Sygnałowi o rozkładzie trójkątnym, zerowej wartości średniej i funkcji gę-

stości prawdopodobieństwa (6.54, str. 82) odpowiada funkcja charakterystycz-

na postaci (6.55, str. 82) [63, 84].

W wyniku dodania sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym o ampli-

tudzie AdT = 1q i funkcji charakterystycznej ΦdT (v) do sygnału trójkątnego

o amplitudzie A = 1 i funkcji charakterystycznej Φx(v) otrzymujemy sygnał

z(t) o funkcji charakterystycznej Φz(v) zanikającej szybciej niż Φx(v) (rys. 6.15).

Dla sygnału trójkątnego x(t)występującego w obecności sygnału ditherowe-

go o rozkładzie trójkątnym xdT (t), gdzie x(t) oraz xdT (t) są realizacjami staty-

stycznie niezależnych procesów losowych, postać analityczna funkcji charak-

terystycznej jest następująca [63]:

Φz(v) = Φx(v) · ΦdT (v) =
sin(A · v)
A · v · 2− 2cos(AdT · v)

A2dT · v2
. (6.91)

Pochodna funkcji charakterystycznej Φz(v)wyraża się wzorem:

Φ̇z(v) =
cos(A · v) · (2− 2cos(AdT · v))

A2dT · v3
− 3sin(A · v) · (2− 2cos(A · v))

A · A2dT · v4
+

+ 2sin(A · v) · sin(AdTv)
A · AdT · v3

.

(6.92)

Zgodnie z (5.48) wartość średniokwadratowa skwantowanego równomier-

nie sygnału xq(t) przyjmuje postać [59, 60]:

E
[
x2q
]
=
A2

3
+
A2dT
6
+
q2

12
+ b, (6.93)

gdzie b jest składową obciążenia.

Podstawiając (6.91) oraz (6.92) do (5.49) oraz dzieląc przez wartość średnio-

kwadratową sygnału trójkątnego otrzymujemy postać analityczną względne-
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go obciążenia estymatora wartości średniokwadratowej dla sumy sygnału trój-

kątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym w funkcji A/q [63]:

δ

(
A

q

)
=
b

A2/3
=

= 3
∞∑

i=1

(−1)i ·
(
1

πi

)4(
A

q

)
−2(
AdT
q

)
−2

sin(α)·

·

1
2
ctg(α) ·

(
cos(β)− 1

)
−1
2

(
A

q

)
−1

·AdT
q
· sin(β)+

+

(
A

q

)
−1

· 1
πi

(
1− cos(β)

)

,

(6.94)

gdzie α = 2πi
A

q
, β = 2πi

AdT
q

.
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Rysunek 6.15. Funkcje charakterystyczne:Φx(v) – sygnału trójkątnego,ΦdT (v) – dithe-

ra o rozkładzie trójkątnym oraz Φz(v) będąca ich iloczynem

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości średniokwa-

dratowej sygnału trójkątnego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie

trójkątnym i zerowej wartości średniej. Eksperyment przeprowadzono w ana-

logiczny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). Poziom sygnału ditherowego oraz

zależność na krok kwantowania przetwornika wyznaczono w (rozdział 6.2.3,

str. 84):

q =
2A

2B − 2 . (6.95)
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Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w poniższej

tabeli.

Tabela 6.16. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

A[V] fs[Hz] ϕ AdT , AdT_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 1q 106 100 000 6, 8, 10, 12, 14, 16

W celu zbadania wartości względnego obciążenia wykonano obliczenia

w programie Mathcad na podstawie (6.14) i (6.94) oraz przeprowadzono bada-

nia symulacyjne z użyciem wirtualnego korelatora na podstawie zależności:

δdT =
R̃dx(0, N)−Rdx(0)

A2/3
, (6.96)

gdzie:

– R̃dx(0, N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji wartości śred-

niokwadratowej (funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego) i wyraża

się wzorem:

R̃dx(0, N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(0,M), (6.97)

gdzie R̃dxi(0,M) jest i-tym wynikiem estymacji wartości średniokwadrato-

wej:

R̃dxi(0,M) =
1

M

M−1∑

j=0

x2q,i(j), (6.98)

– Rdx(0) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(0) =
A2

3
+
A2dT
6
+
q2

12
. (6.99)

Oceny względnej niepewności standardowej typu A dokonano za pomocą wir-

tualnego korelatora na podstawie zależności:

uξdT =
3

A2
·

 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(0,M)− R̃dx(0, N)

]2



1
2

. (6.100)
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Uzyskane wyniki oraz ich ocena

Na (rys. 6.16) przedstawiono zależność δdTM w funkcji A/q dla AdT = 0,

0, 2q, 0, 5q oraz 1q.
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Rysunek 6.16. δdTM w funkcji A/q dla AdT = 0, 0, 3q, 0, 5q oraz 1q, wyniki pomiarów

dla B = 6

Jak wynika z wykresów, względne obciążenie dla sygnału z ditherem osiąga

mniejsze wartości niż dla sygnału bez dithera. Na podstawie analizy matema-

tycznej stwierdzono, że funkcja charakterystyczna sygnału trójkątnego Φx(v)

posiada miejsca zerowe w punktach A = k · q
2

dla k ∈ N \ {0}. Natomiast

funkcja charakterystyczna sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym ΦdT (v)

posiada miejsca zerowe w punktach AdT = k · q. Zatem, rozpatrując funkcję

charakterystyczną Φz(v) będącą ich iloczynem uzyskano następujące wyniki:

– Φz(v) = Φx(v) · ΦdT (v) = 0 dla A = AdR = k ·
q

2
,

– Φ̇z(v) = 0 dla A = AdR = k · q.
Wartość względnego obciążenia δdTM = 0 dla A = AdT = k · q. Można więc

stwierdzić, że dla sumy analizowanych sygnałów możliwy jest odpowiedni

dobór wartości kroku kwantowania, dla którego można odtworzyć, z dokład-

nością do poprawki Shepparda, wartość E
[
x2
]

na podstawie E
[
x2q
]
.

Na (rys. 19–21, dodatek C, str. 192) przedstawiono w formie graficznej wy-

niki symulacji oraz analizy matematycznej względnego obciążenia w pomia-



100 6. Wpływ kwantowania oraz kwantowania z sygnałem ditherowym... – badania własne

rze wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego oraz względnego obcią-

żenia i względnej niepewności standardowej typu A sumy sygnału trójkątne-

go i dithera o rozkładzie trójkątnym. Wartości parametrów sygnałów oraz prze-

twarzania a-c zostały przedstawione w (tab. 6.16). Wyniki w formie tabelarycz-

nej przedstawiono w (tab. 28, dodatek C, str. 201), gdzie tak jak w poprzednich

rozdziałach, wprowadzono współczynnik redukcji obciążenia umożliwiający

ocenę wpływu sygnału ditherowego na względne obciążenie:

PdT =
|δ|
|δdT |
. (6.101)

Poddając analizie uzyskane wyniki można zauważyć, że w przypadku prze-

tworników 6 ÷ 10-bitowych uzyskuje się poprawę dokładności kwantowania

zmniejszając względne obciążenie o dwa lub dla B = 6 nawet o trzy rzędy

wielkości. Tak, jak w przypadku zastosowania dithera o rozkładzie równo-

miernym, wartość względnego obciążenia uzyskanego w wyniku symulacji

jest różna od zera, pomimo zerowej wartości uzyskanej w wyniku analizy ma-

tematycznej. Na podstawie analizy wartości δdT , δdTM oraz współczynnika PdT

(1, 1 · 102 ÷ 1, 4 · 103) można stwierdzić, że sygnał ditherowy o rozkładzie trój-

kątnym skutecznie eliminuje wpływ błędu wynikającego z operacji kwanto-

wania. Względna niepewność standardowa typu A dla liczby powtórzeń eks-

perymentu N = 100 000 osiąga wartości 1, 8 · 10−7 i mniejsze.

6.2.7. Dokładność estymacji wartości średniokwadratowej sygnału

okresowego z sygnałem ditherowym – porównanie wyników

Przy przyjętych założeniach dotyczących amplitudy sygnału sinusoidal-

nego nie jest możliwe w sposób analityczny znalezienie takiej wartości am-

plitudy, dla której Φx(v) = 0 oraz Φ̇x(v) = 0. Podobnie w przypadku założeń

dotyczących amplitudy sygnału trójkątnego nie jest możliwe znalezienie takiej

wartości amplitudy, dla której Φ̇x(v) = 0. Oznacza to, że nie jest możliwe od-

tworzenie (z dokładnością do poprawki Shepparda) ich wartości średniokwa-

dratowej na podstawie wartości średniokwadratowej sygnału skwantowane-

go. Odpowiedni dobór parametrów sygnału ditherowego kwantowanego wraz
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z sygnałem badanym daje taką możliwość (rys. 6.17), a przynajmniej zapewnia

poprawę dokładności operacji kwantowania (rys. 6.18).

Przeprowadzone badania wykazały, że spośród analizowanych sygnałów

ditherowych, w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalne-

go najlepsze rezultaty uzyskano kwantując sygnał badany z sygnałem o roz-

kładzie trójkatnym, dla którego δdTM = 0 dla AdT = k · q (k ∈ N \ {0}) (rys.

6.17 a)). W przypadku pomiaru sygnału trójkątnego odtworzenie, z dokład-

nością do poprawki Shepparda, wartości E
[
x2
]

na podstawie wartości E
[
x2q
]

umożliwia zarówno kwantowanie z sygnałem ditherowym o rozkładzie trójkąt-

nym i amplitudzie AdT = 1q jak i równomiernym o amplitudzie AdR = 0, 5q

(rys. 6.17 b)).
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Rysunek 6.17. Względne obciążenie δd[GRT ] w pomiarze wartości średniokwadrato-

wej sumy sygnałów: a) sinusoidalnego, b) trójkątnego i ditherów o rozkładach: normal-

nym (G), równomiernym (R) i trójkątnym (T), wyniki dla przetwornika 6-bitowego

Dodatkowo można zaobserwować, że względna niepewność standardowa

typu A bez względu na rodzaj zastosowanego sygnału ditherowego osiąga dla

N = 100 000wartości tego samego rzędu (rys. 6.18).

W (tab. 29, 30, dodatek D, str. 202) zawarto wyniki symulacji względne-

go obciążenia oraz względnej niepewności standardowej typu A w pomiarze

wartości średniokwadratowej sumy sygnałów badanych (sinusoidalnego oraz

trójkątnego) z każdym z trzech analizowanych sygnałów ditherowych.

Ustalono odpowiedni poziom dla każdego z sygnałów ditherowych zgodnie
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z ustaleniami w poprzednich rozdziałach (σdG = 0, 5q, AdR = 0, 5q, AdT = q).

Przyjęto wartość amplitudy sygnału badanego A = 4, 9 V, liczbę próbek sy-

gnałów M = 219 dla sygnałów sinusoidalnych oraz M = 106 dla sygnałów

trójkątnych. Liczba powtórzeń eksperymentu wynosiła N = 100 000.
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Rysunek 6.18. Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygna-

łu sinusoidalnego δ oraz względne obciążenie δd[GRT ] i określona dla N = 100 000

względna niepewność standardowa typu A uξd[GRT ] sumy sygnału sinusoidalnego

i dithera o rozkładach: normalnym (G), równomiernym (R) i trójkątnym (T) – porów-

nanie wyników

Na podstawie uzyskanych wyników (tab. 29, 30, dodatek D, str. 202) stwier-

dzono, że:

– Każdy ze stosowanych sygnałów ditherowych wpływa na zmniejszenie błę-

dów powodowanych kwantowaniem (rys. 6.18).

– Sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym i amplitudzie AdT = 1q skutecz-

niej niż inne badane sygnały ditherowe wpływa na zmniejszenie wartości

względnego obciążenia (w pomiarze z sygnałem sinusoidalnym, dla B = 6

PdT ≈ 1, 4 · 105).
– W pomiarze wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego

i dithera o rozkładzie równomiernym wzrost liczby bitów przetwornika

A/C przyczynia się do skuteczniejszej redukcji wpływu kwantowania

(wartość PdR wzrasta wraz ze wzrostem liczby bitów), w przeciwieństwie
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do sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym (PdG ≈ 1, 6 · 102 dla

B = 6÷ 10) (rys. 6.19).

– Zastosowanie sygnału ditherowego o rozkładzie równomiernym w pomia-

rze z sygnałem trójkątnym powoduje redukcję względnego obciążenia

o dwa, a nawet o trzy rzędy wielkości. Porównywalne efekty można otrzy-

mać w wyniku zastosowania sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym.

– Względna niepewność standardowa typu A bez względu na rodzaj zasto-

sowanego sygnału ditherowego przyjmuje wartości tego samego rzędu.

– Dither o rozkładzie normalnym, stosowany obecnie ze względu na łatwy

sposób wygenerowania, okazuje się być sygnałem najmniej skutecznym

pod względem redukcji obciążenia oraz niepewności typu A.
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Rysunek 6.19. Współczynniki Pd[GRT ] w pomiarze wartości średniokwadratowej su-

my sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładach: normalnym (G), równomiernym (R)

i trójkątnym (T) – porównanie wyników

Na wykresach (rys. 22 – 24, dodatek C, str. 193) przedstawiono histogramy

względnego obciążenia w pomiarze wartości średniokwadratowej sumy sy-

gnału sinusoidalnego z każdym z trzech analizowanych sygnałów ditherowych.

Przyjęto poziom sygnałów ditherowych ustalony w poprzednich rozdziałach

oraz B = 6,M = 216. Dla sumy sygnału sinusoidalnego oraz dithera o rozkła-

dzie normalnym przyjęto liczbę powtórzeń eksperymentu równą N = 10 000,

w pozostałych przypadkach N = 50 000. Można przypuszczać, że w każdym

przypadku względne obciążenie ma rozkład normalny, co wymaga potwier-
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dzenia w dalszych badaniach. Znajomość rozkładu umożliwiłaby w przyszło-

ści określenie niepewności rozszerzonej.

6.3. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji wybranych

klas sygnałów w obecności sygnału ditherowego

– badania własne

Zgodnie z teorią kwantowania wg Widrowa modelowanie błędów para-

metrów i charakterystyk sygnałów wymaga znajomości odpowiadających im

funkcji charakterystycznych. W pracy [63] wykazano, że funkcje charaktery-

styczne można otrzymać na podstawie funkcji gęstości prawdopodobieństwa

rozważanych sygnałów korzystając z następującego twierdzenia [33]:

Twierdzenie

Jeżeli dana jest zmienna losowa T o gęstości f(t) i różnowartościowa funk-

cja x = h(t), to nowa zmienna losowa X ma gęstość:

p(x) = f(h−1(x))
∣∣∣∣
dt

dx

∣∣∣∣, (6.102)

gdzie h−1(x) jest funkcją odwrotną do h(t).

Dla rozważanych w pracy sygnałów, można wykazać, że [63, 73]:

f(h−1(x)) =
ω

π
. (6.103)

Funkcję autokorelacji ergodycznego i stacjonarnego procesu {x(t)} moż-

na wyznaczyć na podstawie jednej dowolnie wybranej realizacji x(t) procesu

zgodnie z zależnością [7, 9, 59]1:

Rx(τ) = lim
T→∞

1

T

T∫

0

x(t)x(t+ τ)dt. (6.104)

1 Definicja dotyczy sygnałów o ograniczonej mocy średniej, które są przedmiotem niniej-

szej rozprawy
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Dla przykładu poddajmy analizie sygnał sinusoidalny wyrażony wzorem:

x = A · sin(ω(t+ τ)). (6.105)

Funkcję odwrotną sygnału sinusoidalnego można wyrazić zależnością:

t = h−1(x) =
1

ω
arcsin

(
x

A

)
−τ. (6.106)

Obliczając pochodną otrzymujemy:

∣∣∣∣
dt

dx

∣∣∣∣=


ωA

(
1− x

2

A2

) 1
2



−1

. (6.107)

Korzystając z (6.102), (6.103) i (6.107) funkcję gęstości odpowiadającą sy-

gnałowi sinusoidalnemu można opisać wzorem:

p(x) =
1

π
√
A2 − x2

. (6.108)

Podobną analizę można przeprowadzić dla sygnału trójkątnego, dla które-

go funkcja gęstości wynosi [63]:

p(x) =
1

2A
. (6.109)

Można zauważyć, że w (6.108) oraz (6.109) nie występuje przesunięcie τ . Za-

tem, stosując teorię kwantowania wg Widrowa, z zastosowaniem funkcji cha-

rakterystycznych, możliwe jest wyznaczenie modeli błędów analizowanych

sygnałów jedynie dla argumentu k = j · π, j ∈ N .

Podczas estymacji funkcji korelacyjnych uzasadnione jest zatem przepro-

wadzenie badań symulacyjnych z zastosowaniem zaproponowanego w pracy

wirtualnego korelatora.

Pomiary zostały przeprowadzone zgodnie z układem (5.8, str. 49) dla po-

szczególnych wartości przesunięć k = ωτ zaznaczonych na (rys. 6.20).
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Rysunek 6.20. Uśredniona funkcja autokorelacji sygnału sinusoidalnego dla B = 6

6.3.1. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego

z gaussowskim ditherem

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości autokorela-

cji sygnału sinusoidalnego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie nor-

malnym i zerowej wartości średniej. Eksperyment przeprowadzono w analo-

giczny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). Poziom sygnału ditherowego oraz

zależność na krok kwantowania przetwornika wyznaczono w (rozdział 6.2.1,

str. 69):

q =
2A

2B − 6 . (6.110)

Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w poniższej

tabeli.

Tabela 6.17. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie normalnym

A[V] fs[Hz] ϕ σdG σdG_max M N B

4, 7 1 000 0 0, 5q 1q 219 100 000 6, 8, 10, 12, 14, 16
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W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne z użyciem wirtualnego korelatora na podstawie zależności:

bdG = R̃dx(k,N)−Rdx(k), (6.111)

gdzie:

– R̃dx(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji autoko-

relacji dla k = 0, 0, 25π, 0, 5π,..., 2π i wyraża się wzorem:

R̃dx(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(k,M), (6.112)

gdzie R̃dxi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji autokorelacji:

R̃dxi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · xq,i(j + k), (6.113)

– Rdx(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(k) =





A2

2
+ σ2dG +

q2

12
, k = 0

A2

2
· cos(k) , k > 0.

(6.114)

Wartość niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uA_dG =


 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(k,M)− R̃dx(k,N)

]2



1
2

. (6.115)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 31 – 36, dodatek E, str. 205) zawarto wyniki autokorelacji sygnału si-

nusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie normal-

nym dla parametrów zawartych w (tab. 6.17). Na ich podstawie można stwier-

dzić, że obciążenie oraz niepewność standardowa typu A są zależne od liczby

bitów przetwornika i maleją wraz ze wzrostem ich wartości

(rys. 6.21 a)).

W pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego dla k > 0,Rxx(k) 6= 0 za-

stosowanie poprawki Shepparda do wyniku umożliwia zmniejszenie wartości

obciążenia b(k) powodowanego kwantowaniem (rys. 6.22).
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Rysunek 6.21. b, bdG oraz uA_dG w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego

oraz jego sumy z ditherem o rozkładzie normalnym a) w funkcji B (k = 0, 25π), b)

w funkcji k (B = 6)
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Rysunek 6.22. Obciążenie w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego

(M = 219, N = 1, B = 6)

Wartość obciążenia, jaka może wystąpić zarówno w pomiarze autokorelacji

sygnału sinusoidalnego oraz jego sumy z ditherem o rozkładzie normalnym

osiąga maksimum dla argumentów k · π (k ∈ N ) (rys. 6.21 b)). W zależności

od rozdzielczości przetwornika, wynosi odpowiednio:

– B = 6 |b(k)| = 1, 3 · 10−2, |bdG(k)| = 8, 9 · 10−5,
– B = 8 |b(k)| = 1, 7 · 10−3, |bdG(k)| = 9, 6 · 10−6,
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– B = 10 |b(k)| = 2, 1 · 10−4, |bdG(k)| = 1, 2 · 10−6,
– B = 12 |b(k)| = 2, 5 · 10−5, |bdG(k)| = 1, 8 · 10−7,
– B = 14 |b(k)| = 3, 7 · 10−6, |bdG(k)| = 2, 1 · 10−8,
– B = 16 |b(k)| = 8, 2 · 10−7, |bdG(k)| = 3, 5 · 10−9.
Natomiast niepewność standardowa typu A osiąga wartości rzędu 10−6 dla

przetworników 6-bitowych oraz rzędu 10−9 dla przetworników 16-bitowych.

W celu zbadania, ile razy sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym zmniej-

sza wartość obciążenia b(k)wprowadzono następujące współczynniki redukcji

obciążenia:

PbdG(k) =
|b(k)|
|bdG(k)|

, (6.116)

PbdGM(0) =
|bM(0)|
|bdGM(0)|

, (6.117)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego,

– bdG(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sumy sygnału sinuso-

idalnego i ditherowego o rozkładzie normalnym,

– bM(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału sinu-

soidalnego, obliczone na podstawie iloczynu względnego obciążenia (6.7)

i wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego (A2/2),

– bdGM(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sumy sy-

gnału sinusoidalnego i ditherowego o rozkładzie normalnym, obliczone

na podstawie iloczynu względnego obciążenia (6.28) i wartości średnio-

kwadratowej sygnału sinusoidalnego (A2/2).

Biorąc pod uwagę uzyskane wyniki można stwierdzić, że sygnał ditherowy

o rozkładzie normalnym oraz σdG = 0, 5q, bez względu na liczbę bitów zasto-

sowanego przetwornika, powoduje zmniejszenie wartości obciążenia o dwa

rzędy wielkości (tab. 31 – 33, dodatek E, str. 205). Zastosowanie sygnału di-

therowego jest także przyczyną powstawania niepewności typu A, która dla

N = 100 000 osiąga wartości mniejsze od wartości obciążenia.
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6.3.2. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego

z ditherem o rozkładzie równomiernym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano, za pomocą wirtualnego korelatora,

serię pomiarów wartości autokorelacji sygnału sinusoidalnego w obecności

sygnału ditherowego o rozkładzie równomiernym i zerowej wartości średniej.

Eksperyment przeprowadzono w analogiczny sposób jak w rozdziale 6.2.1

(str. 68). W wyniku przeprowadzonych badań symulacyjnych (rozdział 6.2.2,

str. 75) ustalono odpowiednią wartość sygnału ditherowego oraz wyznaczono

zależność na krok kwantowania przetwornika:

q =
2A

2B − 2 . (6.118)

Wyboru rozdzielczości przetworników dokonano na podstawie wartości pro-

centowej różnicy pomiędzy względnym obciążeniem estymatora wartości

średniokwadratowej uzyskanym na drodze analizy matematycznej, a względ-

nym obciążeniem uzyskanym w wyniku symulacji w wirtualnym korelatorze

(rozdział 6.1, str. 53). Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c

zawarto w poniższej tabeli.

Tabela 6.18. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji autokore-

lacji sumy sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

A[V] fs[Hz] ϕ AdR[V] AdR_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 0, 5q 1q 219 100 000 6, 8, 10, 12

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdR = R̃dx(k,N)−Rdx(k), (6.119)

gdzie:

– R̃dx(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji autoko-

relacji dla k = 0, 0, 25π, 0, 5π,..., 2π i wyraża się wzorem:

R̃dx(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(k,M), (6.120)
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gdzie R̃dxi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji autokorelacji:

R̃dxi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · xq,i(j + k), (6.121)

– Rdx(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(k) =





A2

2
+
A2dR
3
+
q2

12
, k = 0

A2

2
· cos(k) , k > 0.

(6.122)

Wartość niepewności standardowej typu A wyznaczono na podstawie:

uA_dR =


 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(k,M)− R̃dx(k,N)

]2



1
2

. (6.123)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 37 – 40, dodatek E, str. 211) zawarto wyniki autokorelacji sygnału

sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie rów-

nomiernym. Na ich podstawie można stwierdzić, że obciążenie oraz niepew-

ność standardowa typu A są skorelowane z liczbą bitów przetwornika i maleją

wraz ze wzrostem ich wartości (rys. 6.23 a)).

W pomiarze z sygnałem ditherowym wartość bezwzględna z obciążenia

|bdR(k)| oraz niepewność standardowa typu A uA_dR(k) osiągają maksymalne

wartości dla wartości średniokwadratowej (k = 0). Są zależne od rozdzielczo-

ści przetwornika i wynoszą odpowiednio (rys. 6.23 b)):

– B = 6 |bdR(0)| = 1, 4 · 10−4, uA_dR(0) = 1, 9 · 10−6,
– B = 8 |bdR(0)| = 4, 2 · 10−6, uA_dR(0) = 4, 7 · 10−7,
– B = 10 |bdR(0)| = 1, 1 · 10−7, uA_dR(0) = 1, 2 · 10−7,
– B = 12 |bdR(0)| = 1, 8 · 10−10, uA_dR(0) = 3, 8 · 10−8.

W celu analizy wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie równomiernym

na wartość obciążenia estymatora funkcji autokorelacji sumy analizowanych

sygnałów wprowadzono następujące współczynniki redukcji obciążenia:

PbdR(k) =
|b(k)|
|bdR(k)|

, (6.124)

PbdRM(0) =
|bM(0)|
|bdRM(0)|

, (6.125)

gdzie:
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– b(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego,

– bdR(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sumy sygnału sinuso-

idalnego i ditherowego o rozkładzie równomiernym,

– bM(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału sinu-

soidalnego, obliczone na podstawie iloczynu względnego obciążenia (6.7)

i wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego (A2/2),

– bdRM(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sumy sy-

gnału sinusoidalnego i ditherowego o rozkładzie równomiernym, obliczone

na podstawie iloczynu względnego obciążenia (6.43) i wartości średnio-

kwadratowej sygnału sinusoidalnego (A2/2).
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Rysunek 6.23. b, bdR oraz uA_dR w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego

oraz jego sumy z ditherem o rozkładzie równomiernym a) w funkcji B (k = 0, 25π),

b) w funkcji k (B = 6)

Na podstawie uzyskanych wyników (tab. 37 – 40, dodatek E, str. 211) moż-

na stwierdzić, że sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym w pomiarze

funkcji autokorelacji powoduje zmniejszenie wartości obciążenia powodowa-

nego kwantowaniem. W przeciwieństwie do wyników estymacji wartości śred-

niokwadratowej (k = 0) sygnału sinusoidalnego w obecności sygnału dithero-

wego o rozkładzie normalnym, zastosowanie dithera o rozkładzie równomier-

nym powoduje znaczny wzrost wartości współczynnikaPbdR(0)wraz ze wzro-
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stem rozdzielczości przetwornika (1, 0·102÷1, 5·105). Dodatkowo, dla pozosta-

łych wartości przesunięć (k 6= 0) uzyskuje się dużo lepszą dokładność – od kil-

ku do kilkunastu tysięcy razy zmniejszenie wartości obciążenia (współczyn-

nik PbdR(k)). Niepewność standardowa typu A osiąga wartości rzędu 10−6

dla przetworników 6-bitowych oraz 10−8 dla przetworników 12-bitowych (dla

N = 100 000).

Można więc stwierdzić, że pomimo, iż funkcja charakterystyczna sygnału

ditherowego o rozkładzie równomiernym nie spełnia warunku odtwarzalności

wg Widrowa, to zastosowanie tego sygnału w pomiarze autokorelacji sygnału

sinusoidalnego przyczynia się do znacznego zmniejszenia wartości obciążenia

powodowanego kwantowaniem (dla B = 6 i k = 0 o dwa rzędy wielkości, dla

k 6= 0 o cztery rzędy wielkości; dla B = 12 o trzy rzędy wielkości).

6.3.3. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego

z ditherem o rozkładzie trójkątnym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano za pomocą wirtualnego korelatora se-

rię pomiarów wartości autokorelacji sygnału sinusoidalnego w obecności sy-

gnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym i zerowej wartości średniej. Ekspe-

ryment przeprowadzono w analogiczny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68).

W wyniku przeprowadzonych badań symulacyjnych (rozdział 6.2.3, str. 84)

ustalono odpowiednią wartość sygnału ditherowego oraz wyznaczono zależ-

ność na krok kwantowania przetwornika:

q =
2A

2B − 2 . (6.126)

Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w poniższej

tabeli.

Tabela 6.19. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji autokore-

lacji sumy sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

A[V] fs[Hz] ϕ AdT , AdT_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 1q 219 100 000 6, 8, 10, 12
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W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdT = R̃dx(k,N)−Rdx(k), (6.127)

gdzie:

– R̃dx(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji autoko-

relacji dla k = 0, 0, 25π, 0, 5π,..., 2π i wyraża się wzorem:

R̃dx(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(k,M), (6.128)

gdzie R̃dxi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji autokorelacji:

R̃dxi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · xq,i(j + k), (6.129)

– Rdx(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(k) =





A2

2
+
A2dT
6
+
q2

12
, k = 0

A2

2
· cos(k) , k > 0

(6.130)

Wartość niepewności standardowej typu A wyznaczono na podstawie:

uA_dT =


 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(k,M)− R̃dx(k,N)

]2



1
2

. (6.131)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 41 – 46, dodatek E, str. 215) zawarto wyniki przeprowadzonych

badań symulacyjnych estymacji funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego

oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie trójkątnym.

Na ich podstawie można stwierdzić, że zastosowanie sygnału ditherowego

ma znaczny wpływ na obniżenie wartości obciążenia (rys. 6.24). Niestety, kwan-

towanie z sygnałem ditherowym powoduje pojawienie się niepewności typu A,

która dla przetworników 6-bitowych osiąga wartości rzędu 10−6, natomiast

dla przetworników 16-bitowych rzędu 10−9.
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Wprowadzenie następującego współczynnika redukcji obciążenia:

PbdT (k) =
|b(k)|
|bdT (k)|

, (6.132)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego,

– bdT (k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sumy sygnału sinuso-

idalnego i ditherowego o rozkładzie trójkątnym,

umożliwiło analizę wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym

na wartość obciążenia estymatora funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalne-

go. Wyniki przedstawiono w (tab. 41 – 46, dodatek E, str. 215).
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Rysunek 6.24. b, bdT oraz uA_dT w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego

oraz jego sumy z ditherem o rozkładzie trójkątnym a) w funkcji B (k = 0, 25π), b)

w funkcji k (B = 6)

Ponieważ funkcje charakterystyczne oraz pochodne funkcji charakterystycz-

nych sumy sygnału sinusoidalnego i sygnału o rozkładzie trójkątnym o am-

plitudzie AdT = q przyjmują wartości równe zero, możliwe jest odtworze-

nie, z dokładnością do poprawki Shepparda, wartości średniokwadratowej

na podstawie wartości średniokwadratowej sygnału skwantowanego (rozdział.

6.2.3). W wyniku przeprowadzonych badań symulacyjnych estymacji funkcji

autokorelacji sumy analizowanych sygnałów wartość obciążenia uległa zmniej-

szeniu nawet o pięć rzędów wartości (tab. 41, dodatek E, str. 215). Porów-
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nując wartości obciążenia dla przesunięcia zerowego oraz pozostałych war-

tości k, a także biorąc pod uwagę wartości współczynników PbdTM(0) oraz

PbdT (k) można stwierdzić, że sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym sku-

tecznie zmniejsza obciążenie powodowane kwantowaniem w pomiarze auto-

korelacji sumy analizowanych sygnałów. Niestety, jest także przyczyną poja-

wienia się niepewności typu A, która w zależności od liczby bitów przetworni-

ka, dla liczby powtórzeń eksperymentuN = 100 000 przyjmuje wartości rzędu

10−6 ÷ 10−9.

6.3.4. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego

z gaussowskim ditherem

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości autokorelacji

sygnału trójkątnego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym

i zerowej wartości średniej. Eksperyment przeprowadzono w analogiczny spo-

sób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). Poziom sygnału ditherowego oraz zależność

na krok kwantowania przetwornika wyznaczono w rozdziale 6.2.1 (str. 69):

q =
2A

2B − 6 . (6.133)

Rozdzielczość przetworników dobrano na podstawie wartości procentowej

różnicy pomiędzy względnym obciążeniem estymatora wartości średniokwa-

dratowej uzyskanym na drodze analizy matematycznej, a względnym obcią-

żeniem uzyskanym w wyniku symulacji w wirtualnym korelatorze, dla któ-

rych różnica ta nie przekroczyła 50% (tab. 6.3, rozdział 6.1, str. 59). Wartości

parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w (tab. 6.20).

Tabela 6.20. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji autokore-

lacji sumy sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie normalnym

A[V] fs[Hz] ϕ σdG σdG_max M N B

4, 7 1 000 0 0, 5q 1q 106 100 000 6, 8

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:
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bdT = R̃dx(k,N)−Rdx(k), (6.134)

gdzie:

– R̃dx(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji autoko-

relacji dla k = 0,
1

8
T ,
1

4
T ,
3

8
T ,..., T (dla T = 1/fs) i wyraża się wzorem:

R̃dx(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(k,M), (6.135)

gdzie R̃dxi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji autokorelacji:

R̃dxi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · xq,i(j + k), (6.136)

– Rdx(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(k) =





A2

3
+ σ2dG +

q2

12
, k = 0

Rx(k) , k > 0,
(6.137)

gdzie:

Rx(k) =
1

T

T∫

0

x(t) · x(t+ k∆t)dt, (6.138)

przy czym:

x(t) = 8 · A
π2

∞∑

i=0

(−1)i · sin
[
(2i+ 1) · 2π

T
· t
]

(2i+ 1)2
(6.139)

jest sygnałem trójkątnym o okresie T opisanym z zastosowaniem szeregu

Fouriera.

Wartość niepewności standardowej typu A wyznaczono na podstawie:

uA_dG =


 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(k,M)− R̃dx(k,N)

]2



1
2

. (6.140)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 47, 48, dodatek E, str. 221) zawarto wyniki przeprowadzonych ba-

dań symulacyjnych estymacji funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego oraz

sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie normalnym. Na ich podstawie

stwierdzono, że:
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– sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym ma wpływ na obciążenie estyma-

tora wartości autokorelacji sygnału trójkątnego jedynie dla wartości prze-

sunięcia k = 0,
1

2
T oraz 1T (rys. 6.25),

– dla k = 0,
1

2
T oraz 1T zarówno obciążenie estymatora sygnału trójkątnego

b(k), jak i jego sumy z sygnałem ditherowym bdG(k) zależą od liczby bitów

przetwornika i maleją wraz ze wzrostem ich wartości, np.:

— B = 6, b
(
1

2
T
)
= −3, 6 · 10−3, bdG

(
1

2
T
)
= −1, 2 · 10−5,

— B = 8, b
(
1

2
T
)
= −2, 2 · 10−4, bdG

(
1

2
T
)
= −8, 9 · 10−7,

– dla analizowanych w pracy pozostałych wartości funkcji autokorelacji (
1

8
T ,

3

8
T ,
5

8
T oraz

7

8
T ), bez względu na liczbę bitów przetwornika, moduł obcią-

żenia |bdG(k)| przyjmuje wartość 2, 6 · 10−3 przewyższając wartość modułu

obciążenia |b(k)|,
– niepewność standardowa typu A maleje wraz ze wzrostem liczby bitów

przetwornika i dla N = 100 000 oraz k = 0 osiąga maksymalne wartości

odpowiednio: 2, 3 · 10−6 oraz 5, 3 · 10−7.

W celu dokładniejszej analizy wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie

normalnym na wartość obciążenia estymatora funkcji autokorelacji wprowa-

dzono następujące współczynniki redukcji obciążenia:

PbdG(k) =
|b(k)|
|bdG(k)|

, (6.141)

PbdGM(0) =
|bM(0)|
|bdGM(0)|

, (6.142)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego,

– bdG(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sumy sygnału trójkąt-

nego i dithera o rozkładzie normalnym,

– bM(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału trój-

kątnego, obliczone na podstawie iloczynu względnego obciążenia (6.14)

i wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego (A2/3),

– bdGM(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sumy sy-
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gnału trójkątnego i dithera o rozkładzie normalnym, obliczone na podsta-

wie iloczynu względnego obciążenia (6.71) i wartości średniokwadratowej

sygnału trójkątnego (A2/3).
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Rysunek 6.25. b, bdG oraz uA_dG w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątnego oraz

jego sumy z ditherem o rozkładzie normalnym w funkcji k (B = 6)

Dla przetworników 6-bitowych współczynnik PbdG(k) osiąga kolejno war-

tości:

– PbdG(0) = 1, 4 · 102, (PbdGM(0) = 86),

– PbdG
(
1

2
T
)
= 2, 9 · 102,

– PbdG(T ) = 2, 8 · 102.
Natomiast dla przetworników 8-bitowych współczynnik PbdG(k) przyjmuje

następujące wartości:

– PbdG(0) = 1, 9 · 102, (PbdGM(0) = 1, 1 · 102),
– PbdG

(
1

2
T
)
= 2, 5 · 102,

– PbdG(T ) = 4, 2 · 102

Poddając analizie wartości obciążeń b(k), bdG(k) oraz wartości współczyn-

nika PbdG(k) stwierdza się, że sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym po-

woduje zmniejszenie wartości obciążenia o dwa rzędy wielkości dla k = 0,
1

2
T

oraz 1T .
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Na podstawie przeprowadzonej w poprzednich rozdziałach analizy wy-

ników estymacji wartości średniokwadratowej oraz przedstawionych wyni-

ków w tym rozdziale, stwierdza się, że kwantowanie sygnału pierwotnego

wraz z sygnałem ditherowym o rozkładzie normalnym i dyspersji σdG = 0, 5q

nie gwarantuje odtworzenia wartości funkcji autokorelacji sygnału na podsta-

wie wartości funkcji autokorelacji sygnału skwantowanego. Dodatkowo udo-

wodniono, że sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym w pomiarze z sygna-

łem trójkątnym wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia jedynie dla war-

tości przesunięcia czasowego funkcji autokorelacji k = 0,
1

2
T oraz 1T .

6.3.5. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego

z ditherem o rozkładzie równomiernym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości autokorela-

cji sygnału trójkątnego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie równo-

miernym i zerowej wartości średniej. Eksperyment przeprowadzono w analo-

giczny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). Poziom sygnału ditherowego oraz

zależność na krok kwantowania przetwornika wyznaczono w rozdziale 6.2.2

(str. 75):

q =
2A

2B − 2 . (6.143)

Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w (tab. 6.21).

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdR = R̃dx(k,N)−Rdx(k), (6.144)

gdzie:

– R̃dx(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji autoko-

relacji dla k = 0,
1

8
T ,
1

4
T ,
3

8
T ,..., T (dla T = 1/fs) i wyraża się wzorem:

R̃dx(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(k,M), (6.145)
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gdzie R̃dxi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji autokorelacji:

R̃dxi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · xq,i(j + k), (6.146)

– Rdx(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(k) =





A2

3
+
A2dR
3
+
q2

12
, k = 0

Rx(k) , k > 0,
(6.147)

gdzie:

Rx(k) =
1

T

T∫

0

x(t) · x(t+ k∆t)dt, (6.148)

przy czym:

x(t) = 8 · A
π2

∞∑

i=0

(−1)i · sin
[
(2i+ 1) · 2π

T
· t
]

(2i+ 1)2
(6.149)

jest sygnałem trójkątnym o okresie T opisanym z zastosowaniem szeregu

Fouriera.

Wartość niepewności standardowej typu A wyznaczono na podstawie:

uA_dR =


 1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxi(k,M)− R̃dx(k,N)

]2



1
2

. (6.150)

Tabela 6.21. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji autokore-

lacji sumy sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

A[V] fs[Hz] ϕ AdR[V] AdR_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 0, 5q 1q 106 100 000 6, 8, 10, 12

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 49 – 52, dodatek E, str. 223) zawarto wyniki badań symulacyjnych

estymacji funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego oraz sumy sygnału trójkąt-

nego i dithera o rozkładzie równomiernym. W przeciwieństwie do sygnału di-

therowego o rozkładzie normalnym, sygnał o rozkładzie równomiernym wpły-

wa na wartość obciążenia estymatora funkcji autokorelacji dla wszy-

stkich analizowanych wartości przesunięć (rys. 6.26).
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Rysunek 6.26. b, bdR oraz uA_dR w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątnego oraz

jego sumy z ditherem o rozkładzie równomiernym w funkcji k (B = 6)

W celu dokładniejszej analizy wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie

równomiernym na wartość obciążenia estymatora funkcji autokorelacji sygna-

łu trójkątnego wprowadzono następujący współczynnik redukcji obciążenia:

PbdR(k) =
|b(k)|
|bdR(k)|

, (6.151)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego,

– bdR(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sumy sygnału trójkąt-

nego i dithera o rozkładzie równomiernym.

Poddając analizie wartości obciążenia |bdR(k)| oraz niepewności standar-

dowej typu A uA_dR(k) estymatora funkcji autokorelacji sumy sygnału trójkąt-

nego oraz dithera o rozkładzie równomiernym można zauważyć, że zgodnie

z wynikami uzyskanymi w poprzednich rozdziałach, wartości błędów zazwy-

czaj osiągają maksymalne wartości w pomiarze wartości średniokwadratowej

(k = 0). Dla poszczególnych rozdzielczości przetworników wynoszą one od-

powiednio (dla N = 100 000):

– B = 6, |bdR(0)| = 2, 8 · 10−6, uA_dR(0) = 1, 6 · 10−6,
– B = 8, |bdR(0)| = 5, 5 · 10−7, uA_dR(0) = 4, 0 · 10−7,
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– B = 10, |bdR(0)| = 6, 7 · 10−8, uA_dR(0) = 9, 9 · 10−8,
– B = 12,

∣∣∣∣bdR
(
1

8
T
)∣∣∣∣= 1, 6 · 10−8, uA_dR(0) = 2, 5 · 10−8.

Analizując wartości współczynnika PbdR(k) dla przetworników 6 ÷ 10 bito-

wych można stwierdzić, że sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym po-

woduje zmniejszenie wartości obciążenia o dwa, a nawet o trzy rzędy wielko-

ści (tab. 49 – 51, dodatek E, str. 223).

Na podstawie wyników przeprowadzonych badań symulacyjnych stwier-

dzono, że sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym w pomiarze funkcji

autokorelacji wraz z sygnałem trójkątnym powoduje znaczne zmniejszenie

wartości obciążenia.

Można więc stwierdzić, że pomimo, iż funkcja charakterystyczna sygnału

ditherowego o rozkładzie równomiernym i amplitudzie AdR = 0, 5q nie spełnia

warunku odtwarzalności wg Widrowa, to zastosowanie tego sygnału w po-

miarze autokorelacji sygnału trójkątnego przyczynia się do znacznego zmniej-

szenia wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem. Dodatkowo sy-

gnał ten skuteczniej wpływa na obniżenie wartości obciążenia niż dither o roz-

kładzie normalnym, który ze względu na redukcję wartości obciążenia, okazał

się skuteczny jedynie dla wartości przesunięcia czasowego funkcji autokorela-

cji k = 0,
1

2
T oraz 1T .

6.3.6. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego

z ditherem o rozkładzie trójkątnym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości autokorela-

cji sygnału trójkątnego w obecności sygnału ditherowego o rozkładzie trójkąt-

nym i zerowej wartości średniej. Eksperyment przeprowadzono w analogicz-

ny sposób jak w rozdziale 6.2.1 (str. 68). W wyniku przeprowadzonych badań

symulacyjnych (rozdział 6.2.3, str. 84) ustalono odpowiednią wartość sygnału

ditherowego oraz wyznaczono zależność na krok kwantowania przetwornika:

q =
2A

2B − 2 . (6.152)
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Wartości parametrów sygnałów oraz przetwarzania a-c zawarto w (tab. 6.22).

Tabela 6.22. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji autokore-

lacji sumy sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

A[V] fs[Hz] ϕ AdT , AdT_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 1q 106 100 000 6, 8, 10, 12

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdT = R̃dx(k,N)−Rdx(k), (6.153)

gdzie:

– R̃dx(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji autoko-

relacji dla k = 0,
1

8
T ,
1

4
T ,
3

8
T ,..., T (dla T = 1/fs) i wyraża się wzorem:

R̃dx(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxi(k,M), (6.154)

gdzie R̃dxi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji autokorelacji:

R̃dxi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · xq,i(j + k), (6.155)

– Rdx(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdx(k) =





A2

3
+
A2dT
6
+
q2

12
, k = 0

Rx(k) , k > 0,
(6.156)

gdzie:

Rx(k) =
1

T

T∫

0

x(t) · x(t+ k∆t)dt, (6.157)

przy czym:

x(t) = 8 · A
π2

∞∑

i=0

(−1)i · sin
[
(2i+ 1) · 2π

T
· t
]

(2i+ 1)2
(6.158)

jest sygnałem trójkątnym o okresie T opisanym z zastosowaniem szeregu

Fouriera.
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Wartość niepewności standardowej typu A wyznaczono na podstawie:

uA_dT =


 1
N

N∑

i=1

[
R̃dxi(k,M)− R̃dx(k,N)

]2



1
2

. (6.159)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 53 – 56, dodatek E, str. 227) zawarto wyniki przeprowadzonych

badań symulacyjnych estymacji funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego oraz

sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym. Na ich podstawie

wyciągnięto następujące wnioski:

– zastosowanie sygnału ditherowego ma istotny wpływ na obniżenie wartości

obciążenia estymatora funkcji autokorelacji (rys. 6.27),

– zarówno wartość obciążenia, jak i niepewność standardowa typu A esty-

macji funkcji autokorelacji sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym zależą od liczby bitów przetwornika i maleją wraz ze wzrostem

ich wartości; w zależności od rozdzielczości przetwornika osiągają nastę-

pujące maksymalne wartości dla N = 100 000:

— B = 6, |bdT (k)| = 8, 4 · 10−7, uA_dT (k) = 2, 0 · 10−6,
— B = 8, |bdT (k)| = 5, 3 · 10−7, uA_dT (k) = 4, 9 · 10−7,
— B = 10, |bdT (k)| = 8, 0 · 10−8, uA_dT (k) = 1, 2 · 10−7,
— B = 12, |bdT (k)| = 2, 8 · 10−8, uA_dT (k) = 3, 0 · 10−8,
W (tab. 53 – 56, dodatek E, str. 227) podano również wartości współczyn-

nika redukcji obciążenia, którego celem jest dokładniejsza analiza wpływu sy-

gnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym na wartość obciążenia estymatora:

PbdT (k) =
|b(k)|
|bdT (k)|

, (6.160)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sygnału trójkątnego,

– bdT (k) – obciążenie estymatora funkcji autokorelacji sumy sygnału trójkąt-

nego i dithera o rozkładzie trójkątnym.

Poddając analizie wyniki badań symulacyjnych dla przetwornika 6-bito-

wego, dla którego wartość obciążenia estymacji sygnału trójkątnego jest naj-
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większa, stwierdza się, że sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym i ampli-

tudzie AdT = 1q znacznie ogranicza wpływ operacji kwantowania na war-

tość obciążenia estymatora zmniejszając tę wartość aż o cztery rzędy wielko-

ści. Zwiększenie liczbę próbek sygnałów lub powtórzeń eksperymentu mo-

że dodatkowo wpłynąć na zmniejszenie obciążenia, co np. dla przetwornika

12-bitowego pozwoliłoby uzyskać lepsze wyniki (tab. 56, dodatek E,

str. 230).
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Rysunek 6.27. b, bdT oraz uA_dT w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątnego oraz

jego sumy z ditherem o rozkładzie trójkątnym w funkcji k (B = 6)

Podsumowując, można więc stwierdzić, że zgodnie z teorią kwantowania

wg Widrowa, sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym dla odpowiednio do-

branej wartości kroku kwantowania, umożliwia odtworzenie wartości funkcji

autokorelacji sygnału trójkątnego na podstawie wartości funkcji autokorelacji

sygnału skwantowanego. Korzyści z zastosowania sygnału ditherowego są tym

większe im mniejsza jest rozdzielczość przetwornika A/C.

6.3.7. Dokładność estymacji funkcji autokorelacji sygnału okresowego

z sygnałem ditherowym – porównanie wyników

Przeprowadzone badania symulacyjne wykazały, że odpowiedni dobór pa-

rametrów sygnału ditherowego kwantowanego wraz z sygnałem badanym mo-
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że spowodować znaczne ograniczenie wpływu kwantowania na obciążenie

estymatora funkcji autokorelacji.

Na podstawie uzyskanych wyników wyciągnięto następujące wnioski:

– uwzględnienie poprawki Shepparda w pomiarze sygnału sinusoidalnego

wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia powodowanego kwantowa-

niem,

– zastosowanie sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym i dyspersji

σdG = 0, 5q w pomiarze z sygnałem sinusoidalnym, bez względu na war-

tość przesunięcia k oraz liczbę bitów przetwornika, prowadzi do zmniej-

szenia wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem o dwa rzędy

wielkości,

– sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym i amplitudzie AdR = 0, 5q

w pomiarze z sygnałem sinusoidalnym dlaB = 6 i k = 0 powoduje zmniej-

szenie wartości obciążenia o dwa rzędy wielkości oraz o cztery rzędy wiel-

kości dla pozostałych wartości przesunięcia k; dla 10-bitowego przetwor-

nika sygnał ten powoduje zmniejszenie wartości obciążenia o trzy rzędy

wielkości bez względu na wartość przesunięcia,

– sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym i amplitudzie AdT = 1q w pomia-

rze z sygnałem sinusoidalnym powoduje zmniejszenie wartości obciążenia

o co najmniej cztery rzędy wielkości dla przetworników 6 ÷ 12 bitowych

oraz o trzy rzędy wielkości dla przetworników 14 i 16 bitowych,

– sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym wpływa na zmniejszenie warto-

ści obciążenia jedynie dla wartości przesunięcia czasowego funkcji autoko-

relacji sygnału trójkątnego równego 0,
1

2
T oraz 1T , gdzie T jest okresem

sygnału; zastosowanie pozostałych sygnałów ditherowych, analizowanych

w pracy, pozwala osiągnąć większą redukcję wartości obciążenia (tab. 6.28),

– niepewność standardowa typu A, podobnie jak obciążenie, maleje wraz

ze wzrostem liczby bitów przetwornika i dla przetwornika 6-bitowego osią-

ga wartości rzędu 10−6 bez względu na rodzaj stosowanego dithera

(dla N = 100 000).

Na (rys. 6.28) przedstawiono w formie graficznej wartości współczynni-
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ków: PbdG, PbdR, PbdT (tab. 31, 37, 41, 47, 49, 53, dodatek E) będących ilorazem

modułu obciążenia estymatora funkcji autokorelacji sygnału badanego a) si-

nusoidalnego, b) trójkątnego i modułu obciążenia estymatora funkcji autoko-

relacji sumy sygnału badanego z sygnałem ditherowym.

Podsumowując można stwierdzić, że spośród analizowanych sygnałów di-

therowych, zarówno w pomiarze funkcji autokorelacji sygnału sinusoidalnego,

jak i trójkątnego najlepsze rezultaty uzyskano kwantując sygnał badany wraz

z sygnałem o rozkładzie trójkątnym o amplitudzie równej AdT = q (rys. 6.28).

W przypadku pomiaru sygnału trójkątnego porównywalne efekty otrzyma-

no w wyniku zastosowania sygnału ditherowego o rozkładzie równomiernym

i amplitudzie równej AdR = 0, 5q.
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Rysunek 6.28. Współczynniki: PbdG, PbdR, PbdT w pomiarze funkcji autokorelacji su-

my sygnału a) sinusoidalnego b) trójkątnego z ditherem o rozkładzie: normalnym (G),

równomiernym (R) i trójkątnym (T) – porównanie wyników dla B = 6

Uzyskane w tym rozdziale wyniki dla wartości przesunięcia k = 0 są zgod-

ne z wynikami badań estymacji wartości średniokwadratowej przedstawiony-

mi w poprzednich rozdziałach.
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6.4. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej

wybranych klas sygnałów w obecności sygnału

ditherowego – badania własne

Niniejszy rozdział poświęcony jest ocenie wartości obciążenia oraz nie-

pewności standardowej typu A estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy

sygnałów badanych (sinusoidalnych lub trójkątnych) w obecności sygnałów

ditherowych o rozkładzie: normalnym, równomiernym lub trójkątnym zgodnie

z układem (5.6, str. 41). Badania przeprowadzono za pomocą wirtualnego ko-

relatora.

6.4.1. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

sinusoidalnych z gaussowskim ditherem

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości funkcji ko-

relacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych w obecności sygnałów ditherowych

o rozkładzie normalnym.

Badania symulacyjne przebiegały w ten sposób, że w każdym z dwóch

kanałów wirtualnego korelatora został wygenerowany sygnał sinusoidalny

o amplitudzie A = 4, 7 V i częstotliwości fs = 1 kHz, przesunięciu fazowym

ϕ = 0 oraz ditherowe o rozkładzie normalnym i zerowej wartości średniej.

Na podstawie przeprowadzonych badań w rozdziale 6.2.1 (str. 69) ustalono

odpowiedni poziom sygnałów ditherowych (tab. 6.23) oraz wyznaczono zależ-

ność na krok kwantowania przetworników:

q =
2A

2B − 6 . (6.161)

Przyjęto liczbę próbek sygnałów o wartościM = 219.

W obu torach korelatora sygnały będące sumą sygnału sinusoidalnego i sy-

gnału ditherowego skwantowano kolejno w przetworniku A/C o liczbie bitów

B = 6, 8, 10, 12. Ustalono liczbę powtórzeń eksperymentu N = 100 000.

Do wyznaczania estymatorów funkcji korelacji wzajemnej pobierano M pró-

bek z pełnego okresu sygnału. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c
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zawarto w (tab. 6.23).

Tabela 6.23. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji korelacji

wzajemnej sumy sygnałów sinusoidalnych i ditherowych o rozkładzie normalnym

A[V] fs[Hz] ϕ σdG σdG_max M N B

4, 7 1 000 0 0, 5q 1q 219 100 000 6, 8, 10, 12

Po wprowadzeniu do wirtualnego korelatora obliczonych parametrów, do-

konano pomiaru wartości obciążenia określonego na podstawie zależności:

bdG = R̃dxy(k,N)−Rdxy(k), (6.162)

gdzie:

– R̃dxy(k,N) jest średnią arytmetyczną zN wyników estymacji funkcji korela-

cji wzajemnej dla k = 0, 0, 25π, 0, 5π, 0, 75π, 1π, 1, 25π, 1, 75π, 2π i wyraża

się wzorem:

R̃dxy(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxyi(k,M), (6.163)

gdzie R̃dxyi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji korelacji wzajemnej:

R̃dxyi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · yq,i(j + k), (6.164)

– Rdxy(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdxy(k) =
A1 · A2
2
· cos(k). (6.165)

Wartość niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uA_dG =

(
1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxyi(k,M)− R̃dxy(k,N)

]2) 12
. (6.166)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 57 – 60, dodatek F, str. 232) zawarto wyniki korelacji wzajemnej

sygnałów sinusoidalnych oraz sumy sygnałów sinusoidalnych i ditherowych

o rozkładzie normalnym dla parametrów zawartych w (tab. 6.23). Podobnie,
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jak w poprzednich rozdziałach, wprowadzono współczynnik redukcji obcią-

żenia w celu dokładnego zbadania, ile razy sygnał ditherowy o rozkładzie nor-

malnym zmniejsza wartość obciążenia b(k):

PbdG(k) =
|b(k)|
|bdG(k)|

, (6.167)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów sinuso-

idalnych,

– bdG(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy sygnałów

sinusoidalnych i ditherowych o rozkładzie normalnym.

Na podstawie uzyskanych wyników zaobserwowano:

– obciążenie oraz niepewność standardowa typu A zależą od liczby bitów

przetwornika i maleją wraz ze wzrostem ich wartości (rys. 6.29 a)),

– wartość bezwzględna z obciążenia, jakie może wystąpić zarówno w po-

miarze korelacji wzajemnej sygnału sinusoidalnego oraz jego sumy z dithe-

rem o rozkładzie normalnym osiąga maksymalną wartość dla argumentów

k = j · π, j ∈ N (rys. 6.29 b)); w zależności od rozdzielczości przetwornika,

wynosi odpowiednio:

— B = 6, |b(k)| = 1, 5 ·10−2, |b(k)|− q
2

12
= 1, 3 ·10−2, |bdG(k)| = 9, 2 ·10−5,

— B = 8, |b(k)| = 1, 8 ·10−3, |b(k)|− q
2

12
= 1, 7 ·10−3, |bdG(k)| = 1, 0 ·10−5,

— B = 10,|b(k)| = 2, 2 ·10−4, |b(k)|− q
2

12
= 2, 1 ·10−4, |bdG(k)| = 1, 1 ·10−6,

— B = 12,|b(k)| = 2, 5 ·10−5, |b(k)|− q
2

12
= 2, 5 ·10−5, |bdG(k)| = 2, 1 ·10−7.

– niepewność standardowa typu A, podobnie jak obciążenie, osiąga mniejsze

wartości od wartości obciążenia estymatora funkcji autokorelacji; w zależ-

ności od rozdzielczości przetwornika wynosi odpowiednio:

— B = 6, uA_dG(k) = 1, 9 · 10−6,
— B = 8, uA_dG(k) = 4, 5 · 10−7,
— B = 10, uA_dG(k) = 1, 1 · 10−7,
— B = 12, uA_dG(k) = 2, 7 · 10−8.
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W przeciwieństwie do wyników estymacji funkcji autokorelacji (rozdział

6.3) otrzymano takie same wartości uA_dG(k) dla poszczególnych wartości

przesunięcia k.

– wartość współczynnika PbdG(k), w zależności od liczby bitów przetworni-

ka, wynosi odpowiednio:

— B = 6, PbdG(k) = (1, 4÷ 1, 7) · 102,
— B = 8, PbdG(k) = (1, 5÷ 2, 0) · 102,
— B = 10, PbdG(k) = (1, 4÷ 2, 0) · 102,
— B = 12, PbdG(k) = (1, 2÷ 2, 5) · 102.
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Rysunek 6.29. b, bdG oraz uA_dGw pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidal-

nych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie normalnym a) w funkcji B

(k = 0, 25π), b) w funkcji k (B = 6)

Biorąc pod uwagę wyniki uzyskane dla przetworników 6, 8 i 10-bitowych,

dla których procentowa różnica pomiędzy wynikami analizy matematycznej,

a symulacji w wirtualnym korelatorze estymacji wartości średniokwadrato-

wej nie przekroczyła 50% (rozdział 6.1), można stwierdzić, że sygnał ditherowy

o rozkładzie normalnym i dyspersji σdG = 0, 5q, bez względu na liczbę bitów

zastosowanego przetwornika, powoduje od 140 do 200-krotne zmniejszenie

wartości obciążenia. Porównując uzyskane wyniki z wynikami estymacji funk-

cji autokorelacji zaobserwowano, że obciążenie oraz niepewność standardowa

typu A osiągają podobne wartości.
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6.4.2. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

sinusoidalnych z ditherem o rozkładzie równomiernym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości funkcji ko-

relacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych w obecności sygnałów ditherowych

o rozkładzie równomiernym. Eksperyment przeprowadzono w analogiczny

sposób jak w rozdziale 6.4.1 (str. 129). Na podstawie przeprowadzonych badań

w rozdziale 6.2.2 (str. 75) ustalono odpowiedni poziom sygnałów ditherowych

(tab. 6.24) oraz wyznaczono zależność na krok kwantowania przetworników:

q =
2A

2B − 2 . (6.168)

W obu torach korelatora ustawiono takie same parametry sygnałów oraz prze-

twarzania a-c (tab. 6.24).

Tabela 6.24. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji korelacji

wzajemnej sumy sygnałów sinusoidalnych i ditherowych o rozkładzie równomiernym

A[V] fs[Hz] ϕ AdR[V] AdR_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 0, 5q 1q 219 100 000 6, 8, 10, 12

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdR = R̃dxy(k,N)−Rdxy(k), (6.169)

gdzie:

– R̃dxy(k,N) jest średnią arytmetyczną zN wyników estymacji funkcji korela-

cji wzajemnej dla k = 0, 0, 25π, 0, 5π, 0, 75π, 1π, 1, 25π, 1, 75π, 2π i wyraża

się wzorem:

R̃dxy(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxyi(k,M), (6.170)

gdzie R̃dxyi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji korelacji wzajemnej:

R̃dxyi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · yq,i(j + k), (6.171)
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– Rdxy(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdxy(k) =
A1 · A2
2
· cos(k). (6.172)

Wartość niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uA_dR =

(
1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxyi(k,M)− R̃dxy(k,N)

]2) 12
. (6.173)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 61 – 64, dodatek F, str. 236) zawarto wyniki korelacji wzajemnej

sygnałów sinusoidalnych oraz sumy sygnałów sinusoidalnych i ditherowych

o rozkładzie równomiernym dla parametrów zawartych w (tab. 6.24). Podob-

nie, jak w poprzednich rozdziałach, wprowadzono współczynnik redukcji ob-

ciążenia w celu zbadania wpływu sygnał ditherowego o rozkładzie równomier-

nym na wartość obciążenia b(k):

PbdR(k) =
|b(k)|
|bdR(k)|

, (6.174)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów sinuso-

idalnych,

– bdR(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy sygnałów

sinusoidalnych i ditherowych o rozkładzie równomiernym.

Na podstawie uzyskanych wyników można stwierdzić, że:

– zastosowanie poprawki Shepparda do wyniku estymacji funkcji korelacji

wzajemnej sygnałów sinusoidalnych może zmniejszyć wartość obciążenia

b(k) (rys. 6.30),

– obciążenie oraz niepewność standardowa typu A zależą od liczby bitów

przetwornika i maleją wraz ze wzrostem ich wartości (rys. 6.30 a)),

– w zależności od rozdzielczości przetwornika, moduł obciążenia oraz nie-

pewność standardowa typu A przyjmują następujące, maksymalne warto-

ści dlaN = 100 000 (w celach porównawczych podano także wartości b(k)):

— B = 6, |b(k)| = 1, 6 ·10−2, |bdR(k)| = 2, 0 ·10−6, uA_dR(k) = 1, 4 ·10−6,
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— B = 8, |b(k)| = 1, 9 ·10−3, |bdR(k)| = 5, 9 ·10−7, uA_dR(k) = 3, 3 ·10−7,
— B = 10, |b(k)| = 2, 4 ·10−4, |bdR(k)| = 4, 6 ·10−7, uA_dR(k) = 8, 4 ·10−8,
— B = 12, |b(k)| = 2, 8 ·10−5, |bdR(k)| = 3, 9 ·10−8, uA_dR(k) = 2, 1 ·10−8.

– w większości pomiarów zaobserwowano, że obciążenie nieznacznie prze-

wyższa wartości obciążenia będącego wynikiem estymacji funkcji autoko-

relacji analizowanych sygnałów,

– z kolei w pomiarze autokorelacji obserwuje się większy rozrzut wyników;

dodatkowo wyniki uA_dR(k) dla poszczególnych wartości przesunięć k róż-

nią się bardziej niż w przypadku pomiaru korelacji wzajemnej,

– wartość współczynnika PbdR(k), w zależności od liczby bitów przetworni-

ka, przyjmuje następujące wartości:

— B = 6, PbdR(k) = 8, 1 · 103 ÷ 2, 3 · 104,
— B = 8, PbdR(k) = 2, 2 · 103 ÷ 2, 5 · 105,
— B = 10, PbdR(k) = 1, 5 · 103 ÷ 1, 2 · 104,
— B = 12, PbdR(k) = 5, 3 · 102 ÷ 8, 0 · 103.
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Rysunek 6.30. b, bdG oraz uA_dGw pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidal-

nych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie równomiernym a) w funkcji

B (k = 0, 25π), b) w funkcji k (B = 6)

Na podstawie uzyskanych wyników (tab. 61 – 64, dodatek F, str. 236) moż-

na stwierdzić, że sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym i amplitudzie

AdR = 0, 5q w pomiarze funkcji korelacji wzajemnej powoduje zmniejszenie
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wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem o trzy, a nawet o cztery

rzędy wielkości (rys. 6.30). Porównując uzyskane wyniki z wynikami estyma-

cji funkcji autokorelacji zaobserwowano, że obciążenie oraz niepewność stan-

dardowa typu A osiągają podobne wartości.

Poddając analizie wyrażenie na obciążenie estymatora funkcji korelacji wza-

jemnej sumy sygnałów badanych z sygnałami ditherowymi (5.29) można stwier-

dzić, że jednym z warunków niewystępowania obciążenia jest zerowa wartość

funkcji charakterystycznych sygnałów ditherowych. Zbadano, że funkcja cha-

rakterystyczna sygnału o rozkładzie równomiernym dla AdR = k ·
q

2
, gdzie

k ∈ N \ {0} przyjmuje wartość równą zero. Na tej podstawie można stwier-

dzić, że sygnały ditherowe o rozkładzie równomiernym stwarzają możliwość

odtworzenia funkcji korelacji wzajemnej sygnałów na podstawie funkcji kore-

lacji wzajemnej sygnałów skwantowanych. W praktyce oznacza to znaczne ob-

niżenie wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem, co potwierdzają

przedstwaione wyniki badań symulacyjnych.

6.4.3. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

sinusoidalnych z ditherem o rozkładzie trójkątnym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości funkcji ko-

relacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych w obecności sygnałów ditherowych

o rozkładzie trójkątnym. Eksperyment przeprowadzono w analogiczny spo-

sób jak w rozdziale 6.4.1 (str. 129). Na podstawie przeprowadzonych badań

w rozdziale 6.2.3 (str. 84) ustalono odpowiedni poziom sygnałów ditherowych

(tab. 6.25) oraz wyznaczono zależność na krok kwantowania przetworników:

q =
2A

2B − 2 . (6.175)

W obu torach korelatora ustawiono takie same parametry sygnałów oraz prze-

twarzania a-c zawartych w (tab. 6.25).

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdT = R̃dxy(k,N)−Rdxy(k), (6.176)
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gdzie:

– R̃dxy(k,N) jest średnią arytmetyczną zN wyników estymacji funkcji korela-

cji wzajemnej dla k = 0, 0, 25π, 0, 5π, 0, 75π, 1π, 1, 25π, 1, 75π, 2π i wyraża

się wzorem:

R̃dxy(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxyi(k,M), (6.177)

gdzie R̃dxyi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji korelacji wzajemnej:

R̃dxyi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · yq,i(j + k), (6.178)

– Rdxy(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdxy(k) =
A1 · A2
2
· cos(k). (6.179)

Wartość niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uA_dT =

(
1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxyi(k,M)− R̃dxy(k,N)

]2) 12
. (6.180)

Tabela 6.25. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji korelacji

wzajemnej sumy sygnałów sinusoidalnych i ditherowych o rozkładzie trójkątnym

A[V] fs[Hz] ϕ AdT , AdT_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 1q 219 100 000 6, 8, 10, 12

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 65 – 68, dodatek F, str. 240) zawarto wyniki korelacji wzajemnej

sygnałów sinusoidalnych oraz sumy sygnałów sinusoidalnych i ditherowych

o rozkładzie trójkątnym dla parametrów zawartych w (tab. 6.25). Podobnie, jak

w poprzednich rozdziałach, wprowadzono współczynnik redukcji obciążenia

w celu analizy wpływu sygnał ditherowego o rozkładzie trójkątnym na wartość

obciążenia b(k):

PbdT (k) =
|b(k)|
|bdT (k)|

, (6.181)

gdzie:
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– b(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów sinuso-

idalnych,

– bdT (k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy sygnałów

sinusoidalnych i ditherowych o rozkładzie trójkątnym.

Na podstawie uzyskanych wyników można stwierdzić, że:

– obciążenie oraz niepewność standardowa typu A zależą od liczby bitów

przetwornika i maleją wraz ze wzrostem ich wartości (rys. 6.31 a)),

– zastosowanie poprawki Shepparda do wyniku estymacji funkcji korela-

cji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych może spowodować zmniejszenie

wartości obciążenia b(k) (rys. 6.31 b)),

– w zależności od rozdzielczości przetwornika, moduł obciążenia |b(k)| oraz

|bdT (k)|przyjmują następujące, maksymalne wartości (k 6= 0, 5π):
— B = 6, |b(k)| = 1, 6 · 10−2, |bdT (k)| = 3, 1 · 10−7,
— B = 8, |b(k)| = 1, 9 · 10−3, |bdT (k)| = 1, 4 · 10−7,
— B = 10, |b(k)| = 2, 4 · 10−4, |bdT (k)| = 4, 9 · 10−8,
— B = 12, |b(k)| = 2, 8 · 10−5, |bdT (k)| = 5, 9 · 10−9,

– niepewność standardowa typu A, bez względu na wartość przesunięcia k,

dla N = 100 000 przyjmuje następujące wartości:

— B = 6, uA_dT (k) = 1, 7 · 10−6,
— B = 8, uA_dT (k) = 4, 1 · 10−7,
— B = 10, uA_dT (k) = 1, 1 · 10−7,
— B = 12, uA_dT (k) = (2, 5÷ 2, 6) · 10−8,

– wartości współczynnika PbdT (k), w zależności od liczby bitów przetworni-

ka, są następujące:

— B = 6, PbdT (k) = 2, 4 · 104 ÷ 1, 3 · 105,
— B = 8, PbdT (k) = 9, 1 · 103 ÷ 4, 2 · 104,
— B = 10, PbdT (k) = 2, 8 · 104 ÷ 1, 2 · 104,
— B = 12, PbdT (k) = 1, 4 · 103 ÷ 1, 6 · 104.
Poddając analizie wyrażenie (5.29) można stwierdzić, że warunkiem nie-

występowania obciążenia estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

przetwarzanych w obecności sygnałów ditherowych jest zerowa wartość funk-
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cji charakterystycznych sygnałów ditherowych. Zbadano, że ΦdT = 0 dla AdT =

k·q, gdzie k ∈ N\{0}. Zastosowanie dwóch niezależnych sygnałów ditherowych

o rozkładzie trójkątnym stwarza więc możliwość odtworzenia funkcji korela-

cji wzajemnej sygnałów na podstawie funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

skwantowanych. Na podstawie przedstawionych wyników badań symulacyj-

nych można stwierdzić, że w praktyce oznacza to znaczne obniżenie wartości

obciążenia powodowanego kwantowaniem.
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Rysunek 6.31. b, bdT oraz uA_dT w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidal-

nych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie trójkątnym a) w funkcji B

(k = 0, 25π), b) w funkcji k (B = 6)

6.4.4. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

trójkątnych z gaussowskim ditherem

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości funkcji kore-

lacji wzajemnej sygnałów trójkątnych w obecności sygnałów ditherowych o roz-

kładzie normalnym. Eksperyment przeprowadzono w analogiczny sposób jak

w rozdziale 6.4.1 (str. 129). Na podstawie przeprowadzonych badań w roz-

dziale 6.2.1 (str. 69) ustalono odpowiedni poziom sygnałów ditherowych (tab.

6.26) oraz wyznaczono zależność na krok kwantowania przetworników:

q =
2A

2B − 6 . (6.182)
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W obu torach korelatora ustawiono takie same parametry sygnałów oraz

przetwarzania a-c zawartych w (tab. 6.26).

Tabela 6.26. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji korelacji

wzajemnej sumy sygnałów trójkątnych i ditherowych o rozkładzie normalnym

A[V] fs[Hz] ϕ σdG σdG_max M N B

4, 7 1 000 0 0, 5q 1q 106 100 000 6, 8

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdG = R̃dxy(k,N)−Rdxy(k), (6.183)

gdzie:

– R̃dxy(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji kore-

lacji wzajemnej dla k = 0,
1

8
T ,
1

4
T ,
3

8
T ,..., T (dla T = 1/fs) i wyraża się

wzorem:

R̃dxy(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxyi(k,M), (6.184)

gdzie R̃dxyi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji korelacji wzajemnej:

R̃dxyi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · yq,i(j + k), (6.185)

– Rdxy(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdxy(k) =
1

T

T∫

0

x(t) · y(t+ k∆t)dt, (6.186)

gdzie:

x(t) = y(t) = 8 · A
π2

∞∑

i=0

(−1)i · sin
[
(2i+ 1) · 2π

T
· t
]

(2i+ 1)2
(6.187)

są sygnałami trójkątnymi o okresach T opisanymi z zastosowaniem szere-

gu Fouriera.
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Wartość niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uA_dG =

(
1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxyi(k,M)− R̃dxy(k,N)

]2) 12
. (6.188)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 69, 70, dodatek F, str. 244) zawarto wyniki korelacji wzajemnej sy-

gnałów trójkątnych oraz sumy sygnałów trójkątnych i ditherowych o rozkładzie

normalnym dla parametrów zawartych w (tab. 6.26).

W celu zbadania, ile razy sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym po-

woduje zmniejszenie wartości obciążenia b(k), wprowadzono (podobnie, jak

w poprzednich rozdziałach) następujący współczynnik redukcji obciążenia:

PbdG(k) =
|b(k)|
|bdG(k)|

, (6.189)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów trójkąt-

nych,

– bdG(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy sygnałów

trójkątnych i ditherowych o rozkładzie normalnym.

Na podstawie wyników przeprowadzonych badań symulacyjnych można

stwierdzić, że:

– sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym powoduje zmniejszenie wartości

obciążenia jedynie dla wartości szczytowych funkcji korelacji wzajemnej

(rys. 6.32):

— B = 6, |b(k)| = 3, 6 · 10−3, |bdG(k)| = (1, 1÷ 1, 3) · 10−5,
— B = 8, |b(k)| = 2, 2 · 10−4, |bdG(k)| = (2, 9÷ 4, 2) · 10−7.

– dla analizowanych w pracy wartości funkcji korelacji wzajemnej (
1

8
T ,
3

8
T ,

5

8
T oraz

7

8
T ) moduł obciążenia |bdG(k)|, w zależności od liczby bitów prze-

twornika, przyjmuje kolejno wartości: 7, 7 · 10−4, 2, 5 · 10−3; dla tych warto-

ści przesunięcia k obciążenie |bdG(k)| przewyższa wartość obciążenia |b(k)|
uzyskanego w drodze estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów prze-

twarzanych bez obecności sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym,
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– niepewność standardowa typu A (dla N = 100 000) maleje wraz ze wzro-

stem liczby bitów przetwornika i osiąga takie same wartości bez względu

na wartość przesunięcia:

— B = 6, uA_dG(k) = 1, 6 · 10−6,
— B = 8, uA_dG(k) = 3, 7 · 10−7,

– wartość współczynnika PbdG(k) dla wartości szczytowych funkcji korela-

cji wzajemnej, bez względu na liczbę bitów przetwornika, osiąga wartości

rzędu 102.
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Rysunek 6.32. b, bdG oraz uA_dG w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkąt-

nych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie normalnym w funkcji k

(B = 6)

Na podstawie przeprowadzonej w poprzednich rozdziałach analizy wy-

ników estymacji funkcji autokorelacji oraz przedstawionych wyników w tym

rozdziale, stwierdza się, że kwantowanie sygnału przetwarzanego wraz z sy-

gnałem ditherowym o rozkładzie normalnym o dyspersji σdG = 0, 5q nie gwa-

rantuje odtworzenia wartości funkcji korelacji sygnału na podstawie wartości

funkcji korelacji sygnału skwantowanego. Dodatkowo udowodniono, że sy-

gnał ditherowy o rozkładzie normalnym w pomiarze z sygnałem trójkątnym

wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia jedynie dla wartości przesunię-

cia czasowego funkcji korelacyjnych k = 0,
1

2
T oraz 1T .
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6.4.5. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

trójkątnych z ditherem o rozkładzie równomiernym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości funkcji kore-

lacji wzajemnej sygnałów trójkątnych w obecności sygnałów ditherowych o roz-

kładzie równomiernym. Eksperyment przeprowadzono w analogiczny sposób

jak w rozdziale 6.4.1 (str. 129). Na podstawie przeprowadzonych badań w roz-

dziale 6.2.2 (str. 75) ustalono odpowiedni poziom sygnałów ditherowych (tab.

6.27) oraz wyznaczono zależność na krok kwantowania przetworników:

q =
2A

2B − 2 . (6.190)

W obu torach korelatora ustawiono takie same parametry sygnałów oraz prze-

twarzania a-c zawartych w (tab. 6.27).

Tabela 6.27. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji korelacji

wzajemnej sumy sygnałów trójkątnych i ditherowych o rozkładzie równomiernym

A[V] fs[Hz] ϕ AdR[V] AdR_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 0, 5q 1q 106 100 000 6, 8, 10, 12

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdR = R̃dxy(k,N)−Rdxy(k), (6.191)

gdzie:

– R̃dxy(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji kore-

lacji wzajemnej dla k = 0,
1

8
T ,
1

4
T ,
3

8
T ,..., T (dla T = 1/fs) i wyraża się

wzorem:

R̃dxy(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxyi(k,M), (6.192)

gdzie R̃dxyi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji korelacji wzajemnej:

R̃dxyi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · yq,i(j + k), (6.193)
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– Rdxy(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdxy(k) =
1

T

T∫

0

x(t) · y(t+ k∆t)dt, (6.194)

gdzie:

x(t) = y(t) = 8 · A
π2

∞∑

i=0

(−1)i · sin
[
(2i+ 1) · 2π

T
· t
]

(2i+ 1)2
(6.195)

są sygnałami trójkątnymi o okresach T opisanymi z zastosowaniem szere-

gu Fouriera.

Wartość niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uA_dR =

(
1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxyi(k,M)− R̃dxy(k,N)

]2) 12
. (6.196)

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 71 – 74, dodatek F, str. 246) zawarto wyniki korelacji wzajemnej sy-

gnałów trójkątnych oraz sumy sygnałów trójkątnych i ditherowych o rozkładzie

równomiernym dla parametrów zawartych w (tab. 6.27).

W celu zbadania, ile razy sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym

zmniejsza wartość obciążenia b(k), wprowadzono (podobnie jak w poprzed-

nich rozdziałach) następujący współczynnik redukcji obciążenia:

PbdR(k) =
|b(k)|
|bdR(k)|

, (6.197)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów trójkąt-

nych,

– bdR(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy sygnałów

trójkątnych i ditherowych o rozkładzie równomiernym.

Na podstawie wyników przeprowadzonych badań symulacyjnych można

stwierdzić, że:
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– sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym ma istotny wpływ na zmniej-

szenie wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem (rys. 6.33):

— B = 6, |b(k)| = 3, 9 · 10−3, |bdR(k)| = 1, 1 · 10−7 ÷ 2, 8 · 10−6,
— B = 8, |b(k)| = 2, 4 · 10−4, |bdR(k)| = 1, 4 · 10−8 ÷ 6, 4 · 10−7,
— B = 10, |b(k)| = 1, 5 · 10−5, |bdR(k)| = 1, 0 · 10−9 ÷ 9, 4 · 10−8,
— B = 12, |b(k)| = 1, 1 · 10−6, |bdR(k)| = 3, 2 · 10−10 ÷ 2, 4 · 10−8,

– niepewność standardowa typu A maleje wraz ze wzrostem liczby bitów

przetwornika i dla N = 100 000 osiąga wartości odpowiednio:

— B = 6, uA_dR(k) = (1, 1÷ 1, 2) · 10−6,
— B = 8, uA_dR(k) = 2, 8 · 10−7,
— B = 10, uA_dR(k) = 7, 0 · 10−8,
— B = 12, uA_dR(k) = (1, 7÷ 1, 8) · 10−8,

– współczynnik PbdR(k) dla B = 6÷ 10 osiąga wartości rzędu 102 ÷ 103.
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Rysunek 6.33. b, bdR oraz uA_dRw pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych

oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie równomiernym a) w funkcji B

(k = T/8), b) w funkcji k (B = 6)

Poddając analizie wartości obciążenia bdR(k) oraz współczynnika PbdR(k)

można stwierdzić, że w zależności od rozdzielczości przetworników, sygnał

ditherowy o rozkładzie równomiernym i amplitudzie AdT = 0, 5q powoduje

zmniejszenie wartości obciążenia nawet o trzy rzędy wielkości (tab. 71 – 74,
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dodatek F, str. 246). Natomiast niepewność standardowa typu A dla liczby

powtórzeń N = 100 00 osiąga maksymalną wartość 1, 2 · 10−6.
Dodatkowo funkcja charakterystyczna sygnału o rozkładzie równomier-

nym dla AdR = k ·
q

2
, gdzie k ∈ N \ {0} przyjmuje wartość równą zero. Zatem

zastosowanie dwóch niezależnych sygnałów ditherowych o takiej amplitudzie

spowoduje wyzerowanie obciążenia zgodnie z (5.29).

Podsumowując, można stwierdzić, że w praktyce zastosowanie sygnału

ditherowego o rozkładzie równomiernym i amplitudzie AdR = 0, 5q w pomia-

rze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych powoduje znaczne zmniejsze-

nie wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem. Korzyści wynikające

ze stosowania dithera o rozkładzie równomiernym znacznie przewyższają ko-

rzyści wynikające ze stosowania sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym

o dyspersji σdG = 0, 5q.

6.4.6. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

trójkątnych z ditherem o rozkładzie trójkątnym

Przebieg eksperymentu – pomiar w obecności sygnału ditherowego

W ramach eksperymentu wykonano serię pomiarów wartości funkcji kore-

lacji wzajemnej sygnałów trójkątnych w obecności sygnałów ditherowych o roz-

kładzie trójkątnym. Eksperyment przeprowadzono w analogiczny sposób jak

w rozdziale 6.4.1 (str. 129). Na podstawie przeprowadzonych badań w roz-

dziale 6.2.3 (str. 84) ustalono odpowiedni poziom sygnałów ditherowych (tab.

6.28) oraz wyznaczono zależność na krok kwantowania przetworników:

q =
2A

2B − 2 . (6.198)

W obu torach korelatora ustawiono takie same parametry sygnałów oraz prze-

twarzania a-c zawartych w (tab. 6.28).

W celu zbadania wartości obciążenia przeprowadzono badania symulacyj-

ne na podstawie zależności:

bdT = R̃dxy(k,N)−Rdxy(k), (6.199)

gdzie:
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– R̃dxy(k,N) jest średnią arytmetyczną z N wyników estymacji funkcji kore-

lacji wzajemnej dla k = 0,
1

8
T ,
1

4
T ,
3

8
T ,..., T (dla T = 1/fs) i wyraża się

wzorem:

R̃dxy(k,N) =
1

N

N∑

i=1

R̃dxyi(k,M), (6.200)

gdzie R̃dxyi(k,M) jest i-tym wynikiem estymacji funkcji korelacji wzajemnej:

R̃dxyi(k,M) =
1

M

M−1∑

j=0

xq,i(j) · yq,i(j + k), (6.201)

– Rdxy(k) jest wartością dokładną wyrażoną wzorem:

Rdxy(k) =
1

T

T∫

0

x(t) · y(t+ k∆t)dt, (6.202)

gdzie:

x(t) = y(t) = 8 · A
π2

∞∑

i=0

(−1)i · sin
[
(2i+ 1) · 2π

T
· t
]

(2i+ 1)2
(6.203)

są sygnałami trójkątnymi o okresach T opisanymi z zastosowaniem szere-

gu Fouriera.

Wartość niepewności standardowej typu A obliczono na podstawie:

uA_dT =

(
1

N(N − 1)
N∑

i=1

[
R̃dxyi(k,M)− R̃dxy(k,N)

]2) 12
. (6.204)

Tabela 6.28. Parametry sygnałów oraz przetwarzania a-c estymacji funkcji korelacji

wzajemnej sumy sygnałów trójkątnych i ditherowych o rozkładzie trójkątnym

A[V] fs[Hz] ϕ AdT , AdT_max[V] M N B

4, 9 1 000 0 1q 106 100 000 6, 8, 10, 12

Uzyskane wyniki oraz ich ocena

W (tab. 75 – 78, dodatek F, str. 250) zawarto wyniki korelacji wzajemnej sy-

gnałów trójkątnych oraz sumy sygnałów trójkątnych i ditherowych o rozkładzie
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trójkątnym dla parametrów zawartych w (tab. 6.28). Na (rys. 6.34) przedsta-

wiono w formie graficznej wyniki dla przetwornika 6-bitowego.

Wprowadzony współczynnik redukcji obciążenia:

PbdT (k) =
|b(k)|
|bdT (k)|

, (6.205)

gdzie:

– b(k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów trójkąt-

nych,

– bdT (k) – obciążenie estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy sygnałów

trójkątnych i ditherowych o rozkładzie trójkątnym

umożliwi zbadanie wpływu sygnału ditherowego o rozkładzie trójkątnym

na wartość obciążenia b(k).
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Rysunek 6.34. b, bdT oraz uA_dT w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych

oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie trójkątnym a) w funkcji B (k =

T/8), b) w funkcji k (B = 6)

Na podstawie wyników przeprowadzonych badań symulacyjnych można

stwierdzić, że:

– sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym w pomiarze z sygnałem trójkąt-

nym skutecznie wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia powodowa-

nego kwantowaniem (rys. 6.34):
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— B = 6, |b(k)| = 3, 9 · 10−3, |bdT (k)| = 7, 1 · 10−8 ÷ 9, 5 · 10−7,
— B = 8, |b(k)| = 2, 4 · 10−4, |bdT (k)| = 9, 1 · 10−8 ÷ 5, 2 · 10−7,
— B = 10, |b(k)| = 1, 5 · 10−5, |bdT (k)| = 8, 2 · 10−9 ÷ 7, 5 · 10−8,
— B = 12, |b(k)| = 1, 1 · 10−6, |bdT (k)| = 2, 4 · 10−9 ÷ 3, 2 · 10−8.

– dla analizowanych w pracy wartości funkcji korelacji wzajemnej (
1

8
T ,
3

8
T ,

5

8
T oraz

7

8
T ), w zależności od rozdzielczości przetwornika, moduł obcią-

żenia b(k)wynosi odpowiednio:

— B = 6, |b(k)| = 2, 0 · 10−3,
— B = 8, |b(k)| = 1, 2 · 10−4,
— B = 10, |b(k)| = 7, 6 · 10−6,
— B = 12, |b(k)| = 5, 4 · 10−7,

– niepewność standardowa typu A maleje wraz ze wzrostem liczby bitów

przetwornika i dla N = 100 000 osiąga wartości odpowiednio:

— B = 6, uA_dT (k) = 1, 4 · 10−6,
— B = 8, uA_dT (k) = (3, 4÷ 3, 5) · 10−7,
— B = 10, uA_dT (k) = (8, 5÷ 8, 6) · 10−8,
— B = 12, uA_dT (k) = (2, 1÷ 2, 2) · 10−8,

– współczynnik PbdT (k) dla k = j ·π, w zależności od liczby bitów przetwor-

nika, przyjmuje następujące wartości:

— B = 6, PbdT (k) = 2, 1 · 103 ÷ 5, 5 · 104,
— B = 8, PbdT (k) = 2, 5 · 102 ÷ 8, 0 · 102,
— B = 10, PbdT (k) = 1, 3 · 102 ÷ 7, 4 · 102,
— B = 12, PbdT (k) = 35÷ 3, 0 · 102.
Funkcja charakterystyczna sygnału o rozkładzie trójkątnym osiąga wartość

równą zero dla AdT = k · q, gdzie k ∈ N \ {0}. Możliwe jest więc sprowadzenie

do zera wartości obciążenia (5.29) poprzez zastosowanie w każdym z dwóch

kanałów korelatora niezależnych sygnałów ditherowych o tak dobranych am-

plitudach.

Na podstawie wyników badań symulacyjnych (wartości obciążenia bdT (k)

oraz wartości współczynnika PbdT (k)) zaobserwowano, że sygnał ditherowy
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o rozkładzie trójkątnym powoduje zmniejszenie wartości obciążenia nawet

o cztery rzędy wielkości (tab. 75, dodatek F, str. 250).

Podsumowując, można stwierdzić, że w praktyce sygnał ditherowy o roz-

kładzie trójkątnym i amplitudzie równej wartości kroku kwantowania prze-

twornika w pomiarze z sygnałem trójkątnym powoduje znaczne zmniejszenie

wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem.

6.4.7. Dokładność estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

okresowego z sygnałami ditherowymi – porównanie wyników

Przeprowadzone badania symulacyjne wykazały, że odpowiednio dobra-

ny poziom każdego ze stosowanych sygnałów ditherowych w pomiarze funkcji

korelacji wzajemnej wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia powodowa-

nego kwantowaniem.

Analizując uzyskane wyniki można stwierdzić, że:

– uwzględnienie poprawki Shepparda w pomiarze sygnałów sinusoidalnych

wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia powodowanego kwantowa-

niem,

– zastosowanie sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym i dyspersji

σdG = 0, 5q w pomiarze z sygnałami sinusoidalnymi, bez względu na war-

tość przesunięcia k oraz liczbę bitów przetwornika, powoduje zmniejszenie

wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem o dwa rzędy wielko-

ści,

– w pomiarze z sygnałami trójkątnymi dither o rozkładzie normalnym tak-

że zmniejsza wartość obciążenia o dwa rzędy wielkości, niestety jedynie

dla wartości przesunięcia czasowego funkcji korelacji wzajemnej k = 0,
1

2
T

oraz 1T , gdzie T jest okresem sygnału (rys. 6.35b)),

– sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym i amplitudzie AdR = 0, 5q

w pomiarze z sygnałami sinusoidalnymi powoduje zmniejszenie wartości

obciążenia nawet o cztery rzędy wielkości dla B = 6 oraz o trzy rzędy

wielkości dla pozostałych przetworników,

– zastosowanie tego sygnał w pomiarze z sygnałami trójkątnymi także sku-

tecznie wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia,
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– sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym i amplitudzie AdT = 1q w pomia-

rze z sygnałami sinusoidalnymi powoduje zmniejszenie wartości obciąże-

nia o trzy lub cztery rzędy wielkości,

– niepewność standardowa typu A, podobnie jak obciążenie, maleje wraz

ze wzrostem liczby bitów przetwornika i dla przetwornika 6-bitowego osią-

ga wartości rzędu 10−6 bez względu na rodzaj stosowanego dithera (dla

parametrów:N = 100 000 iM = 219 w przypadku pomiaru sygnałów sinu-

soidalnych oraz N = 100 000 i M = 106 w przypadku pomiaru sygnałów

trójkątnych).

Na (rys. 6.35) przedstawiono w formie graficznej wartości współczynni-

ków PbdG, PbdR, PbdT (tab. 57, 61, 65, 69, 71, 75, dodatek F) będących ilo-

razem modułu obciążenia estymatora funkcji korelacji wzajemnej sygnałów

badanych i modułu obciążenia estymatora funkcji korelacji wzajemnej sumy

sygnałów badanych z sygnałami ditherowymi.
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Rysunek 6.35. Współczynniki: PbdG, PbdR, PbdT w pomiarze funkcji korelacji wza-

jemnej sumy sygnałów a) sinusoidalnych b) trójkątnych z ditherowymi o rozkładzie:

normalnym (G), równomiernym (R) i trójkątnym (T) – porównanie wyników dla

B = 6

Jak wynika z wykresów, zastosowanie sygnałów ditherowych o rozkładzie

trójkątnym o amplitudzie AdT = 1q w pomiarze korelacji wzajemnej sygna-



152 6. Wpływ kwantowania oraz kwantowania z sygnałem ditherowym... – badania własne

łów sinusoidalnych spowodowało skuteczniejszą redukcję wartości obciąże-

nia w porównaniu z innymi ditherami. Zastosowanie sygnałów ditherowych o roz-

kładzie równomiernym o amplitudzie AdR = 0, 5q także wpływa znacząco

na zmniejszenie wartości obciążenia. W przypadku pomiaru korelacji wza-

jemnej sygnałów trójkątnych dość dobre efekty otrzymano w wyniku zasto-

sowania zarówno sygnału ditherowego o rozkładzie równomiernym, jak i trój-

kątnym.

Podsumowując można stwierdzić, że spośród analizowanych sygnałów di-

therowych, zarówno w pomiarze funkcji korelacji wzajemnej sygnałów sinuso-

idalnych, jak i trójkątnych najlepsze rezultaty uzyskano kwantując sygnały ba-

dane z sygnałami o rozkładzie trójkątnym o amplitudach równych

AdT = q (rys. 6.35).

Obecnie, ze względu na łatwy sposób wygenerowania, stosowany jest sy-

gnał ditherow o rozkładzie normalnym. Okazuje się jednak, że korzyści ze sto-

sowania tego sygnału w estymacji funkcji korelacyjnych są dużo mniejsze niż

korzyści wynikające ze stosowanie innych, analizowanych w pracy sygnałów

(rys. 6.35). Dodatkowo w przetwarzaniu z sygnałem trójkątnym dither o roz-

kładzie normalnym wpływa na zmniejszenie obciążenia jedynie dla wartości

przesunięcia czasowego funkcji korelacyjnych równego 0,
1

2
T oraz 1T , gdzie

T jest okresem sygnału.
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Przedmiotem niniejszej rozprawy jest problematyka kształtowania niepew-

ności bezpośrednich cyfrowych estymatorów funkcji korelacyjnych, zwłasz-

cza gdy przetwarzanie a-c odbywa się z zastosowaniem sygnału ditherowego.

Praca stanowi kontynuację badań rozpoczętych przez Lal-Jadziak, a inspira-

cją do prowadzenia badań analitycznych i symulacyjnych były przedstawione

w pracach Lal-Jadziak modele obciążenia estymatorów [53, 54, 55, 56, 58, 59,

61, 74].

Ogólne reguły obliczania i wyrażania niepewności pomiaru zostały zawar-

te, w wydanym przez Międzynarodową Organizację Standaryzacji ISO, prze-

wodniku Guide to the expression of uncertainty in measurement [32]. Niestety w pu-

blikacji tej nie występują reguły umożliwiające obliczenie niepewności pomia-

ru w przypadku, gdy stosowane są algorytmy cyfrowego przetwarzania sy-

gnałów (np. autokorelacji, korelacji wzajemnej sygnałów skwantowanych) [28].

Niniejsza rozprawa stanowi istotny wkład w badania oraz usystematyzowanie

wiedzy z zakresu pomiaru parametrów skwantyzowanych sygnałów i wpły-

wu czynników decydujących o ich dokładności.

7.1. Wyniki uzyskane w pracy

Realizację sformułowanego problemu rozpoczęto od badań literaturowych

przedstawionych kolejno w rozdziałach 2 – 5. Przedstawiono definicje funkcji

korelacyjnych oraz ich cyfrowe estymatory, a także właściwości, jakie nale-

ży brać pod uwagę podczas analizowania jakości estymatorów oraz sposób

oceny ich dokładności. Zdefiniowano pojęcie błędu pomiaru oraz niepewność

wyniku pomiaru. Następnie przedstawiono istniejące warianty konwersji a-c

z sygnałem ditherowym oraz zalety i dodatkowe, niekorzystne skutki, które
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mogą się pojawić podczas takiej konwersji. Przedstawiono kwestie dotyczące

kwantowania wg teorii Widrowa. Przeanalizowano wpływ kwantowania oraz

kwantowania z sygnałem ditherowym na błędy estymacji funkcji korelacyjnych.

Podano warunki, jakie powinny spełniać sygnały ditherowe, aby błędy wynika-

jące z operacji kwantowania uległy zmniejszeniu.

W celu potwierdzenia tezy przeprowadzono badania analityczne cyfro-

wych estymatorów funkcji autokorelacji dla argumentu zerowego (wartości

średniokwadratowej). Dodatkowo przeprowadzono badania symulacyjne cy-

frowych estymatorów funkcji autokorelacji oraz korelacji wzajemnej z zasto-

sowaniem opracowanego przez autorkę wirtualnego korelatora.

Wyniki uzyskane w pracy zebrano w następujących punktach:

1. Dokonano analizy funkcji charakterystycznych badanych sygnałów.

2. Opracowano modele matematyczne względnego obciążenia estymatora

wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego z sygnałami

ditherowymi o rozkładach: normalnym oraz równomiernym [41, 42, 62].

3. Opracowano wirtualny korelator w środowisku LabWindows do oceny (po-

wodowanych kwantowaniem) błędów estymacji funkcji korelacyjnych sy-

gnałów zdeterminowanych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi.

4. W celu uzyskania jak największych korzyści ze stosowania sygnałów di-

therowych ustalono odpowiedni poziom dla każdego z analizowanych sy-

gnałów ditherowych oraz maksymalną wartość dyspersji/amplitudy dithera

jaką należy uwzględnić dobierając zakres przetwornika a-c podczas prze-

prowadzania badań symulacyjnych.

5. W wyniku badań analitycznych w programie Mathcad oraz symulacyj-

nych z użyciem wirtualnego korelatora wyznaczono wartości względnego

obciążenia oraz względnej niepewności standardowej typu A estymatora

wartości średniokwadratowej sygnałów: sinusoidalnego i trójkątnego oraz

ich sumy z sygnałami ditherowymi.

6. Za pomocą wirtualnego korelatora dokonano oceny obciążenia oraz nie-

pewności standardowej typu A estymatorów funkcji autokorelacji oraz ko-

relacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych i trójkątnych oraz ich sumy
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z sygnałami ditherowymi.

W (tab. 7.1) zostały wyszczególnione, analizowane w pracy sygnały dithero-

we o poszczególnych rozkładach prawdopodobieństwa wraz z wyznaczonymi

w pracy wartościami współczynników redukcji obciążenia. Przyjęto następu-

jące oznaczenia:

dG – sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym,

dR – sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym,

dT – sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym.

Tabela 7.1. Maksymalne wartości współczynników redukcji obciążenia Pd w pomia-

rach korelacyjnych sumy sygnałów badanych z sygnałami ditherowymi w zależności

od liczby B bitów przetwornika

pomiar wartości średniokwadratowej

B rodzaj sygnału badanego

sinusoidalny trójkątny

dG dR dT dG dR dT

6 1, 5 · 102 1, 1 · 102 1, 4 · 105 1, 3 · 102 1, 7 · 103 1, 4 · 103

8 1, 7 · 102 4, 3 · 102 4, 1 · 104 1, 2 · 102 1, 6 · 102 3, 0 · 102

10 1, 8 · 102 2, 1 · 103 1, 6 · 104 1, 3 · 102 4, 7 · 102 1, 1 · 102

12 2, 2 · 102 3, 5 · 103 7, 1 · 103 51 74 62

pomiar autokorelacji / interkorelacji

B rodzaj sygnału badanego

sinusoidalny trójkątny

dG dR dT dG dR dT

6 1, 7 · 102 4, 8 · 104 1, 4 · 105 2, 9 · 102 1, 0 · 104 2, 5 · 104

0, 3

8 1, 9 · 102 1, 4 · 104 1, 5 · 105 4, 2 · 102 1, 1 · 103 5, 5 · 102

1, 0

10 2, 1 · 102 6, 6 · 103 2, 3 · 104 – 5, 0 · 102 9, 9 · 102

12 1, 7 · 102 5, 5 · 103 4, 8 · 104 – 1, 7 · 103 3, 3 · 102
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Kolorem zielonym zaznaczono maksymalne wartości współczynnika re-

dukcji obciążenia Pd wskazując najlepsze, zdaniem autorki, sygnały ditherowe

w poszczególnych sytuacjach pomiarowych. Kolorem czerwonym zaznaczo-

no sygnały niezalecane przez autorkę (nie dla wszystkich wartości przesunię-

cia czasowego funkcji korelacyjnych obserwuje się wpływ sygnału ditherowego

na zmniejszenie wartości obciążenia). Kolorem niebieskim oznaczono wyniki

dla sygnału ditherowego dającego korzyści lepsze niż w wyniku zastosowania

sygnału o rozkładzie normalnym, ale gorsze niż dla dithera o rozkładzie trój-

kątnym.

7.2. Wnioski

Ogólne wnioski z przeprowadzonych badań brzmią następująco:

– Wartości obciążenia oraz niepewności standardowej typu A zależą od licz-

by bitów przetwornika i maleją wraz ze wzrostem ich wartości.

– Uwzględnienie poprawki Shepparda w pomiarze sygnałów sinusoidalnych

wpływa na zmniejszenie powodowanego kwantowaniem obciążenia esty-

matorów: wartości średniokwadratowej, funkcji autokorelacji oraz korela-

cji wzajemnej.

– Sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym i amplitudzie AdT = 1q dodany

zarówno do sygnału sinusoidalnego, jak i trójkątnego oraz sygnał ditherowy

o rozkładzie równomiernym i amplitudzie AdR = 0, 5q dodany do sygnału

trójkątnego umożliwiają odtworzenie wartości E[x2] na podstawie warto-

ści E[x2q] z dokładnością do poprawki Shepparda. Pozostałe, analizowane

w pracy sygnały ditherowe, powodują zmniejszenie wartości obciążenia po-

wodowanego kwantowaniem.

– Sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym w pomiarze z sygnałem trój-

kątnym powoduje zmniejszenie wartości obciążenia jedynie dla argumen-

tów przesunięcia czasowego funkcji korelacyjnych równego 0,
1

2
T oraz 1T ,

gdzie T jest okresem sygnału.

– Najlepsze wyniki uzyskano kwantując sygnał badany z ditherem o rozkła-

dzie trójkątnym. Korzyści wynikające z jego stosowania wielokrotnie prze-
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wyższają korzyści wynikające ze stosowania sygnału o rozkładzie normal-

nym, który jest stosowany ze względu na prosty sposób wygenerowania.

– Kwantowanie z udziałem sygnałów ditherowych powoduje pojawienie się

niepewności typu A. Przeprowadzając badania symulacyjne można wpły-

nąć na zmniejszenie tej wartości poprzez zwiększenie liczby próbek sygna-

łów lub liczby powtórzeń eksperumentu, co z kolei powoduje wydłużenie

czasu jego trwania.

Wnioski wynikające z estymacji wartości średniokwadratowej brzmią na-

stępująco:

– Przeprowadzając badania analityczne należy ustawić następujące parame-

try poszczególnych sygnałów ditherowych o rozkładzie:

— normalnym: σdG = 0, 5q,

— równomiernym: AdR = 0, 5q,

— trójkątnym: AdT = AdT_max = 1q.

Dodatkowo, przeprowadzając badania symulacyjne, należy dobierając za-

kres przetwornika uwzględnić maksymalną wartość generowanego sygna-

łu ditherowego. Dla analizowanych sygnałów ditherowych o maksymalnych

wartościach σdG_max = AdR_max = AdT_max = 1q uzyskano bardzo dobrą

zbieżność pomiędzy wynikami analizy matematycznej, a wynikami symu-

lacji.

– Sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym i amplitudzie równej AdT = 1q

w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego zapew-

nia odtworzenie, z dokładnością do poprawki Shepparda (q2/12), wartości

E
[
x2
]

na podstawie wartości E
[
x2q
]
.

– W przypadku pomiaru sygnału trójkątnego odtworzenie, z dokładnością

do poprawki Shepparda, wartości średniokwadratowej sygnałów na pod-

stawie wartości średniokwadratowej sygnałów skwantowanych umożli-

wia zarówno kwantowanie z sygnałem ditherowym o rozkładzie trójkątnym

o amplitudzie AdT = 1q, jak i równomiernym o amplitudzie AdR = 0, 5q.

– Kwantowanie z sygnałem ditherowym o rozkładzie równomiernym o am-

plitudzie AdR = 0, 5q nie umożliwia odtworzenia wartości średniokwadra-
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towej na podstawie wartości średniokwadratowej sygnału skwantowane-

go z dokładnością do poprawki Shepparda, jednak powoduje zmniejszenie

wartości względnego obciążenia. Korzyści wynikające z jego stosowania

wzrastają wraz ze wzrostem liczby bitów przetwornika (w wyniku prze-

prowadzonej analizy matematycznej zaobserwowano, że dla B = 6 sygnał

ditherowy powoduje 105-krotne obniżenie wartości względnego obciążenia,

dla B = 16 aż ponad 105-krotne obniżenie wartości względnego obciąże-

nia).

– Kwantowanie z sygnałem ditherowym o rozkładzie normalnym i dyspersji

σdG = 0, 5q także nie umożliwia odtworzenia, z dokładnością do poprawki

Shepparda, wartości E
[
x2
]

na podstawie wartości E
[
x2q
]
. Wyniki przepro-

wadzonej analizy matematycznej wskazują, że bez względu na liczbę bi-

tów przetwornika, powoduje ono około 100-krotne zmniejszenie wartości

obciążenia.

– Względna niepewność standardowa typu A bez względu na rodzaj zasto-

sowanego sygnału ditherowego osiąga wartości tego samego rzędu (10−7 dla

B = 6 oraz 10−10 dla B = 16 – wynik pomiarów symulacyjnych

dlaM = 219, N = 100 000 orazM = 106, N = 100 000).

– Dither o rozkładzie normalnym, stosowany obecnie ze względu na łatwy

sposób wygenerowania, okazuje się być sygnałem najmniej skutecznym

pod względem redukcji obciążenia powodowanego kwantowaniem.

Wnioski wynikające z estymacji funkcji autokorelacji za pomocą wirtualne-

go korelatora brzmią następująco:

– Sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym o amplitudzieAdT = 1q w pomia-

rze z sygnałem przetwarzanym powoduje zmniejszenie wartości obciąże-

nia o trzy, a nawet o cztery rzędy wielkości (dla sygnału sinusoidalnego:

M = 219, N = 100 000, dla sygnału trójkątnego:M = 106, N = 100 000).

– W przypadku pomiaru sygnału trójkątnego uzyskuje się bardzo dobre efek-

ty zarówno w pomiarze z ditherem o rozkładzie trójkątnym, jak i równo-

miernym.

– Sygnał ditherowy o rozkładzie równomiernym i amplitudzie AdR = 0, 5q
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zarówno w pomiarze z sygnałem sinusoidalnym, jak i trójkątnym dla prze-

tworników małobitowych (B = 6, 8) skuteczniej obniża wartość obciążenia

dla k 6= 0 niż dla wartości średniokwadratowej.

– Zastosowanie sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym i odchyleniu

standardowym σdG = 0, 5q w pomiarze z sygnałem sinusoidalnym, bez

względu na wartość przesunięcia k oraz liczbę bitów przetwornika, prowa-

dzi do zmniejszenia wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem

o dwa rzędy wielkości (M = 219, N = 100 000).

Podobne wyniki otrzymujemy w pomiarze sygnału trójkątnego dla warto-

ści szczytowych funkcji autokorelacji (M = 106, N = 100 000).

– Niepewność standardowa typu A, podobnie jak obciążenie, maleje wraz

ze wzrostem liczby bitów przetwornika i dla przetwornika 6-bitowego osią-

ga wartości rzędu 10−6 bez względu na rodzaj stosowanego dithera

(dla N = 100 000).

Wnioski wynikające z estymacji funkcji korelacji wzajemnej za pomocą wir-

tualnego korelatora brzmią następująco:

– Uwzględnienie poprawki Shepparda w pomiarze sygnałów sinusoidalnych

wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia powodowanego kwantowa-

niem.

– Zastosowanie sygnału ditherowego o rozkładzie normalnym i dyspersji

σdG = 0, 5q w pomiarze z sygnałami sinusoidalnymi, bez względu na war-

tość przesunięcia k oraz liczbę bitów przetwornika, powoduje zmniejszenie

wartości obciążenia powodowanego kwantowaniem o dwa rzędy wielko-

ści.

Podobne wyniki uzyskano badając estymatory wartości średniokwadrato-

wej oraz funkcji autokorelacji.

– W pomiarze z sygnałami trójkątnymi dither o rozkładzie normalnym tak-

że prowadzi do zmniejszenia wartości obciążenia o dwa rzędy wielkości,

niestety jedynie dla wartości przesunięcia czasowego funkcji korelacji wza-

jemnej k = 0,
1

2
T oraz 1T , gdzie T jest okresem sygnału.

– Badania symulacyjne wykazały, że sygnał ditherowy o rozkładzie równo-
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miernym i amplitudzie AdR = 0, 5q w pomiarze z sygnałami sinusoidalny-

mi powoduje zmniejszenie wartości obciążenia nawet o cztery rzędy wiel-

kości dlaB = 6 oraz o trzy rzędy wielkości dla pozostałych przetworników

– zgodnie z modelem powinna nastąpić eliminacja obciążenia.

Zastosowanie tego sygnału w pomiarze z sygnałami trójkątnymi także sku-

tecznie wpływa na zmniejszenie wartości obciążenia.

– Sygnał ditherowy o rozkładzie trójkątnym i amplitudzie AdT = 1q w pomia-

rze z sygnałami sinusoidalnymi powoduje zmniejszenie wartości obciąże-

nia o trzy lub cztery rzędy wielkości (zgodnie z modelem powinna nastąpić

eliminacja obciążenia).

– Niepewność standardowa typu A, podobnie jak obciążenie, maleje wraz

ze wzrostem liczby bitów przetwornika i dla przetwornika 6-bitowego osią-

ga wartości rzędu 10−6 bez względu na rodzaj stosowanego dithera (dla

parametrów:N = 100 000 iM = 219 w przypadku pomiaru sygnałów sinu-

soidalnych oraz N = 100 000 i M = 106 w przypadku pomiaru sygnałów

trójkątnych).

7.3. Podsumowanie

Na podstawie przeprowadzonych badań analitycznych oraz symulacyjnych

można stwierdzić, że najlepsze wyniki uzyskuje się kwantując sygnał bada-

ny z ditherem o rozkładzie trójkątnym. Dither o rozkładzie trójkątnym stwarza

możliwości odtworzenia momentów sygnałów na podstawie momentów sy-

gnałów skwantowanych. Korzyści wynikające ze stosowania sygnału o rozkła-

dzie trójkątnym wielokrotnie przewyższają korzyści wynikające ze stosowania

sygnału o rozkładzie normalnym, który jest stosowany ze względu na prosty

sposób wygenerowania.

Zgodnie z teorią kwantowania wg Widrowa modelowanie błędów parame-

trów i charakterystyk sygnałów wymaga znajomości odpowiadających

im funkcji charakterystycznych. Analizowane w ramach rozprawy funkcje cha-

rakterystyczne można otrzymać na podstawie funkcji gęstości prawdopodo-
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bieństwa rozważanych sygnałów. Na podstawie analizy sygnału sinusoidal-

nego oraz trójkątnego zaobserwowano, że we wzorach na funkcję gęstości

rozważanych sygnałów nie występuje przesunięcie τ . Zatem, stosując teorię

kwantowania wg Widrowa, z zastosowaniem do funkcji charakterystycznych,

możliwe jest wyznaczenie modeli błędów analizowanych sygnałów jedynie

dla argumentu k = j · π, j ∈ N . Uzasadnione więc było przeprowadzenie ba-

dań symulacyjnych estymatorów funkcji korelacyjnych z zastosowaniem za-

proponowanego w pracy wirtualnego korelatora.

Z przeprowadzonych w ramach rozprawy badań wynikają wnioski co do

kierunku dalszych prac. Można tu sprecyzować kilka zdań.

Pierwsze to wyprowadzenie matematycznych modeli niepewności stan-

dardowej typu A, nad którymi trwają badania prowadzone przez zespół ba-

dawczy, do którego należy autorka.

Drugie to przeprowadzenie rzeczywistych badań pomiarowych, co nie bę-

dzie zadaniem łatwym, ze względu na stosunkowo duże koszty nabycia pre-

cyzyjne aparatury umożliwiającej m.in. generowanie i przetwarzanie sygna-

łów, zwłaszcza losowych o różnych rozkładach prawdopodobieństwa.

Zdaniem autorki, wyniki przedstawionej w rozprawie analizy modeli ma-

tematycznych potwierdziły tezę pracy.

Praktycznym potwierdzeniem tezy jest wykonanie badań symulacyjnych

estymatorów wartości średniokwadratowej, funkcji autokorelacji oraz korela-

cji wzajemnej za pomocą autorskiego oprogramowania.

Częściowe wyniki pracy doktorskiej zostały przedstawione w miesięczni-

kach naukowo-technicznych PAR oraz PAK oraz na specjalistycznych konfe-

rencjach krajowych.



.
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[21] Domańska A.: Konwersja a-c z ograniczeniem zmian widma sygnału pomiarowego,

V Szkoła–Konferencja Metrologia Wspomagana Komputerowo, Rynia k/Warszawy,

21–24 maj, 2001.
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A. Opis Wirtualnego Korelatora

Do realizacji autorskiego oprogramowania wirtualnego korelatora z funk-

cją obliczania błędów (zwanego w skrócie wirtualnym korelatorem) zasto-

sowano środowisko LabWindows firmy National Instruments w wersji 7.0.

Środowisko LabWindows umożliwia projektowanie złożonych aplikacji po-

miarowych przeznaczonych do pracy w systemie operacyjnym Windows [94].

Posiada ciągle powiększającą się, rozbudowaną listę funkcji umożliwiających

przetwarzanie danych, a także graficzny interfejs użytkownika, którego wła-

ściwości pozwalają na odtworzenie głównego panelu przyrządu, co prowa-

dzi do powstania tzw. przyrządu wirtualnego1. Ponadto oprogramowanie La-

bWindows posiada narzędzia automatyzujące proces tworzenia aplikacji.

Wykonany przez autorkę wirtualny korelator umożliwia przeprowadzanie

badań symulacyjnych dotyczących wpływu sygnału ditherowego na obciążenie

oraz niepewność standardową typu A cyfrowych estymatorów funkcji korela-

cyjnych:

– autokorelacji sygnału w torze pierwszym korelatora;

– korelacji wzajemnej sygnałów w torze pierwszym i drugim korelatora.

Program umożliwia generowanie następujących sygnałów zdeterminowa-

nych: sinusoidalnego oraz trójkątnego o zadanych przez użytkownika para-

metrach, takich jak: amplituda, częstotliwość i przesunięcie fazowe. Genero-

wane są także trzy typy sygnałów ditherowych o zerowej wartości średniej i na-

stępujących rozkładach: normalnym, równomiernym oraz trójkątnym.

1 Wykonany wirtualny korelator należy do kategorii przyrządów wirtualnych, w któ-

rych: brak jest fizycznego przyrządu (sprzętu poza komputerem), dane wejściowe pobierane

są z plików lub generowane w sposób numeryczny, panel graficzny na ekrenie komputera -

symuluje płytę czołową, przyrząd jest obsługiwany za pomocą klawiatury i/lub myszy [77].
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Do generowania sygnałów zastosowano funkcje dostępne w pakiecie

LabWindows, z wyjątkiem realizacji sygnału o rozkładzie trójkątnym, który

wygenerowano w następujący sposób:

for (i=0;i<2*sigpoints;i++)

123456789noise[i]=(((double)rand()/RAND_MAX)-

123456789((double)rand()/RAND_MAX))*noise_ampl_1;

gdzie:

noise_ampl_1 jest amplitudą sygnału,

sigpoints – liczbą próbek sygnału.

Poziom każdego sygnału ditherowego obliczany jest programowo w zależ-

ności od ustawionej rozdzielczości przetwornika. W celu wyznaczenia warto-

ści obciążenia obliczana jest wartość teoretyczna estymatorów, z wyjątkiem

wartości teoretycznej estymatora autokorelacji oraz korelacji wzajemnej sy-

gnałów trójkątnych. Wzory, za pomocą których przeprowadzane są obliczenia

w wirtualnym korelatorze przedstawiono w rozdziale 6.

W obu kanałach korelatora możliwe jest kwantowanie sygnałów. Przetwa-

rzanie a-c realizowane jest za pomocą bipolarnego przetwornika o zadanej

przez użytkownika liczbie bitów.

Program umożliwia także ustawienie następujących parametrów przetwa-

rzania:

– częstotliwość próbkowania sygnału;

– liczbę próbek sygnału;

– wartość przesunięcia funkcji korelacji;

– liczbę powtórzeń eksperymentu.

Wszystkie parametry sygnałów/przetwarzania, które były obliczane pro-

gramowo są podczas wykonywania eksperymentu wyświetlane na panelu ko-

relatora. Uzyskane wyniki z każdego eksperymentu wraz z parametrami za-

danymi przez użytkownika oraz obliczanymi programowo są dodatkowo za-

pisywane do pliku.
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Ponadto program umożliwia prześledzenie generowanych sygnałów w po-

szczególnych etapach eksperymentu poprzez jego wizualizację na grafie oraz

możliwość odczytu poszczególnych wartości sygnałów. Istnieje także możli-

wość prezentacji funkcji korelacyjnych na korelogramie. W omawianym pro-

gramie wykorzystano opracowane przez autorkę funkcje realizujące operację

przetwarzania a-c, korelacji sygnałów oraz wyznaczania wartości błędów.

Sposób przeprowadzania eksperymentów został opisany w rozdziałach:

6.2 (str. 65), 6.2.1, (str. 68), 6.4.1 (str. 129).

Na (rys. 1) zamieszczono widok panelu głównego wirtualnego korelatora.



Rysunek 1. Panel główny wirtualnego korelatora
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B. Wyniki badań – ocena poprawności działania wirtualnego korelatora 175

B. Wyniki badań – ocena poprawności działania wirtualnego

korelatora

Dodatek zawiera tabele z wynikami przeprowadzonych badań symulacyj-

nych, analizowanych w rozdziale 6.1. W tabelach zawarto wyniki względne-

go obciążenia w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnałów: sinuso-

idalnego i trójkątnego bez obecności oraz w obecności sygnałów ditherowych

o rozkładach: normalnym, równomiernym oraz trójkątnym. Przyjęto poziom

sygnałów ditherowych σdG = AdR = AdT = 0, 5q, gdzie q jest krokiem kwan-

towania przetwornika a-c. Przedstawiono wyniki analiz matematycznych δM ,

δd[GRT ]M (przeprowadzonych w programie Mathcad), badań symulacyjnych δ,

δd[GRT ] uzyskanych za pomocą wirtualnego korelatora (patrz dodatek A), oraz

procentową różnicę δwk pomiędzy wynikami analiz matematycznych i badań

symulacyjnych obliczonych na podstawie (6.1) oraz (6.2).

Badania przeprowadzono dla różnej liczby próbek sygnałów M , różnej

liczby powtórzeń eksperymentu N oraz dla przetworników o różnej liczbie

bitów B.

Do obliczeń δwk oraz δwk_d[GRT ] użyto liczb o zwiększonej precyzji (piętna-

ście cyfr znaczących), aby błąd wynikający z obliczeń dodatkowo nie wpłynął

na ostateczny wynik. Dlatego w tabelach w kolumnach nr 2 i 3 przedstawiono

więcej niż dwie cyfry znaczące uzyskanych wyników.

Tabela 2. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego o amplitudzie A = 4, 7 V,M = 216 = 65 536, N = 1

B δ δM δwk[%]

6 1, 201590 · 10−3 1, 201172 · 10−3 3, 5 · 10−2

8 1, 529654 · 10−4 1, 510257 · 10−4 1, 3

10 1, 635853 · 10−5 1, 890571 · 10−5 −13
12 3, 076644 · 10−6 2, 364073 · 10−6 30

14 −5, 701992 · 10−7 2, 955359 · 10−7 −2, 9 · 102

16 −1, 459488 · 10−7 3, 694283 · 10−8 −5, 0 · 102
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Tabela 3. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego o amplitudzie A = 4, 7 V,M = 219 = 52 4288, N = 1

B δ δM δwk[%]

6 1, 202678 · 10−3 1, 201172 · 10−3 1, 3 · 10−1

8 1, 509593 · 10−4 1, 510257 · 10−4 −4, 4 · 10−2

10 1, 898369 · 10−5 1, 890571 · 10−5 4, 1 · 10−1

12 2, 262653 · 10−6 2, 364073 · 10−6 −4, 3
14 3, 312062 · 10−7 2, 955359 · 10−7 12

16 7, 452264 · 10−8 3, 694283 · 10−8 1, 0 · 102

Tabela 4. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego o amplitudzie A = 4, 7 V,M = 222 = 4 194 304, N = 1

B δ δM δwk[%]

6 1, 201871 · 10−3 1, 201172 · 10−3 5, 8 · 10−2

8 1, 511214 · 10−4 1, 510257 · 10−4 6, 3 · 10−2

10 1, 891236 · 10−5 1, 890571 · 10−5 3, 5 · 10−2

12 2, 357150 · 10−6 2, 364073 · 10−6 −2, 9 · 10−1

14 2, 961714 · 10−7 2, 955359 · 10−7 2, 2 · 10−1

16 3, 348454 · 10−8 3, 694283 · 10−8 −9, 4

Tabela 5. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego z ditherem o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q,M = 216 = 65 536, N = 50 000)

B δdG δdGM δwk_dG[%]

6 9, 413708 · 10−6 1, 238363 · 10−5 −24
8 6, 403211 · 10−7 1, 453654 · 10−6 −56
10 1, 163536 · 10−7 1, 788470 · 10−7 −35
12 2, 834410 · 10−8 2, 226730 · 10−8 27

14 9, 133970 · 10−9 2, 780652 · 10−9 1, 3 · 102

16 3, 265314 · 10−10 3, 474952 · 10−10 −6, 0
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Tabela 6. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego z ditherem o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q,M = 216 = 65 536, N = 100 000)

B δdG δdGM δwk_dG[%]

6 7, 120455 · 10−6 1, 238363 · 10−5 −43
8 1, 068434 · 10−7 1, 453654 · 10−6 −27
10 1, 323887 · 10−7 1, 788470 · 10−7 −26
12 2, 446106 · 10−8 2, 226730 · 10−8 9, 9

14 6, 683159 · 10−9 2, 780652 · 10−9 1, 4 · 102

16 5, 390673 · 10−10 3, 474952 · 10−10 55

Tabela 7. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego z ditherem o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q,M = 219 = 524 288, N = 100 000)

B δdG δdGM δwk_dG[%]

6 7, 584033 · 10−6 1, 238363 · 10−5 −39
8 8, 706595 · 10−7 1, 453654 · 10−6 −40
10 1, 050478 · 10−7 1, 788470 · 10−7 −41
12 1, 022579 · 10−8 2, 226730 · 10−8 −54
14 1, 259020 · 10−9 2, 780652 · 10−9 −55
16 3, 132120 · 10−10 3, 474952 · 10−10 −9, 9

Tabela 8. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

(A = 4, 9 V, AdR = 0, 5q,M = 216 = 65 536, N = 50 000)

B δdR δdRM δwk_dR[%]

6 −1, 165850 · 10−5 −1, 142332 · 10−5 2, 1

8 −1, 634047 · 10−7 −3, 364069 · 10−7 −51
10 −9, 042266 · 10−9 −1, 036012 · 10−8 −13
12 −1, 100655 · 10−8 −3, 225769 · 10−10 3, 3 · 103

14 1, 396150 · 10−9 −1, 007136 · 10−11 −1, 4 · 104

16 −4, 586067 · 10−10 −3, 146585 · 10−13 1, 5 · 105
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Tabela 9. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału si-

nusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

(A = 4, 9 V, AdR = 0, 5q,M = 216 = 65 536, N = 100 000)

B δdR δdRM δwk_dR[%]

6 −1, 092156 · 10−5 −1, 142332 · 10−5 −4, 4
8 −4, 520736 · 10−7 −3, 364069 · 10−7 34

10 9, 629221 · 10−9 −1, 036012 · 10−8 −1, 9 · 102

12 −6, 318684 · 10−9 −3, 225769 · 10−10 1, 9 · 103

14 1, 719722 · 10−10 −1, 007136 · 10−11 −1, 8 · 103

16 2, 872803 · 10−10 −3, 146585 · 10−13 −9, 1 · 104

Tabela 10. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie równomiernym

(A = 4, 9 V, AdR = 0, 5q,M = 219 = 524 288, N = 100 000)

B δdR δdRM δwk_dR[%]

6 −1, 135954 · 10−5 −1, 142332 · 10−5 −5, 6 · 10−1

8 −3, 478084 · 10−7 −3, 364069 · 10−7 3, 4

10 −8, 968338 · 10−9 −1, 036012 · 10−8 −13
12 −1, 767638 · 10−9 −3, 225769 · 10−10 4, 5 · 102

14 4, 224524 · 10−10 −1, 007136 · 10−11 −4, 3 · 103

16 3, 868803 · 10−11 −3, 146585 · 10−13 −1, 2 · 104

Tabela 11. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9 V, AdT = 0, 5q,M = 216 = 65 536, N = 50 000)

B δdT δdTM δwk_dT [%]

6 6, 799364 · 10−4 6, 794393 · 10−4 7, 3 · 10−2

8 8, 307399 · 10−5 8, 300895 · 10−5 7, 8 · 10−2

10 1, 031213 · 10−5 1, 031709 · 10−5 −4, 8 · 10−2

12 1, 286222 · 10−6 1, 287799 · 10−6 −1, 2 · 10−1

14 1, 763227 · 10−7 1, 609175 · 10−7 9, 6

16 −1, 994227 · 10−8 2, 011290 · 10−8 −2, 0 · 102
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Tabela 12. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9 V, AdT = 0, 5q,M = 216 = 65 536, N = 100 000)

B δdT δdTM δwk_dT [%]

6 6, 796723 · 10−4 6, 794393 · 10−4 3, 4 · 10−2

8 8, 289959 · 10−5 8, 300895 · 10−5 −1, 3 · 10−1

10 1, 029241 · 10−5 1, 031709 · 10−5 −2, 4 · 10−1

12 1, 283364 · 10−6 1, 287799 · 10−6 −3, 4 · 10−1

14 1, 763458 · 10−7 1, 609175 · 10−7 9, 6

16 −2, 013322 · 10−8 2, 011290 · 10−8 −2, 0 · 102

Tabela 13. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9 V, AdT = 0, 5q,M = 219 = 524 288, N = 100 000)

B δdT δdTM δwk_dT [%]

6 6, 794298 · 10−4 6, 794393 · 10−4 −1, 4 · 10−3

8 8, 300868 · 10−5 8, 300895 · 10−5 −3, 2 · 10−4

10 1, 031593 · 10−5 1, 031709 · 10−5 −1, 1 · 10−2

12 1, 288573 · 10−6 1, 287799 · 10−6 −6, 0 · 10−2

14 1, 608024 · 10−7 1, 609175 · 10−7 −7, 2 · 10−2

16 1, 934462 · 10−8 2, 011290 · 10−8 −3, 8

Tabela 14. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego o amplitudzie A = 4, 7 V,M = 105 = 100 000, N = 1

B δ δM δwk[%]

6 2, 426025 · 10−4 2, 441259 · 10−4 −6, 2 · 10−1

8 1, 423340 · 10−5 1, 525787 · 10−5 −6, 7
10 1, 241150 · 10−6 9, 536169 · 10−7 30

12 1, 654625 · 10−7 5, 960106 · 10−8 1, 8 · 102

14 1, 878496 · 10−9 3, 727796 · 10−9 −50
16 2, 935156 · 10−9 2, 328166 · 10−10 1, 2 · 103
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Tabela 15. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego o amplitudzie A = 4, 7 V,M = 106 = 1 000 000, N = 1

B δ δM δwk[%]

6 2, 442344 · 10−4 2, 441259 · 10−4 4, 4 · 10−2

8 1, 519434 · 10−5 1, 525787 · 10−5 −4, 2 · 10−1

10 9, 496460 · 10−7 9, 536169 · 10−7 −4, 2 · 10−1

12 7, 693099 · 10−8 5, 960106 · 10−8 29

14 1, 878491 · 10−9 3, 727796 · 10−9 −50
16 1, 152171 · 10−10 2, 328166 · 10−10 −51

Tabela 16. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego o amplitudzie A = 4, 7 V,M = 107 = 10 000 000, N = 1

B δ δM δwk[%]

6 2, 441406 · 10−4 2, 441259 · 10−4 6, 0 · 10−3

8 1, 525527 · 10−5 1, 525787 · 10−5 −1, 7 · 10−2

10 9, 557981 · 10−7 9, 536169 · 10−7 2, 3 · 10−1

12 6, 003023 · 10−8 5, 960106 · 10−8 7, 2 · 10−1

14 3, 492704 · 10−9 3, 727796 · 10−9 −6, 3
16 8, 298779 · 10−12 2, 328166 · 10−10 −96

Tabela 17. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z ditherem o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q,M = 105 = 100 000, N = 50 000)

B δdG δdGM δwk_dG[%]

6 1, 741224 · 10−6 2, 845649 · 10−6 −39
8 1, 783251 · 10−7 1, 399067 · 10−7 27

10 −6, 614374 · 10−8 8, 437666 · 10−9 −8, 8 · 102

12 6, 519436 · 10−9 5, 227170 · 10−10 1, 1 · 103

14 2, 579427 · 10−9 3, 259269 · 10−11 7, 8 · 103

16 8, 083649 · 10−10 2, 036225 · 10−12 4, 0 · 104
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Tabela 18. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z ditherem o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q,M = 106 = 1 000 000, N = 50 000)

B δdG δdGM δwk_dG[%]

6 1, 697472 · 10−6 2, 845649 · 10−6 −40
8 7, 991598 · 10−8 1, 399067 · 10−7 −43
10 −7, 136837 · 10−9 8, 437666 · 10−9 −1, 8 · 102

12 −1, 059157 · 10−9 5, 227170 · 10−10 −3, 0 · 102

14 −1, 053757 · 10−9 3, 259269 · 10−11 −3, 3 · 103

16 2, 289018 · 10−10 2, 036225 · 10−12 1, 1 · 104

Tabela 19. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z ditherem o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q,M = 106 = 1 000 000, N = 100 000)

B δdG δdGM δwk_dG[%]

6 1, 947830 · 10−6 2, 845649 · 10−6 −32
8 1, 317809 · 10−7 1, 399067 · 10−7 −5, 8
10 −1, 139488 · 10−8 8, 437666 · 10−9 −2, 4 · 102

12 1, 499096 · 10−9 5, 227170 · 10−10 1, 9 · 102

14 7, 319147 · 10−10 3, 259269 · 10−11 2, 1 · 103

16 9, 387740 · 10−11 2, 036225 · 10−12 4, 5 · 103
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Tabela 20. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9 V, AdT = 0, 5q,M = 105 = 100 000, N = 50 000)

B δdT δdTM δwk_dT [%]

6 1, 305175 · 10−4 1, 300706 · 10−4 3, 4 · 10−1

8 7, 732354 · 10−6 7, 749213 · 10−6 −2, 2 · 10−1

10 4, 845319 · 10−7 4, 786992 · 10−7 1, 3

12 2, 385490 · 10−8 2, 983115 · 10−8 −20
14 1, 387559 · 10−9 1, 863223 · 10−9 −26
16 1, 631620 · 10−9 1, 164363 · 10−10 1, 3 · 103

Tabela 21. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9 V, AdT = 0, 5q,M = 106 = 1 000 000, N = 50 000)

B δdT δdTM δwk_dT [%]

6 1, 301983 · 10−4 1, 300706 · 10−4 9, 8 · 10−2

8 7, 780999 · 10−6 7, 749213 · 10−6 4, 1 · 10−1

10 4, 848361 · 10−7 4, 786992 · 10−7 1, 3

12 3, 338138 · 10−8 2, 983115 · 10−8 12

14 2, 025584 · 10−9 1, 863223 · 10−9 8, 7

16 6, 683134 · 10−11 1, 164363 · 10−10 −43

Tabela 22. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego o amplitudzie z ditherem o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9 V, AdT = 0, 5q,M = 106 = 1 000 000, N = 100 000)

B δdT δdTM δwk_dT [%]

6 1, 301494 · 10−4 1, 300706 · 10−4 6, 1 · 10−2

8 7, 746206 · 10−6 7, 749213 · 10−6 −3, 9 · 10−2

10 4, 779931 · 10−7 4, 786992 · 10−7 −1, 5 · 10−1

12 3, 013934 · 10−8 2, 983115 · 10−8 1, 0

14 1, 267531 · 10−9 1, 863223 · 10−9 −32
16 9, 196431 · 10−11 1, 164363 · 10−10 −21
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C. Wyniki badań estymatora wartości średniokwadratowej

przedstawione w formie graficznej

Dodatek zawiera wykresy prezentujące w formie graficznej wyniki prze-

prowadzonych badań, analizowanych w rozdziale 6.2.
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Rysunek 2. Względne obciążenie δdGM , δdG w pomiarze wartości średniokwadrato-

wej sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie normalnym wyznaczone dla

przetworników a) 6÷ 16 bitowych, b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 3. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego δ, δM oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

normalnym δdG, δdGM wyznaczone dla przetworników a) 6 ÷ 16 bitowych, b) 8 ÷ 12
bitowych
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Rysunek 4. Względne obciążenie δdG, δdGM oraz względna niepewność standardowa

typu A uξdG estymatora wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego

z ditherem o rozkładzie normalnym wyznaczone dla przetworników a) 6÷16 bitowych,

b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 5. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego δ, δM oraz względne obciążenie δdG, δdGM i względna niepewność

standardowa typu A uξdG sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie normal-

nym wyznaczone dla B-bitowych przetworników
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Rysunek 6. Względne obciążenie δdRM , δdR w pomiarze wartości średniokwadrato-

wej sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie równomiernym wyznaczone

dla przetworników a) 6÷ 16 bitowych, b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 7. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

sinusoidalnego δ, δM oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

równomiernym δdR, δdRM wyznaczone dla przetworników a) 6 ÷ 16 bitowych, b)

8÷ 12 bitowych
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Rysunek 8. Względne obciążenie δdR, δdRM oraz względna niepewność standardowa

typu A uξdR estymatora wartości średniokwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego

z ditherem o rozkładzie równomiernym wyznaczone dla przetworników a) 6 ÷ 16 bi-

towych, b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 9. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygna-

łu sinusoidalnego δ, δM oraz względne obciążenie δdR, δdRM i względna niepewność

standardowa typu A uξdR sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie równo-

miernym wyznaczone dla B-bitowych przetworników
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Rysunek 10. δdT , δdTM oraz uξdT estymatora wartości średniokwadratowej sumy sy-

gnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie trójkątnym dla AdT = 0, 5q, 1q, M =

219 = 524 288, N = 100 000
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Rysunek 11. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygna-

łu sinusoidalnego δ, δM oraz względne obciążenie δdT i względna niepewność stan-

dardowa typu A uξdT sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie trójkątnym

wyznaczone dla B-bitowych przetworników
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Rysunek 12. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej

sygnału sinusoidalnego δ, δM oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym δdT wyznaczone dla przetworników a) 6÷16 bitowych, b) 8÷12 bitowych
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Rysunek 13. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego δ, δM oraz sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie normalnym

δdG, δdGM wyznaczone dla przetworników a) 6÷ 16 bitowych, b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 14. Względne obciążenie δdG, δdGM oraz względna niepewność standardo-

wa typu A uξdG estymatora wartości średniokwadratowej sumy sygnału trójkątnego

z ditherem o rozkładzie normalnym wyznaczone dla przetworników a) 6÷16 bitowych,

b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 15. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego δ, δM oraz względne obciążenie δdG, δdGM i względna niepewność stan-

dardowa typu A uξdG sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie normalnym

wyznaczone dla B-bitowych przetworników
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Rysunek 16. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego δ, δM oraz sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie równomiernym

δdR wyznaczone dla przetworników a) 6÷ 16 bitowych, b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 17. Względne obciążenie δdR oraz względna niepewność standardowa ty-

pu A uξdR estymatora wartości średniokwadratowej sumy sygnału trójkątnego z dithe-

rem o rozkładzie równomiernym wyznaczone dla przetworników a) 6÷ 16 bitowych,

b) 8÷ 12 bitowych

6 8 10 12 14 16
10

−12

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

B

 δ
,  

 δ
M

,  
 |δ

dR
|, 

  u
ξd

R

 δ
δ

M
|δ

dR
|

uξdR

Rysunek 18. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego δ, δM oraz względne obciążenie δdR i względna niepewność standardowa

typu A uξdR sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie równomiernym wyzna-

czone dla B-bitowych przetworników
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Rysunek 19. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego δ, δM oraz sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym δdT

wyznaczone dla przetworników a) 6÷ 16 bitowych, b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 20. Względne obciążenie δdT oraz względny błąd standardowy uξdT estyma-

tora wartości średniokwadratowej sumy sygnału trójkątnego z ditherem o rozkładzie

trójkątnym wyznaczone dla przetworników a) 6÷ 16 bitowych, b) 8÷ 12 bitowych
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Rysunek 21. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału

trójkątnego δ, δM oraz względne obciążenie δdT i względny błąd standardowy ξdT su-

my sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym wyznaczone dlaB-bitowych

przetworników
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Rysunek 22. Histogram względnego obciążenia δdG w pomiarze wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie normalnym
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Rysunek 23. Histogram względnego obciążenia δdR w pomiarze wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie równomiernym
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Rysunek 24. Histogram względnego obciążenia δdT w pomiarze wartości średnio-

kwadratowej sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie trójkątnym
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D. Wyniki badań estymatora wartości średniokwadratowej

przedstawione w formie tabelarycznej

Dodatek zawiera tabele z wynikami analizy matematycznej oraz przepro-

wadzonych badań symulacyjnych, omawianych w rozdziale 6.2.



Tabela 23. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego δ, δM , względne obciążenie

δdG, δdGM i względna niepewność standardowa typu A uξdG sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie normalnym oraz

współczynniki PdG, PdGM , wyznaczone dla B-bitowych przetworników (A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q)

B δ δM δdG δdGM uξdG PdG PdGM

M = 219 = 524 288, N = 100 000

6 1, 2 · 10−3 1, 2 · 10−3 7, 7 · 10−6 1, 2 · 10−5 2, 5 · 10−7 1, 5 · 102 97

8 1, 5 · 10−4 1, 5 · 10−4 8, 7 · 10−7 1, 5 · 10−6 5, 7 · 10−8 1, 7 · 102 1, 0 · 102

10 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 1, 1 · 10−7 1, 8 · 10−7 1, 4 · 10−8 1, 8 · 102 1, 0 · 102

12 2, 3 · 10−6 2, 4 · 10−6 1, 0 · 10−8 2, 2 · 10−8 3, 5 · 10−9 2, 2 · 102 1, 0 · 102

14 3, 3 · 10−7 3, 0 · 10−7 1, 3 · 10−9 2, 8 · 10−9 8, 7 · 10−10 2, 6 · 102 1, 0 · 102

16 7, 5 · 10−8 3, 7 · 10−8 3, 1 · 10−10 3, 5 · 10−10 2, 2 · 10−10 2, 3 · 102 1, 0 · 102
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Tabela 24. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego δ, δM , względne obciążenie δdR,

δdRM i względna niepewność standardowa typu A uξdR sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie równomiernym oraz

współczynniki PdR, PdRM , wyznaczone dla B-bitowych przetworników (A = 4, 9 V, AdR = 0, 5q)

B δ δM δdR δdRM uξdR PdR
∗ PdRM

M = 219 = 524 288, N = 100 000

6 1, 2 · 10−3 1, 2 · 10−3 −1, 1 · 10−5 −1, 1 · 10−5 1, 6 · 10−7 1, 1 · 102 1, 1 · 102

8 1, 5 · 10−4 1, 5 · 10−4 −3, 5 · 10−7 −3, 4 · 10−7 3, 9 · 10−8 4, 3 · 102 4, 5 · 102

10 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 −9, 0 · 10−9 −1, 0 · 10−8 9, 8 · 10−9 2, 1 · 103 1, 8 · 103

12 2, 3 · 10−6 2, 4 · 10−6 −1, 8 · 10−9 −3, 2 · 10−10 2, 5 · 10−9 −− 7, 3 · 103

14 3, 3 · 10−7 3, 0 · 10−7 8, 9 · 10−10 −1, 0 · 10−11 6, 1 · 10−10 −− 2, 9 · 104

16 7, 5 · 10−8 3, 7 · 10−8 3, 9 · 10−11 −3, 1 · 10−13 1, 5 · 10−10 −− 1, 2 · 105

M = 221 = 2 097 152, N = 100 000

12 2, 3 · 10−6 2, 4 · 10−6 1, 7 · 10−10 −3, 2 · 10−10 1, 2 · 10−9 −− 7, 3 · 103

14 3, 0 · 10−7 3, 0 · 10−7 −3, 3 · 10−10 −1, 0 · 10−11 3, 1 · 10−10 −− 2, 9 · 104

16 3, 9 · 10−8 3, 7 · 10−8 5, 2 · 10−11 −3, 1 · 10−13 7, 7 · 10−11 −− 1, 2 · 105

∗ Podano wartości współczynnika PdR dla przetworników 6 ÷ 10-bitowych, dla których procentowa różnica pomiędzy wynikami analizy

matematycznej δdRM , a badań symulacyjnych δdR nie przekroczyła 50% (rozdział 6.1).
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Tabela 25. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego δ, δM , względne obciążenie

δdT , δdTM i względna niepewność standardowa typu A uξdT sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie trójkątnym oraz

współczynnik PdT , wyznaczone dla B-bitowych przetworników (A = 4, 9 V, AdT = 1q)

B δ δM δdT δdTM uξdT PdT

M = 219 = 524 288, N = 100 000

6 1, 2 · 10−3 1, 2 · 10−3 8, 7 · 10−9 0 2, 0 · 10−7 1, 4 · 105

8 1, 5 · 10−4 1, 5 · 10−4 3, 7 · 10−9 0 4, 8 · 10−8 4, 1 · 104

10 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 1, 2 · 10−9 0 1, 2 · 10−8 1, 6 · 104

12 2, 3 · 10−6 2, 4 · 10−6 3, 2 · 10−10 0 3, 0 · 10−9 7, 1 · 103

14 3, 3 · 10−7 3, 0 · 10−7 −8, 8 · 10−11 0 7, 5 · 10−10 3, 8 · 103

16 7, 5 · 10−8 3, 7 · 10−8 −2, 8 · 10−11 0 1, 9 · 10−10 2, 6 · 103
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Tabela 26. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego δ, δM , względne obciążenie δdG, δdGM

i względna niepewność standardowa typu A uξdG sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie normalnym oraz współczynniki

PdG, PdGM , wyznaczone dla B-bitowych przetworników (A = 4, 7 V, σdG = 0, 5q)

B δ δM δdG δdGM uξdG PdG
∗ PdGM

M = 106, N = 100 000

6 2, 4 · 10−4 2, 4 · 10−4 1, 9 · 10−6 2, 8 · 10−6 3, 1 · 10−7 1, 3 · 102 86

8 1, 5 · 10−5 1, 5 · 10−5 1, 3 · 10−7 1, 4 · 10−7 7, 2 · 10−8 1, 2 · 102 1, 1 · 102

10 9, 5 · 10−7 9, 5 · 10−7 −1, 1 · 10−8 8, 4 · 10−9 1, 8 · 10−8 −− 1, 1 · 102

12 7, 7 · 10−8 6, 0 · 10−8 1, 5 · 10−9 5, 2 · 10−10 4, 4 · 10−9 −− 1, 1 · 102

14 1, 9 · 10−9 3, 7 · 10−9 7, 3 · 10−10 3, 3 · 10−11 1, 1 · 10−9 −− 1, 1 · 102

16 1, 1 · 10−10 2, 3 · 10−10 9, 4 · 10−11 2, 0 · 10−12 2, 7 · 10−10 −− 1, 1 · 102

∗ Podano wartości współczynnika PdG dla przetworników 6 i 8-bitowych, dla których procentowa różnica pomiędzy wynikami analizy mate-

matycznej δdGM , a badań symulacyjnych δdG nie przekroczyła 50% (rozdział 6.1).
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Tabela 27. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego δ, δM , względne obciążenie δdR, δdRM

i względna niepewność standardowa typu A uξdR sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie równomiernym oraz współczynnik

PdR, wyznaczone dla B-bitowych przetworników (A = 4, 9 V, AdR = 0, 5q)

B δ δM δdR δdRM uξdR PdR

M = 106, N = 100 000

6 2, 4 · 10−4 2, 4 · 10−4 1, 4 · 10−7 0 1, 4 · 10−7 1, 7 · 103

8 1, 5 · 10−5 1, 5 · 10−5 9, 7 · 10−8 0 3, 5 · 10−8 1, 6 · 102

10 9, 5 · 10−7 9, 5 · 10−7 −2, 0 · 10−9 0 8, 8 · 10−9 4, 7 · 102

12 7, 7 · 10−8 6, 0 · 10−8 −1, 0 · 10−9 0 2, 2 · 10−9 74

14 1, 9 · 10−9 3, 7 · 10−9 −9, 4 · 10−11 0 5, 5 · 10−10 20

16 1, 2 · 10−10 2, 3 · 10−10 −9, 3 · 10−11 0 1, 4 · 10−10 1, 2
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Tabela 28. Względne obciążenie w pomiarze wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego δ, δM , względne obciążenie δdT , δdTM

i względna niepewność standardowa typu A uξdT sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym oraz współczynnik

PdT , wyznaczone dla B-bitowych przetworników (A = 4, 9 V, AdT = 1q)

B δ δM δdT δdTM uξdT PdT

M = 106, N = 100 000

6 2, 4 · 10−4 2, 4 · 10−4 1, 8 · 10−7 0 1, 8 · 10−7 1, 4 · 103

8 1, 5 · 10−5 1, 5 · 10−5 −5, 1 · 10−8 0 4, 3 · 10−8 3, 0 · 102

10 9, 5 · 10−7 9, 5 · 10−7 8, 8 · 10−9 0 1, 1 · 10−8 1, 1 · 102

12 7, 7 · 10−8 6, 0 · 10−8 −1, 3 · 10−9 0 2, 7 · 10−9 62

14 1, 9 · 10−9 3, 7 · 10−9 −3, 1 · 10−10 0 6, 7 · 10−10 6, 1

16 1, 2 · 10−10 2, 3 · 10−10 7, 8 · 10−11 0 1, 7 · 10−10 1, 5
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Tabela 29. Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału sinusoidalnego δ oraz względne obciążenie

i względna niepewność standardowa typu A sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie: normalnym o dyspersji σdG = 0, 5q,

równomiernym o amplitudzie AdR = 0, 5q oraz trójkątnym o amplitudzie AdR = 1q – porównanie uzyskanych wyników za pomocą

współczynników: PdG, PdR, PdT (A = 4, 9 V,M = 219 = 524 288, N = 100 000)

B δ δdG δdR δdT uξdG uξdR uξdT

6 1, 2 · 10−3 8, 0 · 10−6 −1, 1 · 10−5 8, 7 · 10−9 2, 5 · 10−7 1, 6 · 10−7 2, 0 · 10−7

8 1, 5 · 10−4 9, 7 · 10−7 −3, 5 · 10−7 3, 7 · 10−9 2, 7 · 10−8 3, 9 · 10−8 4, 8 · 10−8

10 1, 9 · 10−5 1, 2 · 10−7 −9, 0 · 10−9 1, 2 · 10−9 1, 4 · 10−8 9, 8 · 10−9 1, 2 · 10−8

12 2, 3 · 10−6 1, 3 · 10−8 −1, 9 · 10−9 3, 2 · 10−10 3, 5 · 10−9 2, 5 · 10−9 3, 0 · 10−9

B PdG PdR PdT

6 1, 5 · 102 1, 1 · 102 1, 4 · 105

8 1, 6 · 102 4, 3 · 102 4, 1 · 104

10 1, 6 · 102 2, 1 · 103 1, 6 · 104

12 1, 8 · 102 1, 3 · 103 7, 1 · 103
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Tabela 30. Względne obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału trójkątnego δ oraz względne obciążenie

i względna niepewność standardowa typu A sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie: normalnym o dyspersji σdG = 0, 5q,

równomiernym o amplitudzie AdR = 0, 5q oraz trójkątnym o amplitudzie AdR = 1q – porównanie uzyskanych wyników za pomocą

współczynników: PdG, PdR, PdT (A = 4, 9 V,M = 106 = 1 000 000, N = 100 000)

B δ δdG δdR δdT uξdG uξdR uξdT

6 2, 4 · 10−4 1, 5 · 10−6 1, 4 · 10−7 9, 9 · 10−8 2, 2 · 10−7 1, 4 · 10−7 1, 8 · 10−7

8 1, 5 · 10−5 1, 6 · 10−7 9, 7 · 10−8 5, 1 · 10−8 7, 9 · 10−8 3, 5 · 10−8 4, 3 · 10−8

10 9, 5 · 10−7 −6, 1 · 10−8 −2, 0 · 10−9 2, 5 · 10−9 1, 9 · 10−8 8, 8 · 10−9 1, 1 · 10−8

B PdG PdR PdT

6 1, 6 · 102 1, 7 · 103 2, 5 · 103

8 93 1, 6 · 102 3, 0 · 102

10 16 4, 7 · 102 3, 8 · 102
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E. Wyniki badań estymatora funkcji autokorelacji

przedstawione w formie tabelarycznej

Dodatek zawiera tabele z wynikami przeprowadzonych badań symulacyj-

nych, analizowanych w rozdziale 6.3.

Dodatkowo, w celach porównawczych obliczono:

– bM(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sygnału uży-

tecznego, obliczone na podstawie iloczynu względnego obciążenia δM(0)

i wartości średniokwadratowej sygnału użytecznego,

– bd[GRT ]M(0) – obciążenie estymatora wartości średniokwadratowej sumy sy-

gnału użytecznego i ditherowego o rozkładzie: normalnym bdGM , równo-

miernym bdRM lub trójkątnym bdTM , obliczone na podstawie iloczynu względ-

nego obciążenia δd[GRT ]M(0) i wartości średniokwadratowej sygnału uży-

tecznego,

– Pbd[GRT ]M(0) – iloraz wartości bezwzględnych bM(0) oraz bd[GRT ]M(0).



Tabela 31. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego z ditherem o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 6)

k Rx(k),RdGx (k) R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

0 11, 047, 11, 054 11, 060 11, 054 1, 3 · 10−2 −− 8, 4 · 10−5 2, 7 · 10−6 1, 6 · 102

0, 25π 7, 8100 7, 8193 7, 8101 9, 3 · 10−3 7, 5 · 10−3 6, 2 · 10−5 2, 0 · 10−6 1, 5 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 7, 5 · 10−18 4, 3 · 10−7 −6, 7 · 10−16 −− 4, 3 · 10−7 9, 6 · 10−7 −−
0, 75π −7, 8100 −7, 8193 −7, 8101 −9, 3 · 10−3 −7, 5 · 10−3 −6, 2 · 10−5 1, 8 · 10−6 1, 5 · 102

1π −11, 045 −11, 060 −11, 045 −1, 5 · 10−2 −1, 3 · 10−2 −8, 8 · 10−5 2, 4 · 10−6 1, 7 · 102

1, 25π −7, 8100 −7, 8193 −7, 8101 −9, 3 · 10−3 −7, 5 · 10−3 −6, 2 · 10−5 2, 0 · 10−6 1, 5 · 102

1, 5π −2, 0 · 10−15 −7, 5 · 10−18 −2, 2 · 10−7 2, 0 · 10−15 −− −2, 2 · 10−7 1, 7 · 10−6 −−
1, 75π 7, 8100 7, 8193 7, 8101 9, 3 · 10−3 7, 5 · 10−3 6, 3 · 10−5 1, 8 · 10−6 1, 5 · 102

2π 11, 045 11, 060 11, 045 1, 5 · 10−2 1, 3 · 10−2 8, 9 · 10−5 1, 9 · 10−6 1, 7 · 102

bM(0) = 1, 3 · 10−2, bdGM(0) = 1, 4 · 10−4, PbdGM(0) = 97
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Tabela 32. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 8)

k Rx(k),RdGx (k) R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

0 11, 0451, 11, 0455 11, 0468 11, 0455 1, 7 · 10−3 −− 9, 6 · 10−6 3, 6 · 10−7 1, 7 · 102

0, 25π 7, 80999 7, 81118 7, 80999 1, 2 · 10−3 1, 1 · 10−3 7, 0 · 10−6 4, 6 · 10−7 1, 7 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 9, 9 · 10−17 4, 0 · 10−7 −5, 8 · 10−16 −− 4, 0 · 10−7 2, 2 · 10−7 −−
0, 75π −7, 80999 −7, 81118 −7, 80999 −1, 2 · 10−3 −1, 1 · 10−3 −6, 5 · 10−6 4, 3 · 10−7 1, 8 · 102

1π −11, 0450 −11, 0468 −11, 0450 −1, 8 · 10−3 −1, 7 · 10−3 −9, 6 · 10−6 5, 4 · 10−7 1, 9 · 102

1, 25π −7, 80999 −7, 81118 −7, 80999 −1, 2 · 10−3 −1, 1 · 10−3 −7, 2 · 10−6 4, 6 · 10−7 1, 6 · 102

1, 5π −2, 0 · 10−15 −9, 9 · 10−17 −2, 8 · 10−7 1, 9 · 10−15 −− −2, 8 · 10−7 3, 9 · 10−7 −−
1, 75π 7, 80999 7, 81118 7, 80999 1, 2 · 10−3 1, 1 · 10−3 7, 5 · 10−6 4, 3 · 10−7 1, 6 · 102

2π 11, 0450 11, 0468 11, 0450 1, 8 · 10−3 1, 7 · 10−3 1, 0 · 10−5 4, 5 · 10−7 1, 8 · 102

bM(0) = 1, 7 · 10−3, bdGM(0) = 1, 6 · 10−5, PbdGM(0) = 1, 0 · 102
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Tabela 33. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 10)

k Rx(k),RdGx (k) R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

0 11, 04501, 11, 04503 11, 04522 11, 04503 2, 1 · 10−4 −− 1, 2 · 10−6 1, 5 · 10−7 1, 8 · 102

0, 25π 7, 809994 7, 810143 7, 809995 1, 5 · 10−4 1, 4 · 10−4 9, 1 · 10−7 1, 1 · 10−7 1, 6 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 1, 7 · 10−16 −9, 8 · 10−9 −5, 1 · 10−16 −− −9, 8 · 10−9 5, 5 · 10−8 −−
0, 75π −7, 809994 −7, 810143 −7, 809995 −1, 5 · 10−4 −1, 4 · 10−4 −7, 0 · 10−7 1, 0 · 10−7 2, 1 · 102

1π −11, 04500 −11, 04522 −11, 04500 −2, 2 · 10−4 −2, 1 · 10−4 −1, 1 · 10−6 1, 3 · 10−7 2, 0 · 102

1, 25π −7, 809994 −7, 810143 −7, 809995 −1, 5 · 10−4 −1, 4 · 10−4 −7, 2 · 10−7 1, 1 · 10−7 2, 0 · 102

1, 5π −2, 0 · 10−15 −1, 7 · 10−16 −5, 5 · 10−8 1, 9 · 10−15 −− −5, 5 · 10−8 9, 5 · 10−8 −−
1, 75π 7, 809994 7, 810143 7, 809995 1, 5 · 10−4 1, 4 · 10−4 8, 9 · 10−7 1, 1 · 10−7 1, 7 · 102

2π 11, 04500 11, 04522 11, 04500 2, 2 · 10−4 2, 1 · 10−4 9, 8 · 10−7 1, 1 · 10−7 2, 2 · 102

bM(0) = 2, 1 · 10−4, bdGM(0) = 2, 0 · 10−6, PbdGM(0) = 1, 1 · 102

207



Tabela 34. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 12)

k Rx(k),RdGx (k) R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

0 11, 045000, 11, 045025 11, 045002 2, 5 · 10−5 −− 1, 1 · 10−7 3, 8 · 10−8 2, 2 · 102

11, 045002

0, 25π 7, 809994 7, 810012 7, 809995 1, 8 · 10−5 1, 7 · 10−5 1, 2 · 10−7 2, 8 · 10−8 1, 5 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 2, 1 · 10−16 7, 6 · 10−9 −4, 7 · 10−16 −− 7, 6 · 10−9 1, 4 · 10−8 −−
0, 75π −7, 809994 −7, 810012 −7, 809995 −1, 8 · 10−5 −1, 7 · 10−5 −2, 3 · 10−9 1, 6 · 10−9 7, 7 · 103

1π −11, 04500 −11, 04503 −11, 04500 −2, 5 · 10−5 −2, 5 · 10−5 −1, 8 · 10−7 3, 3 · 10−8 1, 4 · 102

1, 25π −7, 809994 −7, 810012 −7, 809995 −1, 8 · 10−5 −1, 7 · 10−5 −1, 1 · 10−7 2, 8 · 10−8 1, 6 · 102

1, 5π −2, 0 · 10−15 −2, 1 · 10−16 −3, 8 · 10−9 1, 8 · 10−15 −− −3, 8 · 10−9 2, 3 · 10−8 −−
1, 75π 7, 809994 7, 810012 7, 809995 1, 8 · 10−5 1, 7 · 10−5 1, 1 · 10−7 2, 6 · 10−8 1, 6 · 102

2π 11, 04500 11, 04503 11, 04500 2, 5 · 10−5 2, 5 · 10−5 1, 5 · 10−7 2, 7 · 10−8 1, 7 · 102

bM(0) = 2, 6 · 10−5, bdGM(0) = 2, 5 · 10−7, PbdGM(0) = 1, 1 · 102
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Tabela 35. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 14)

k Rx(k),RdGx (k) R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

0 11, 0450000, 11, 0450037 11, 0450001 3, 7 · 10−6 −− 1, 4 · 10−8 9, 6 · 10−9 2, 6 · 102

11, 0450001

0, 25π 7, 8099944 7, 8099970 7, 8099944 2, 6 · 10−6 2, 6 · 10−6 1, 3 · 10−8 7, 1 · 10−9 2, 0 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 −4, 4 · 10−17 −1, 1 · 10−9 −2, 7 · 10−16 −− −1, 1 · 10−9 3, 4 · 10−9 −−
0, 75π −7, 8099944 −7, 8099970 −7, 8099944 −2, 6 · 10−6 −2, 6 · 10−6 −1, 6 · 10−8 6, 5 · 10−9 1, 6 · 102

1π −11, 045000 −11, 045004 −11, 045000 −3, 7 · 10−6 −3, 7 · 10−6 −2, 1 · 10−8 8, 3 · 10−9 1, 7 · 102

1, 25π −7, 8099944 −7, 8099970 −7, 8099944 −2, 6 · 10−6 −2, 6 · 10−6 −1, 6 · 10−8 7, 1 · 10−9 1, 6 · 102

1, 5π −2, 0 · 10−15 4, 4 · 10−17 5, 7 · 10−10 2, 1 · 10−15 −− 5, 7 · 10−10 6, 3 · 10−9 −−
1, 75π 7, 8099944 7, 8099970 7, 8099944 2, 6 · 10−6 2, 6 · 10−6 1, 5 · 10−8 6, 5 · 10−9 1, 7 · 102

2π 11, 045000 11, 045004 11, 045000 3, 7 · 10−6 3, 7 · 10−6 1, 1 · 10−8 6, 8 · 10−9 3, 3 · 102

bM(0) = 3, 3 · 10−6, bdGM(0) = 3, 1 · 10−8, PbdGM(0) = 1, 1 · 102
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Tabela 36. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 16)

k Rx(k), R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

RdGx (k)

0 11, 04500000, 11, 04500082 11, 04500001 8, 2 · 10−7 −− 3, 5 · 10−9 2, 4 · 10−9 2, 4 · 102

11, 04500001

0, 25π 7, 8099944 7, 8099950 7, 8099944 5, 8 · 10−7 5, 8 · 10−7 3, 1 · 10−9 1, 8 · 10−9 1, 9 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 −7, 5 · 10−17 −4, 0 · 10−10 −7, 5 · 10−16 −− −4, 0 · 10−10 8, 5 · 10−10 −−
0, 75π −7, 8099944 −7, 8099950 −7, 8099944 −5, 8 · 10−7 −5, 8 · 10−7 −2, 3 · 10−9 1, 6 · 10−9 2, 5 · 102

1π −11, 045000 −11, 045001 −11, 045000 −8, 2 · 10−7 −8, 2 · 10−7 −2, 7 · 10−9 2, 1 · 10−9 3, 0 · 102

1, 25π −7, 8099944 −7, 8099950 −7, 8099944 −5, 8 · 10−7 −5, 8 · 10−7 −2, 1 · 10−9 1, 8 · 10−9 2, 8 · 102

1, 5π −2, 5 · 10−15 7, 5 · 10−17 2, 1 · 10−10 2, 1 · 10−15 −− 2, 1 · 10−10 1, 4 · 10−9 −−
1, 75π 7, 8099944 7, 8099950 7, 8099944 5, 8 · 10−7 5, 8 · 10−7 4, 2 · 10−9 1, 6 · 10−9 1, 4 · 102

2π 11, 045000 11, 045001 11, 045000 8, 2 · 10−7 8, 2 · 10−7 3, 5 · 10−9 1, 7 · 10−9 2, 4 · 102

bM(0) = 4, 1 · 10−7, bdGM(0) = 3, 8 · 10−9, PbdGM(0) = 1, 1 · 102
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Tabela 37. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 6)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 12, 007, 12, 009 12, 021 12, 009 1, 4 · 10−2 −− −1, 4 · 10−4 1, 9 · 10−6 1, 1 · 102

0, 25π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 7, 2 · 10−7 1, 4 · 10−6 1, 4 · 104

0, 5π 7, 4 · 10−16 −3, 3 · 10−18 −4, 7 · 10−7 −7, 4 · 10−16 −− −4, 7 · 10−7 6, 9 · 10−7 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 −2, 9 · 10−7 1, 3 · 10−6 3, 5 · 104

1π −12, 005 −12, 021 −12, 005 −1, 6 · 10−2 −1, 4 · 10−2 −1, 8 · 10−6 1, 6 · 10−6 8, 9 · 103

1, 25π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 −2, 1 · 10−7 1, 4 · 10−6 4, 8 · 104

1, 5π −2, 2 · 10−15 3, 3 · 10−18 −1, 9 · 10−6 2, 2 · 10−15 −− −1, 9 · 10−6 1, 2 · 10−6 −−
1, 75π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 −3, 1 · 10−7 1, 3 · 10−6 3, 2 · 104

2π 12, 005 12, 021 12, 005 1, 6 · 10−2 1, 4 · 10−2 1, 5 · 10−6 1, 3 · 10−6 1, 1 · 104

bM(0) = 1, 4 · 10−2, bdRM(0) = −1, 4 · 10−4, PbdRM(0) = 1, 1 · 102
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Tabela 38. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 8)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 12, 0051, 12, 0052 12, 0069 12, 0052 1, 8 · 10−3 −− −4, 2 · 10−6 4, 7 · 10−7 4, 3 · 102

0, 25π 8, 4888 8, 4901 8, 4888 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 −4, 7 · 10−7 3, 5 · 10−7 2, 7 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−16 1, 4 · 10−7 −8, 6 · 10−16 −− 1, 4 · 10−7 1, 7 · 10−7 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4901 −8, 4888 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 2, 2 · 10−7 3, 2 · 10−7 5, 9 · 103

1π −12, 0050 −12, 0069 −12, 0050 −1, 9 · 10−3 −1, 8 · 10−3 5, 8 · 10−7 4, 1 · 10−7 3, 3 · 103

1, 25π −8, 4888 −8, 4901 −8, 4888 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 4, 4 · 10−7 3, 5 · 10−7 2, 9 · 103

1, 5π −2, 2 · 10−15 1, 2 · 10−16 −1, 8 · 10−7 2, 5 · 10−15 −− −1, 8 · 10−7 2, 9 · 10−7 −−
1, 75π 8, 4888 8, 4901 8, 4888 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 −9, 5 · 10−8 3, 2 · 10−7 1, 4 · 104

2π 12, 0050 12, 0069 12, 0050 1, 9 · 10−3 1, 8 · 10−3 3, 0 · 10−7 3, 3 · 10−7 6, 5 · 103

bM(0) = 1, 8 · 10−3, bdRM(0) = −4, 0 · 10−6, PbdRM(0) = 4, 5 · 102
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Tabela 39. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 10)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 12, 00501, 12, 00502 12, 00524 12, 00502 2, 3 · 10−4 −− −1, 1 · 10−7 1, 2 · 10−7 2, 1 · 103

0, 25π 8, 4888 8, 4890 8, 4888 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 −4, 0 · 10−8 8, 6 · 10−8 4, 0 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−17 −1, 6 · 10−8 −7, 5 · 10−16 −− −1, 6 · 10−8 4, 2 · 10−8 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4890 −8, 4888 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 −6, 5 · 10−8 8, 0 · 10−8 2, 5 · 103

1π −12, 0050 −12, 0052 −12, 0050 −2, 4 · 10−4 −2, 3 · 10−4 −9, 8 · 10−8 1, 0 · 10−7 2, 4 · 103

1, 25π −8, 4888 −8, 4890 −8, 4888 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 −2, 5 · 10−8 8, 6 · 10−8 6, 6 · 103

1, 5π −2, 2 · 10−15 1, 5 · 10−17 5, 4 · 10−8 2, 2 · 10−15 −− 5, 4 · 10−8 7, 2 · 10−8 −−
1, 75π 8, 4888 8, 4890 8, 4888 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 −2, 8 · 10−8 8, 0 · 10−8 5, 7 · 103

2π 12, 0050 12, 0052 12, 0050 2, 4 · 10−4 2, 3 · 10−4 −7, 2 · 10−8 8, 3 · 10−8 3, 3 · 103

bM(0) = 2, 3 · 10−4, bdRM(0) = −1, 2 · 10−7, PbdRM(0) = 1, 8 · 103
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Tabela 40. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 12)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 12, 005000, 12, 005028 12, 005001 2, 7 · 10−5 −− −2, 1 · 10−8 3, 0 · 10−8 1, 3 · 103

12, 005001

0, 25π 8, 48882 8, 48884 8, 48882 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 −2, 0 · 10−8 2, 2 · 10−8 9, 4 · 102

0, 5π 7, 4 · 10−16 4, 3 · 10−17 3, 6 · 10−9 −6, 9 · 10−16 −− 3, 6 · 10−9 1, 0 · 10−8 −−
0, 75π −8, 48882 −8, 48884 −8, 48882 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 −7, 4 · 10−9 2, 0 · 10−8 2, 6 · 103

1π −12, 00500 −12, 00503 −12, 00500 −2, 8 · 10−5 −2, 8 · 10−5 2, 7 · 10−8 2, 5 · 10−8 1, 0 · 103

1, 25π −8, 48882 −8, 48884 −8, 48882 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 3, 9 · 10−8 2, 2 · 10−8 5, 0 · 102

1, 5π −2, 2 · 10−15 −4, 3 · 10−17 1, 6 · 10−8 2, 2 · 10−15 −− 1, 6 · 10−8 1, 8 · 10−8 −−
1, 75π 8, 48882 8, 48884 8, 48882 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 −3, 5 · 10−9 2, 0 · 10−8 5, 5 · 103

2π 12, 00500 12, 00503 12, 00500 2, 8 · 10−5 2, 8 · 10−5 2, 3 · 10−8 2, 1 · 10−8 1, 2 · 103

bM(0) = 2, 8 · 10−5, bdRM(0) = −3, 9 · 10−9, PbdRM(0) = 7, 3 · 103
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Tabela 41. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 6)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 12, 007, 12, 011 12, 021 12, 011 1, 4 · 10−2 −− 1, 0 · 10−7 2, 4 · 10−6 1, 4 · 105

0, 25π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 4, 3 · 10−7 1, 7 · 10−6 2, 3 · 104

0, 5π 7, 4 · 10−16 −3, 3 · 10−18 1, 2 · 10−6 −7, 4 · 10−16 −− 1, 2 · 10−6 8, 5 · 10−7 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 −1, 8 · 10−7 1, 6 · 10−6 5, 7 · 104

1π −12, 005 −12, 021 −12, 005 −1, 6 · 10−2 −1, 4 · 10−2 2, 2 · 10−7 2, 1 · 10−6 7, 3 · 104

1, 25π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 −3, 5 · 10−7 1, 7 · 10−6 2, 8 · 104

1, 5π −2, 2 · 10−15 3, 3 · 10−18 2, 8 · 10−7 2, 2 · 10−15 −− 2, 8 · 10−7 1, 5 · 10−6 −−
1, 75π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 2, 9 · 10−7 1, 6 · 10−6 3, 5 · 104

2π 12, 005 12, 021 12, 005 1, 6 · 10−2 1, 4 · 10−2 2, 2 · 10−7 1, 7 · 10−6 7, 3 · 104

bM(0) = 1, 4 · 10−2, bdTM(0) = 0

215



Tabela 42. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 8)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 12, 0052, 12, 0054 12, 0062 12, 0054 1, 8 · 10−3 −− 4, 4 · 10−8 5, 8 · 10−7 4, 1 · 104

0, 25π 8, 4888 8, 4901 8, 4888 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 −8, 4 · 10−9 4, 3 · 10−7 1, 5 · 105

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−16 2, 7 · 10−7 −8, 6 · 10−16 −− 2, 7 · 10−7 2, 1 · 10−7 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4901 −8, 4888 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 −1, 1 · 10−7 4, 0 · 10−7 1, 2 · 104

1π −12, 0050 −12, 0069 −12, 0050 −1, 9 · 10−3 −1, 8 · 10−3 7, 0 · 10−8 5, 0 · 10−7 2, 7 · 104

1, 25π −8, 4888 −8, 4901 −8, 4888 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 −1, 5 · 10−7 4, 3 · 10−7 8, 8 · 103

1, 5π −2, 2 · 10−15 1, 2 · 10−16 5, 7 · 10−8 2, 5 · 10−15 −− 5, 7 · 10−8 3, 6 · 10−7 −−
1, 75π 8, 4888 8, 4901 8, 4888 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 4, 4 · 10−8 4, 0 · 10−7 2, 9 · 104

2π 12, 0050 12, 0069 12, 0050 1, 9 · 10−3 1, 8 · 10−3 4, 7 · 10−8 4, 1 · 10−7 4, 1 · 104

bM(0) = 1, 8 · 10−3, bdTM(0) = 0
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Tabela 43. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 10)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 12, 00501, 12, 00502 12, 00524 12, 00502 2, 3 · 10−4 −− 1, 5 · 10−8 1, 5 · 10−7 1, 6 · 104

0, 25π 8, 4888 8, 4890 8, 4888 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 −3, 7 · 10−8 1, 1 · 10−7 4, 3 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−17 −2, 3 · 10−8 −7, 5 · 10−16 −− −2, 3 · 10−8 5, 1 · 10−8 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4890 −8, 4888 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 5, 3 · 10−8 9, 8 · 10−8 3, 1 · 103

1π −12, 0050 −12, 0052 −12, 0050 −2, 4 · 10−4 −2, 3 · 10−4 1, 9 · 10−8 1, 2 · 10−7 1, 2 · 104

1, 25π −8, 4888 −8, 4890 −8, 4888 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 3, 4 · 10−8 1, 1 · 10−7 4, 8 · 103

1, 5π −2, 2 · 10−15 1, 5 · 10−17 −2, 2 · 10−9 2, 2 · 10−15 −− −2, 2 · 10−9 8, 9 · 10−8 −−
1, 75π 8, 4888 8, 4890 8, 4888 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 −6, 9 · 10−9 9, 9 · 10−8 2, 3 · 104

2π 12, 0050 12, 0052 12, 0050 2, 4 · 10−4 2, 3 · 10−4 −4, 8 · 10−8 1, 0 · 10−7 5, 9 · 103

bM(0) = 2, 3 · 10−4, bdTM(0) = 0
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Tabela 44. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 12)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 12, 005000, 12, 005028 12, 005001 2, 7 · 10−5 −− 3, 8 · 10−9 3, 6 · 10−8 7, 1 · 103

12, 005001

0, 25π 8, 48882 8, 48884 8, 48882 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 3, 7 · 10−9 2, 6 · 10−8 5, 2 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 4, 7 · 10−17 −1, 9 · 10−9 −6, 9 · 10−16 −− −1, 9 · 10−9 1, 3 · 10−8 −−
0, 75π −8, 48882 −8, 48884 −8, 48882 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 −1, 3 · 10−8 2, 5 · 10−8 1, 4 · 103

1π −12, 00500 −12, 00503 −12, 00500 −2, 8 · 10−5 −2, 7 · 10−5 8, 6 · 10−9 3, 1 · 10−8 3, 2 · 103

1, 25π −8, 48882 −8, 48884 −8, 48882 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 4, 5 · 10−10 2, 6 · 10−8 4, 2 · 104

1, 5π −2, 2 · 10−15 −4, 3 · 10−17 −3, 9 · 10−9 2, 2 · 10−15 −− −3, 9 · 10−9 2, 2 · 10−8 −−
1, 75π 8, 48882 8, 48884 8, 48882 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 −3, 4 · 10−9 2, 5 · 10−8 5, 7 · 103

2π 12, 00500 12, 00502 12, 00500 2, 8 · 10−5 2, 8 · 10−5 5, 8 · 10−10 2, 5 · 10−8 4, 8 · 104

bM(0) = 2, 8 · 10−5, bdTM(0) = 0
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Tabela 45. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 14)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 12, 0050000, 12, 005004 12, 005000 4, 0 · 10−6 −− −1, 1 · 10−9 9, 0 · 10−9 3, 8 · 103

12, 0050001

0, 25π 8, 488817 8, 488820 8, 488817 2, 8 · 10−6 2, 8 · 10−6 −1, 9 · 10−9 6, 6 · 10−9 1, 4 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 2, 9 · 10−17 3, 0 · 10−9 −7, 1 · 10−16 −− 3, 0 · 10−9 3, 2 · 10−9 −−
0, 75π −8, 488817 −8, 488820 −8, 488817 −2, 8 · 10−6 −2, 8 · 10−6 −3, 8 · 10−10 6, 1 · 10−9 7, 4 · 103

1π −12, 005000 −12, 005004 −12, 005000 −4, 0 · 10−6 −4, 0 · 10−6 −4, 5 · 10−10 7, 8 · 10−9 9, 0 · 103

1, 25π −8, 488817 −8, 488820 −8, 488817 −2, 8 · 10−6 −2, 8 · 10−6 −2, 6 · 10−9 6, 6 · 10−9 1, 0 · 103

1, 5π −2, 2 · 10−15 −2, 9 · 10−17 1, 7 · 10−9 2, 2 · 10−15 −− 1, 7 · 10−9 5, 6 · 10−9 −−
1, 75π 8, 488817 8, 488820 8, 488817 2, 8 · 10−6 2, 8 · 10−6 6, 5 · 10−10 6, 2 · 10−9 4, 3 · 103

2π 12, 005000 12, 005004 12, 005000 4, 0 · 10−6 4, 0 · 10−6 −1, 5 · 10−9 6, 4 · 10−9 2, 6 · 103

bM(0) = 3, 5 · 10−6, bdTM(0) = 0
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Tabela 46. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze autokorelacji sygnału sinusoidalnego oraz sumy sygnału sinusoidalnego i dithera o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 16)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 12, 00500000, 12, 00500090 12, 00500001 8, 9 · 10−7 −− −3, 4 · 10−10 2, 3 · 10−9 2, 6 · 103

12, 00500001

0, 25π 8, 488817 8, 488818 8, 488817 6, 3 · 10−7 6, 3 · 10−7 −6, 6 · 10−10 1, 7 · 10−9 9, 6 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 1, 0 · 10−17 1, 2 · 10−9 −7, 3 · 10−16 −− 1, 2 · 10−9 8, 0 · 10−10 −−
0, 75π −8, 488817 −8, 488818 −8, 488817 −6, 3 · 10−7 −6, 3 · 10−7 1, 7 · 10−10 1, 5 · 10−9 3, 6 · 103

1π −12, 005000 −12, 005001 −12, 005000 −9, 0 · 10−7 −8, 9 · 10−7 8, 5 · 10−10 1, 9 · 10−9 1, 1 · 103

1, 25π −8, 488817 −8, 488818 −8, 488817 −6, 3 · 10−7 −6, 3 · 10−7 −5, 2 · 10−10 1, 7 · 10−9 1, 2 · 103

1, 5π −2, 2 · 10−15 −1, 0 · 10−17 −6, 2 · 10−10 2, 2 · 10−15 −− −6, 2 · 10−10 1, 4 · 10−9 −−
1, 75π 8, 488817 8, 488818 8, 488817 6, 3 · 10−7 6, 3 · 10−7 −3, 1 · 10−10 1, 5 · 10−9 2, 0 · 103

2π 12, 005000 12, 005001 12, 005000 9, 0 · 10−7 8, 9 · 10−7 1, 4 · 10−10 1, 6 · 10−9 6, 2 · 103

bM(0) = 4, 4 · 10−7, bdTM(0) = 0
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Tabela 47. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k)w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątengo oraz sumy sygnału trójkątengo i dithera o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 6)

k Rx(k),RdGx (k) R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

0 7, 3651, 7, 3721 7, 3669 7, 3721 1, 8 · 10−3 1, 2 · 10−5 5, 1 · 10−4 1, 4 · 102
1
8
T 5, 0649 5, 0641 5, 0623 −7, 7 · 10−4 −2, 6 · 10−3 1, 7 · 10−6 0, 3

1
4
T 0 −1, 8 · 10−17 −7, 2 · 10−7 −1, 8 · 10−17 −7, 2 · 10−7 8, 1 · 10−7 −−
3
8
T −5, 0649 −5, 0641 −5, 0623 7, 7 · 10−4 2, 6 · 10−3 1, 6 · 10−6 0, 3

1
2
T −7, 3633 −7, 3669 −7, 3633 −3, 6 · 10−3 −1, 2 · 10−5 4, 4 · 10−4 2, 9 · 102
5
8
T −5, 0649 −5, 0641 −5, 0623 7, 7 · 10−4 2, 6 · 10−3 1, 7 · 10−6 0, 3

3
4
T −3, 8 · 10−15 1, 8 · 10−17 −2, 6 · 10−7 3, 8 · 10−15 −2, 6 · 10−7 1, 4 · 10−6 −−
7
8
T 5, 0649 5, 0641 7, 3633 −7, 7 · 10−4 −2, 6 · 10−3 1, 6 · 10−6 0, 3

T 7, 3633 7, 3669 7, 3633 3, 6 · 10−3 1, 3 · 10−5 3, 6 · 10−4 2, 8 · 102

bM(0) = 1, 8 · 10−3, bdGM(0) = 2, 1 · 10−5, PbdGM(0) = 86

221



Tabela 48. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k)w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątengo oraz sumy sygnału trójkątengo i dithera o rozkładzie normalnym

(A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 8)

k Rx(k),RdGx (k) R̃x(k) R̃dGx (k) b(k) bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

0 7, 3634, 7, 3638 7, 3636 7, 3638 1, 1 · 10−4 5, 9 · 10−7 5, 3 · 10−7 1, 9 · 102
1
8
T 5, 0649 5, 0624 5, 0623 −2, 5 · 10−3 −2, 6 · 10−3 3, 9 · 10−7 1, 0

1
4
T 0 −5, 7 · 10−18 2, 1 · 10−8 −5, 7 · 10−18 2, 1 · 10−8 1, 9 · 10−7 −−
3
8
T −5, 0649 −5, 0624 −5, 0623 2, 5 · 10−3 2, 6 · 10−3 3, 6 · 10−7 1, 0

1
2
T −7, 3633 −7, 3636 −7, 3633 −2, 2 · 10−4 −8, 9 · 10−7 4, 6 · 10−7 2, 5 · 102
5
8
T −5, 0649 −5, 0624 −5, 0623 2, 5 · 10−3 2, 6 · 10−3 3, 8 · 10−7 1, 0

3
4
T −1, 4 · 10−15 5, 7 · 10−18 −2, 9 · 10−7 3, 8 · 10−15 −2, 9 · 10−7 3, 2 · 10−7 −−
7
8
T 5, 0649 5, 0624 7, 3623 −2, 5 · 10−3 −2, 6 · 10−3 3, 6 · 10−7 1, 0

T 7, 3633 7, 3636 7, 3633 2, 2 · 10−4 5, 4 · 10−7 3, 7 · 10−7 4, 2 · 102

bM(0) = 1, 1 · 10−4, bdGM(0) = 1, 0 · 10−6, PbdGM(0) = 1, 1 · 102
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Tabela 49. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A

oraz współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątengo oraz sumy sygnału trójkątengo i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 6)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 8, 0054, 8, 0075 8, 0072 8, 0075 2, 0 · 10−3 2, 8 · 10−6 1, 6 · 10−6 7, 0 · 102
1
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 1, 6 · 10−6 1, 2 · 10−6 1, 8 · 103
1
4
T 0 −1, 3 · 10−17 −4, 9 · 10−7 −1, 3 · 10−17 −4, 9 · 10−7 5, 7 · 10−7 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 4, 4 · 10−7 1, 1 · 10−6 4, 4 · 103
1
2
T −8, 0033 −8, 0072 −8, 0033 −3, 9 · 10−3 −3, 8 · 10−7 1, 4 · 10−6 1, 0 · 104
5
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 −2, 2 · 10−7 1, 2 · 10−6 9, 1 · 103
3
4
T −4, 0 · 10−15 1, 3 · 10−17 1, 6 · 10−6 4, 1 · 10−15 1, 6 · 10−6 9, 9 · 10−7 −−
7
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 5, 6 · 10−7 1, 1 · 10−6 3, 5 · 103

T 8, 0033 8, 0072 8, 0033 3, 9 · 10−3 −6, 1 · 10−7 1, 2 · 10−6 6, 4 · 103

bM(0) = 2, 0 · 10−3, bdRM(0) = 0
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Tabela 50. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A

oraz współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątengo oraz sumy sygnału trójkątengo i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 8)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 8, 003457, 8, 003581 8, 003577 8, 003581 1, 2 · 10−4 −5, 5 · 10−7 4, 0 · 10−7 2, 2 · 102
1
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 1, 2 · 10−7 2, 9 · 10−7 1, 0 · 103
1
4
T 0 −4, 4 · 10−17 −1, 1 · 10−7 −4, 4 · 10−17 −1, 1 · 10−7 1, 4 · 10−7 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 3, 5 · 10−7 2, 7 · 10−7 3, 4 · 102
1
2
T −8, 0033 −8, 0036 −8, 0033 −2, 4 · 10−4 −3, 1 · 10−7 3, 4 · 10−7 7, 9 · 102
5
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 2, 4 · 10−7 2, 9 · 10−7 5, 0 · 102
3
4
T −4, 0 · 10−15 4, 4 · 10−17 1, 4 · 10−7 4, 1 · 10−15 1, 4 · 10−7 2, 4 · 10−7 −−
7
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 −5, 4 · 10−7 2, 7 · 10−7 2, 3 · 102

T 8, 0033 8, 0036 8, 0033 2, 4 · 10−4 2, 3 · 10−7 2, 8 · 10−7 1, 1 · 103

bM(0) = 1, 2 · 10−4, bdRM(0) = 0
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Tabela 51. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A

oraz współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątengo oraz sumy sygnału trójkątengo i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 10)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 8, 00334100, 8, 00334857 8, 00334859 7, 6 · 10−6 −6, 7 · 10−8 9, 9 · 10−8 1, 1 · 102

8, 00334866

1
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−6 −7, 1 · 10−8 7, 3 · 10−8 1, 1 · 102
1
4
T 0 −2, 0 · 10−17 −1, 3 · 10−8 −2, 0 · 10−17 −1, 3 · 10−8 3, 5 · 10−8 −−
3
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−4 −2, 4 · 10−8 6, 8 · 10−8 3, 2 · 102
1
2
T −8, 00333 −8, 00335 −8, 00333 −1, 5 · 10−5 −8, 7 · 10−8 8, 6 · 10−8 1, 7 · 102
5
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−4 3, 6 · 10−8 7, 2 · 10−8 2, 1 · 102
3
4
T −4, 0 · 10−15 2, 0 · 10−17 6, 2 · 10−8 4, 1 · 10−15 6, 2 · 10−8 6, 1 · 10−8 −−
7
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−4 −8, 1 · 10−8 6, 8 · 10−8 9, 4 · 101

T 8, 00333 8, 00335 8, 00333 1, 5 · 10−5 −3, 1 · 10−8 7, 0 · 10−8 5, 0 · 102

bM(0) = 7, 6 · 10−6, bdRM(0) = 0
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Tabela 52. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A

oraz współczynnik PbdR(k) w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątengo oraz sumy sygnału trójkątengo i dithera o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 12)

k Rx(k),RdRx (k) R̃x(k) R̃dRx (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

0 8, 00333381, 8, 00333443 8, 00333430 6, 2 · 10−7 8, 0 · 10−9 2, 5 · 10−8 77

8, 00333429

1
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 1, 6 · 10−8 1, 8 · 10−8 34

1
4
T 0 −1, 1 · 10−18 1, 8 · 10−9 −1, 1 · 10−18 1, 8 · 10−9 8, 7 · 10−9 −−
3
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 −5, 4 · 10−7 6, 1 · 10−9 1, 7 · 10−8 89

1
2
T −8, 0033333 −8, 0033344 −8, 0033333 −1, 1 · 10−6 −2, 5 · 10−8 2, 1 · 10−8 44

5
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 −5, 4 · 10−7 −3, 2 · 10−10 1, 8 · 10−8 1, 7 · 103
3
4
T −4, 0 · 10−15 1, 1 · 10−18 −8, 8 · 10−9 4, 1 · 10−15 −8, 8 · 10−9 1, 5 · 10−8 −−
7
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 −3, 4 · 10−8 1, 7 · 10−8 16

T 8, 0033333 8, 0033344 8, 0033333 1, 1 · 10−6 2, 4 · 10−8 1, 8 · 10−8 46

bM(0) = 4, 8 · 10−7, bdRM(0) = 0
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Tabela 53. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątnego oraz sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 6)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 8, 0053, 8, 0096 8, 0072 8, 0096 2, 0 · 10−3 3, 6 · 10−7 2, 0 · 10−6 5, 5 · 103
1
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 3, 1 · 10−7 1, 5 · 10−6 6, 2 · 103
1
4
T 0 −1, 3 · 10−17 8, 6 · 10−8 −1, 3 · 10−17 8, 6 · 10−8 7, 1 · 10−7 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 −8, 4 · 10−7 1, 4 · 10−6 2, 3 · 103
1
2
T −8, 0033 −8, 0072 −8, 0033 −3, 9 · 10−3 7, 3 · 10−7 1, 7 · 10−6 5, 3 · 103
5
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 2, 1 · 10−7 1, 5 · 10−6 9, 1 · 103
3
4
T −4, 0 · 10−15 1, 3 · 10−17 1, 2 · 10−7 4, 1 · 10−15 1, 2 · 10−7 3, 0 · 10−7 −−
7
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 −1, 8 · 10−7 1, 4 · 10−6 1, 1 · 104

T 8, 0033 8, 0072 8, 0033 3, 9 · 10−3 1, 6 · 10−7 1, 4 · 10−6 2, 5 · 104

bM(0) = 2, 0 · 10−3, bdTM(0) = 0
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Tabela 54. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątnego oraz sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 8)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 8, 0053, 8, 0037 8, 0036 8, 0037 1, 2 · 10−4 −5, 3 · 10−7 4, 9 · 10−7 2, 3 · 102
1
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 3, 0 · 10−7 3, 5 · 10−7 4, 0 · 102
1
4
T 0 −4, 4 · 10−17 −3, 8 · 10−8 −4, 4 · 10−17 −3, 4 · 10−8 1, 7 · 10−7 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 −3, 5 · 10−7 3, 3 · 10−7 3, 5 · 102
1
2
T −8, 0033 −8, 0036 −8, 0033 −2, 4 · 10−4 −4, 8 · 10−7 4, 2 · 10−7 5, 1 · 102
5
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 −3, 0 · 10−7 3, 6 · 10−7 4, 1 · 102
3
4
T −4, 0 · 10−15 4, 4 · 10−17 −6, 2 · 10−8 4, 1 · 10−15 −6, 2 · 10−8 3, 0 · 10−7 −−
7
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 2, 3 · 10−7 3, 3 · 10−7 5, 4 · 102

T 8, 0033 8, 0036 8, 0033 2, 4 · 10−4 4, 4 · 10−7 3, 4 · 10−7 5, 5 · 102

bM(0) = 1, 2 · 10−4, bdTM(0) = 0
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Tabela 55. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątnego oraz sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 10)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 8, 00334, 8, 00336 8, 00335 8, 00336 7, 6 · 10−6 7, 1 · 10−8 1, 2 · 10−7 1, 1 · 102
1
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−6 2, 3 · 10−8 8, 9 · 10−8 3, 3 · 102
1
4
T 0 −2, 0 · 10−17 1, 1 · 10−8 −2, 0 · 10−17 1, 1 · 10−8 4, 3 · 10−8 −−
3
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−6 1, 0 · 10−8 8, 3 · 10−8 7, 5 · 102
1
2
T −8, 00333 −8, 00335 −8, 00333 −1, 5 · 10−5 −8, 0 · 10−8 1, 0 · 10−7 1, 9 · 102
5
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−6 −3, 6 · 10−8 8, 9 · 10−8 2, 1 · 102
3
4
T −4, 0 · 10−15 2, 0 · 10−17 1, 7 · 10−9 4, 1 · 10−15 1, 7 · 10−9 7, 4 · 10−8 −−
7
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−6 7, 7 · 10−9 8, 3 · 10−8 9, 9 · 102

T 8, 00333 8, 00335 8, 00333 1, 5 · 10−5 2, 1 · 10−8 8, 5 · 10−8 7, 1 · 102

bM(0) = 7, 6 · 10−6, bdTM(0) = 0
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Tabela 56. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze autokorelacji sygnału trójkątnego oraz sumy sygnału trójkątnego i dithera o rozkładzie trójkątnym

(A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 12)

k Rx(k),RdTx (k) R̃x(k) R̃dTx (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

0 8.0033338, 8.0033344 8.0033348 6, 2 · 10−7 −1, 0 · 10−8 3, 0 · 10−8 61

8.0033348

1
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 −1, 6 · 10−9 2, 2 · 10−8 3, 3 · 102
1
4
T 0 −1, 1 · 10−18 −2, 7 · 10−9 −1, 1 · 10−18 −2, 7 · 10−9 1, 1 · 10−8 −−
3
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 5, 4 · 10−7 1, 5 · 10−8 2, 1 · 10−8 35

1
2
T −8, 0033333 −8, 0033344 −8, 0033333 −1, 1 · 10−6 −2, 1 · 10−8 2, 6 · 10−8 53

5
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 −5, 4 · 10−7 6, 2 · 10−9 2, 2 · 10−8 87

3
4
T −4, 0 · 10−15 1, 1 · 10−18 −7, 7 · 10−10 4, 1 · 10−15 −7, 7 · 10−10 1, 9 · 10−8 −−
7
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 −6, 2 · 10−9 2, 1 · 10−8 87

T 8, 0033333 8, 0033344 8, 0033333 1, 1 · 10−6 2, 8 · 10−8 2, 1 · 10−8 40

bM(0) = 4, 8 · 10−7, bdTM(0) = 0
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F. Wyniki badań estymatora funkcji korelacji wzajemnej przedstawione w formie tabelarycznej231

F. Wyniki badań estymatora funkcji korelacji wzajemnej

przedstawione w formie tabelarycznej

Dodatek zawiera tabele z wynikami przeprowadzonych badań symulacyj-

nych, analizowanych w rozdziale 6.4.



Tabela 57. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 6)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dGxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

RdGxy (k)

0 11, 045 11, 060 11, 054 1, 5 · 10−2 1, 3 · 10−2 8, 6 · 10−5 1, 7 · 102

0, 25π 7, 8100 7, 8193 7, 8101 9, 3 · 10−3 7, 5 · 10−3 6, 5 · 10−5 1, 4 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 7, 5 · 10−18 1, 1 · 10−6 −6, 7 · 10−16 −− 1, 1 · 10−6 −−
0, 75π −7, 8100 −7, 8193 −7, 8101 −9, 3 · 10−3 −7, 5 · 10−3 −6, 6 · 10−5 1, 9 · 10−6 1, 4 · 102

1π −11, 045 −11, 060 −11, 045 −1, 5 · 10−2 −1, 3 · 10−2 −9, 0 · 10−5 1, 7 · 102

1, 25π −7, 8100 −7, 8193 −7, 8101 −9, 3 · 10−3 −7, 5 · 10−3 −6, 4 · 10−5 1, 5 · 102

1, 75π 7, 8100 7, 8193 7, 8101 9, 3 · 10−3 7, 5 · 10−3 6, 3 · 10−5 1, 5 · 102

2π 11, 045 11, 060 11, 045 1, 5 · 10−2 1, 3 · 10−2 9, 2 · 10−5 1, 6 · 102
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Tabela 58. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 8)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dGxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

RdGxy (k)

0 11, 0450 11, 0468 11, 0450 1, 8 · 10−3 1, 7 · 10−3 1, 0 · 10−5 1, 7 · 102

0, 25π 7, 8100 7, 8112 7, 8100 1, 2 · 10−3 1, 1 · 10−3 7, 9 · 10−6 1, 5 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 9, 9 · 10−17 7, 1 · 10−7 −5, 8 · 10−16 −− 7, 1 · 10−7 −−
0, 75π −7, 8100 −7, 8112 −7, 8100 −1, 2 · 10−3 −1, 1 · 10−3 −7, 3 · 10−6 4, 5 · 10−7 1, 6 · 102

1π −11, 0450 −11, 0468 −11, 0450 −1, 8 · 10−3 −1, 7 · 10−3 −9, 5 · 10−6 1, 9 · 102

1, 25π −7, 8100 −7, 8112 −7, 8100 −1, 2 · 10−3 −1, 1 · 10−3 −7, 2 · 10−6 1, 7 · 102

1, 75π 7, 8100 7, 8112 7, 8100 1, 2 · 10−3 1, 1 · 10−3 6, 0 · 10−6 2, 0 · 102

2π 11, 0450 11, 0468 11, 0450 1, 8 · 10−3 1, 7 · 10−3 1, 0 · 10−5 1, 7 · 102
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Tabela 59. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 10)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dGxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

RdGxy (k)

0 11, 04500 11, 04522 11, 04500 2, 2 · 10−4 2, 1 · 10−4 1, 1 · 10−6 2, 0 · 102

0, 25π 7, 80999 7, 81014 7, 81000 1, 5 · 10−4 1, 4 · 10−4 7, 7 · 10−7 1, 9 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 1, 7 · 10−16 −1, 2 · 10−7 −5, 1 · 10−16 −− −1, 2 · 10−7 −−
0, 75π −7, 80999 −7, 81014 −7, 81000 −1, 5 · 10−4 −1, 4 · 10−4 −9, 9 · 10−7 1, 1 · 10−7 1, 5 · 102

1π −11, 04500 −11, 04522 −11, 04500 −2, 2 · 10−4 −2, 1 · 10−4 −1, 1 · 10−6 1, 9 · 102

1, 25π −7, 80999 −7, 81014 −7, 81000 −1, 5 · 10−4 −1, 4 · 10−4 −1, 1 · 10−6 1, 4 · 102

1, 75π 7, 80999 7, 81014 7, 81000 1, 5 · 10−4 1, 4 · 10−4 1, 0 · 10−6 1, 5 · 102

2π 11, 04500 11, 04522 11, 04500 2, 2 · 10−4 2, 1 · 10−4 1, 1 · 10−6 2, 0 · 102
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Tabela 60. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 12)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dGxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

RdGxy (k)

0 11, 045000, 11, 045025 11, 045000 2, 5 · 10−5 2, 5 · 10−5 1, 8 · 10−7 1, 4 · 102

11, 045002

0, 25π 7, 809994 7, 810012 7, 809995 1, 8 · 10−5 1, 7 · 10−5 1, 2 · 10−7 1, 4 · 102

0, 5π 6, 8 · 10−16 2, 1 · 10−16 2, 1 · 10−8 −4, 7 · 10−16 −− 2, 1 · 10−8 −−
0, 75π −7, 809994 −7, 810012 −7, 809995 −1, 8 · 10−5 −1, 7 · 10−5 −7, 4 · 10−8 2, 7 · 10−8 2, 4 · 102

1π −11, 045000 −11, 045025 −11, 045000 −2, 5 · 10−5 −2, 5 · 10−5 −2, 1 · 10−7 1, 2 · 102

1, 25π −7, 809994 −7, 810012 −7, 809995 −1, 8 · 10−5 −1, 7 · 10−5 −7, 1 · 10−8 2, 5 · 102

1, 75π 7, 809994 7, 810012 7, 809995 1, 8 · 10−5 1, 7 · 10−5 1, 1 · 10−7 1, 7 · 102

2π 11, 045000 11, 045025 11, 045000 2, 5 · 10−5 2, 5 · 10−5 1, 8 · 10−7 1, 4 · 102
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Tabela 61. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 6)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 12, 005 12, 021 12, 005 1, 6 · 10−2 1, 4 · 10−2 1, 0 · 10−6 1, 3 · 10−6 1, 6 · 104

0, 25π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 −1, 2 · 10−6 1, 4 · 10−6 8, 4 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −3, 3 · 10−18 −6, 0 · 10−7 −7, 4 · 10−16 −− −6, 0 · 10−7 1, 4 · 10−6 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 −4, 5 · 10−7 1, 4 · 10−6 2, 3 · 104

1π −12, 005 −12, 021 −12, 005 −1, 6 · 10−2 −1, 4 · 10−2 −2, 0 · 10−6 1, 3 · 10−6 8, 1 · 103

1, 25π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 4, 6 · 10−7 1, 4 · 10−6 2, 2 · 104

1, 75π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 −7, 9 · 10−7 1, 4 · 10−6 1, 3 · 104

2π 12, 005 12, 021 12, 005 1, 6 · 10−2 1, 4 · 10−2 1, 2 · 10−6 1, 3 · 10−6 1, 3 · 104
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Tabela 62. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 8)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 12, 0050 12, 0069 12, 0050 1, 9 · 10−3 1, 8 · 10−3 −4, 5 · 10−7 4, 3 · 103

0, 25π 8, 48882 8, 49011 8, 48882 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 5, 4 · 10−7 2, 4 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−16 5, 2 · 10−7 −8, 6 · 10−16 −− 5, 7 · 10−7 −−
0, 75π −8, 48882 −8, 49011 −8, 48882 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 −1, 3 · 10−7 3, 3 · 10−7 9, 7 · 103

1π −12, 0050 −12, 0069 −12, 0050 −1, 9 · 10−3 −1, 8 · 10−3 −1, 2 · 10−7 1, 6 · 104

1, 25π −8, 48882 −8, 49011 −8, 48882 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 5, 2 · 10−9 2, 5 · 105

1, 75π 8, 48882 8, 49011 8, 48882 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 −5, 9 · 10−7 2, 2 · 103

2π 12, 0050 12, 0069 12, 0050 1, 9 · 10−3 1, 8 · 10−3 4, 4 · 10−7 4, 4 · 103
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Tabela 63. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 10)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 12, 0050 12, 0052 12, 0050 2, 4 · 10−4 2, 3 · 10−4 4, 6 · 10−7 8, 3 · 10−8 5, 1 · 103

0, 25π 8, 48882 8, 48898 8, 48882 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 2, 3 · 10−8 7, 0 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−17 −2, 0 · 10−9 −7, 5 · 10−16 −− −2, 0 · 10−9 8, 4 · 10−8 −−
0, 75π −8, 48882 −8, 48898 −8, 48882 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 9, 6 · 10−8 1, 7 · 103

1π −12, 0050 −12, 0052 −12, 0050 −2, 4 · 10−4 −2, 3 · 10−4 1, 5 · 10−7 1, 5 · 103

1, 25π −8, 48882 −8, 48898 −8, 48882 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 −5, 0 · 10−8 8, 3 · 10−8 3, 2 · 103

1, 75π 8, 48882 8, 48898 8, 48882 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 2, 1 · 10−8 7, 6 · 103

2π 12, 0050 12, 0052 12, 0050 2, 4 · 10−4 2, 3 · 10−4 2, 0 · 10−8 1, 2 · 104
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Tabela 64. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 219, N = 100 000, B = 12)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 12, 00500 12, 00503 12, 00500 2, 8 · 10−5 2, 7 · 10−5 −3, 0 · 10−8 9, 1 · 102

0, 25π 8, 488817 8, 488836 8, 488817 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 1, 1 · 10−8 1, 8 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 4, 3 · 10−17 4, 9 · 10−9 −6, 9 · 10−16 −− 4, 9 · 10−9 −−
0, 75π −8, 488817 −8, 488836 −8, 488817 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 −6, 3 · 10−9 2, 1 · 10−8 3, 0 · 103

1π −12, 00500 −12, 00503 −12, 00500 −2, 8 · 10−5 −2, 7 · 10−5 −3, 4 · 10−9 8, 0 · 103

1, 25π −8, 488817 −8, 488836 −8, 488817 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 3, 9 · 10−8 5, 3 · 102

1, 75π 8, 488817 8, 488836 8, 488817 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 −5, 6 · 10−9 3, 4 · 103

2π 12, 00500 12, 00503 12, 00500 2, 8 · 10−5 2, 7 · 10−5 1, 7 · 10−8 1, 7 · 103
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Tabela 65. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 6)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 12, 005 12, 021 12, 005 1, 6 · 10−2 1, 4 · 10−2 1, 2 · 10−7 1, 3 · 105

0, 25π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 4, 1 · 10−7 2, 4 · 104

0, 5π 7, 4 · 10−16 −3, 3 · 10−18 3, 7 · 10−6 −7, 4 · 10−16 −− 1, 8 · 10−6 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 2, 3 · 10−7 1, 7 · 10−6 4, 3 · 104

1π −12, 005 −12, 021 −12, 005 −1, 6 · 10−2 −1, 4 · 10−2 2, 3 · 10−7 7, 0 · 104

1, 25π −8, 4888 −8, 4989 −8, 4888 −1, 0 · 10−2 −8, 1 · 10−3 −4, 1 · 10−7 2, 4 · 104

1, 75π 8, 4888 8, 4989 8, 4888 1, 0 · 10−2 8, 1 · 10−3 2, 8 · 10−7 3, 6 · 104

2π 12, 005 12, 021 12, 005 1, 6 · 10−2 1, 4 · 10−2 −2, 4 · 10−7 6, 7 · 104

240



Tabela 66. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 8)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 12, 005 12, 007 12, 005 1, 9 · 10−3 1, 8 · 10−3 4, 6 · 10−8 4, 2 · 104

0, 25π 8, 4888 8, 4901 8, 4888 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 4, 0 · 10−8 3, 2 · 104

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−16 8, 7 · 10−7 −8, 6 · 10−16 −− 2, 9 · 10−7 −−
0, 75π −8, 4888 −8, 4901 −8, 4888 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 1, 3 · 10−7 4, 1 · 10−7 9, 8 · 103

1π −12, 005 −12, 007 −12, 005 −1, 9 · 10−3 −1, 8 · 10−3 −5, 2 · 10−8 3, 7 · 104

1, 25π −8, 4888 −8, 4901 −8, 4888 −1, 3 · 10−3 −1, 2 · 10−3 1, 4 · 10−7 9, 1 · 103

1, 75π 8, 4888 8, 4901 8, 4888 1, 3 · 10−3 1, 2 · 10−3 −4, 6 · 10−8 2, 8 · 104

2π 12, 005 12, 007 12, 005 1, 9 · 10−3 1, 8 · 10−3 −4, 7 · 10−8 4, 1 · 104
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Tabela 67. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 10)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 12, 0050 12, 0052 12, 0050 2, 4 · 10−4 2, 3 · 10−4 1, 6 · 10−8 1, 2 · 104

0, 25π 8, 48882 8, 48896 8, 48882 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 4, 2 · 10−8 3, 3 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −1, 2 · 10−17 1, 9 · 10−7 −7, 5 · 10−16 −− 2, 4 · 10−8 −−
0, 75π −8, 48882 −8, 48896 −8, 48882 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 4, 9 · 10−8 1, 1 · 10−7 2, 8 · 103

1π −12, 0050 −12, 0052 −12, 0050 −2, 4 · 10−4 −2, 3 · 10−4 −1, 8 · 10−8 1, 1 · 104

1, 25π −8, 48882 −8, 48896 −8, 48882 −1, 6 · 10−4 −1, 5 · 10−4 −3, 4 · 10−8 4, 0 · 103

1, 75π 8, 48882 8, 48896 8, 48882 1, 6 · 10−4 1, 5 · 10−4 −1, 2 · 10−8 1, 1 · 104

2π 12, 0050 12, 0052 12, 0050 2, 4 · 10−4 2, 3 · 10−4 2, 5 · 10−8 5, 5 · 103
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Tabela 68. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k)w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów sinusoidalnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 219, N = 100 000, B = 12)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) b(k)−
q2

12
bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 12, 00500 12, 00504 12, 00500 2, 8 · 10−5 2, 7 · 10−5 4, 4 · 10−9 2, 5 · 10−8 8, 6 · 103

0, 25π 8, 488817 8, 488843 8, 488817 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 5, 9 · 10−9 2, 6 · 10−8 4, 4 · 103

0, 5π 7, 4 · 10−16 −4, 3 · 10−17 6, 7 · 10−9 −6, 9 · 10−16 −− 6, 7 · 10−9 2, 6 · 10−8 −−
0, 75π −8, 488817 −8, 488843 −8, 488817 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 4, 5 · 10−9 2, 5 · 10−8 5, 8 · 103

1π −12, 00500 −12, 00504 −12, 00500 −2, 8 · 10−5 −2, 7 · 10−5 3, 5 · 10−9 2, 5 · 10−8 1, 1 · 104

1, 25π −8, 488817 −8, 488843 −8, 488817 −1, 9 · 10−5 −1, 9 · 10−5 1, 6 · 10−9 2, 5 · 10−8 1, 6 · 104

1, 75π 8, 488817 8, 488843 8, 488817 1, 9 · 10−5 1, 9 · 10−5 −2, 9 · 10−9 2, 5 · 10−8 8, 9 · 103

2π 12, 00500 12, 00504 12, 00500 2, 8 · 10−5 2, 7 · 10−5 −2, 7 · 10−9 2, 6 · 10−8 1, 4 · 103
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Tabela 69. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 6)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dGxy (k) b(k) bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

RdGxy (k)

0 7, 3633 7, 3669 7, 3633 3, 6 · 10−3 1, 3 · 10−5 2, 8 · 102
1
8
T 5, 0649 5, 0641 5, 0623 −7, 7 · 10−4 −2, 6 · 10−3 1, 0

1
4
T 0 −1, 8 · 10−17 4, 6 · 10−8 −1, 8 · 10−17 4, 6 · 10−8 −−
3
8
T −5, 0649 −5, 0641 −5, 0623 7, 7 · 10−4 2, 6 · 10−3 1, 6 · 10−6 1, 0

1
2
T −7, 3633 −7, 3669 −7, 3633 −3, 6 · 10−3 −1, 1 · 10−5 3, 2 · 102
5
8
T −5, 0649 −5, 0641 −5, 0623 7, 7 · 10−4 2, 6 · 10−3 1, 0

7
8
T 5, 0649 5, 0641 7, 3633 −7, 7 · 10−4 −2, 6 · 10−3 1, 0

T 7, 3633 7, 3669 7, 3633 3, 6 · 10−3 1, 3 · 10−5 2, 8 · 102
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Tabela 70. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdG(k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

normalnym (A = 4, 7V , σdG = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 8)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dGxy (k) b(k) bdG(k) uA_dG(k) PbdG(k)

RdGxy (k)

0 7, 3633 7, 3636 7, 3633 2, 2 · 10−4 4, 2 · 10−7 5, 3 · 102
1
8
T 5, 0649 5, 0624 5, 0623 −2, 5 · 10−3 −2, 6 · 10−3 1, 0

1
4
T 0 −5, 7 · 10−18 −7, 3 · 10−7 −5, 7 · 10−18 −7, 3 · 10−7 −−
3
8
T −5, 0649 −5, 0624 −5, 0623 2, 5 · 10−3 2, 6 · 10−3 3, 7 · 10−7 1, 0

1
2
T −7, 3633 −7, 3636 −7, 3633 −2, 2 · 10−4 −2, 9 · 10−7 7, 8 · 102
5
8
T −5, 0649 −5, 0624 −5, 0623 2, 5 · 10−3 2, 6 · 10−3 1, 0

7
8
T 5, 0649 5, 0624 7, 3623 −2, 5 · 10−3 −2, 6 · 10−3 1, 0

T 7, 3633 7, 3636 7, 3633 2, 2 · 10−4 3, 1 · 10−7 7, 2 · 102
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Tabela 71. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 6)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 8, 0033 8, 0072 8, 0033 3, 9 · 10−3 −1, 4 · 10−6 1, 2 · 10−6 2, 8 · 103
1
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 1, 1 · 10−7 1, 1 · 10−6 1, 8 · 104
1
4
T 0 −1, 3 · 10−17 −5, 7 · 10−7 −1, 3 · 10−17 −5, 7 · 10−7 1, 2 · 10−6 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 1, 3 · 10−6 1, 1 · 10−6 1, 5 · 103
1
2
T −8, 0033 −8, 0072 −8, 0033 −3, 9 · 10−3 5, 5 · 10−7 7, 2 · 103
5
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 2, 6 · 10−7 1, 2 · 10−6 7, 6 · 103
7
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 −2, 8 · 10−6 7, 0 · 102

T 8, 0033 8, 0072 8, 0033 3, 9 · 10−3 −1, 6 · 10−6 2, 4 · 103
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Tabela 72. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 8)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 8, 0033 8, 0036 8, 0033 2, 4 · 10−4 6, 4 · 10−7 2, 8 · 102
1
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 3, 1 · 10−7 4, 0 · 102
1
4
T 0 −4, 4 · 10−17 4, 2 · 10−7 −4, 4 · 10−17 4, 2 · 10−7 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 −1, 4 · 10−8 2, 8 · 10−7 8, 9 · 103
1
2
T −8, 0033 −8, 0036 −8, 0033 −2, 4 · 10−4 7, 9 · 10−8 3, 1 · 103
5
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 5, 1 · 10−8 2, 4 · 103
7
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 −4, 5 · 10−7 2, 7 · 102

T 8, 0033 8, 0036 8, 0033 2, 4 · 10−4 8, 6 · 10−8 2, 8 · 103
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Tabela 73. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 10)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 8, 00333 8, 00335 8, 00333 1, 5 · 10−5 −4, 7 · 10−8 3, 2 · 102
1
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−6 −9, 3 · 10−8 82

1
4
T 0 −2, 0 · 10−17 −5, 0 · 10−8 −2, 0 · 10−17 −5, 0 · 10−8 −−
3
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−6 3, 9 · 10−8 7, 0 · 10−8 2, 0 · 102
1
2
T −8, 00333 −8, 00335 −8, 00333 −1, 5 · 10−5 1, 0 · 10−9 1, 5 · 104
5
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−6 9, 4 · 10−8 81

7
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−6 1, 6 · 10−8 4, 7 · 102

T 8, 00333 8, 00335 8, 00333 1, 5 · 10−5 6, 0 · 10−8 2, 6 · 102
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Tabela 74. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdR(k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

równomiernym (A = 4, 9V , AdR = 0, 5q,M = 106, N = 100 000, B = 12)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dRxy (k) b(k) bdR(k) uA_dR(k) PbdR(k)

RdRxy (k)

0 8, 0033333 8, 0033344 8, 0033333 1, 1 · 10−6 −2, 1 · 10−8 1, 7 · 10−8 52

1
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 −5, 2 · 10−10 1, 8 · 10−8 1, 0 · 103
1
4
T 0 −1, 1 · 10−18 −2, 1 · 10−8 −1, 1 · 10−18 −2, 1 · 10−8 1, 7 · 10−8 −−
3
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 −5, 4 · 10−7 3, 2 · 10−10 1, 7 · 10−8 1, 7 · 103
1
2
T −8, 0033333 −8, 0033344 −8, 0033333 −1, 1 · 10−6 −2, 4 · 10−8 1, 8 · 10−8 46

5
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 −5, 4 · 10−7 −1, 3 · 10−1 1, 8 · 10−8 41

7
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 −1, 8 · 10−8 1, 7 · 10−8 30

T 8, 0033333 8, 0033344 8, 0033333 1, 1 · 10−6 −2, 0 · 10−9 1, 7 · 10−8 5, 6 · 102
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Tabela 75. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 6)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 8, 0033 8, 0072 8, 0033 3, 9 · 10−3 −3, 2 · 10−7 1, 2 · 104
1
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 2, 7 · 10−7 7, 1 · 103
1
4
T 0 −1, 3 · 10−17 −1, 5 · 10−7 −1, 3 · 10−17 −1, 5 · 10−7 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 6, 6 · 10−7 1, 4 · 10−6 4, 2 · 103
1
2
T −8, 0033 −8, 0072 −8, 0033 −3, 9 · 10−3 −7, 1 · 10−8 5, 5 · 104
5
8
T −5, 5023 −5, 5042 −5, 5023 −2, 0 · 10−3 −2, 4 · 10−7 8, 1 · 103
7
8
T 5, 5023 5, 5042 5, 5023 2, 0 · 10−3 −9, 5 · 10−7 2, 1 · 103

T 8, 0033 8, 0072 8, 0033 3, 9 · 10−3 −2, 0 · 10−7 2, 0 · 104
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Tabela 76. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 8)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 8, 0033 8, 0072 8, 0033 2, 4 · 10−4 −5, 2 · 10−7 3, 4 · 10−7 4, 7 · 102
1
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 −2, 7 · 10−7 3, 4 · 10−7 4, 5 · 102
1
4
T 0 −4, 4 · 10−17 −9, 1 · 10−8 −4, 4 · 10−17 −9, 1 · 10−8 3, 5 · 10−7 −−
3
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 −1, 9 · 10−7 3, 5 · 10−7 6, 6 · 102
1
2
T −8, 0033 −8, 0036 −8, 0033 −2, 4 · 10−4 −2, 0 · 10−7 3, 4 · 10−7 1, 2 · 103
5
8
T −5, 5023 −5, 5024 −5, 5023 −1, 2 · 10−4 −4, 9 · 10−7 3, 4 · 10−7 2, 5 · 102
7
8
T 5, 5023 5, 5024 5, 5023 1, 2 · 10−4 3, 3 · 10−7 3, 5 · 10−7 3, 6 · 102

T 8, 0033 8, 0036 8, 0033 2, 4 · 10−4 3, 0 · 10−7 3, 5 · 10−7 8, 0 · 102
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Tabela 77. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 10)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 8, 00333 8, 00335 8, 00333 1, 5 · 10−5 4, 0 · 10−8 8, 5 · 10−8 3, 8 · 102
1
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−6 1, 0 · 10−8 8, 5 · 10−8 7, 4 · 102
1
4
T 0 −2, 0 · 10−17 1, 1 · 10−8 −2, 0 · 10−17 1, 1 · 10−8 8, 6 · 10−8 −−
3
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−6 3, 9 · 10−8 8, 6 · 10−8 2, 0 · 102
1
2
T −8, 00333 −8, 00335 −8, 00333 −1, 5 · 10−5 8, 2 · 10−9 8, 5 · 10−8 1, 9 · 103
5
8
T −5, 50229 −5, 50230 −5, 50229 −7, 6 · 10−6 4, 6 · 10−8 8, 5 · 10−8 1, 6 · 102
7
8
T 5, 50229 5, 50230 5, 50229 7, 6 · 10−6 −5, 8 · 10−8 8, 6 · 10−8 1, 3 · 102

T 8, 00333 8, 00335 8, 00333 1, 5 · 10−5 −7, 5 · 10−8 8, 6 · 10−8 2, 0 · 102
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Tabela 78. Wartość dokładna, średnia arytmetyczna z N wyników estymacji, obciążenie, niepewność standardowa typu A oraz

współczynnik PbdT (k) w pomiarze korelacji wzajemnej sygnałów trójkątnych oraz ich sumy z sygnałami ditherowymi o rozkładzie

trójkątnym (A = 4, 9V , AdT = 1q,M = 106, N = 100 000, B = 12)

k Rxy(k), R̃xy(k) R̃dTxy (k) b(k) bdT (k) uA_dT (k) PbdT (k)

RdTxy (k)

0 8.0033333 8.0033344 8.0033333 1, 1 · 10−6 3, 6 · 10−9 3, 0 · 102
1
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 −1, 2 · 10−8 2, 1 · 10−8 47

1
4
T 0 −1, 1 · 10−18 2, 4 · 10−9 −1, 1 · 10−18 2, 4 · 10−9 −−
3
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 −5, 4 · 10−7 1, 2 · 10−8 2, 2 · 10−8 44

1
2
T −8, 0033333 −8, 0033344 −8, 0033333 −1, 1 · 10−6 −3, 2 · 10−8 35

5
8
T −5, 5022917 −5, 5022922 −5, 5022917 −5, 4 · 10−7 3, 7 · 10−9 2, 1 · 10−8 1, 5 · 102
7
8
T 5, 5022917 5, 5022922 5, 5022917 5, 4 · 10−7 −7, 2 · 10−9 75

T 8, 0033333 8, 0033344 8, 0033333 1, 1 · 10−6 3, 1 · 10−8 2, 2 · 10−8 63
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