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WSTEP.

Prowadzac przez szereg lat na Panstwowym Wyiszym Kursie
Nauczycielskim w Warszawie metodyke matematyki w zakresie
programu szkoly powszechnej, mialam sposobnoéé z szeregu dysku-
8yj ze sluchaczami, oraz z wielu lekcyj pokazowych, ktére badz
osobiscie prowadzilam, badZ tez obserwowalam w wykonaniu kté-
regos ze sluchaczy, zebraé pewien materjal doéwiadczalny, ktérym
obecnie pragne podzielié¢ si¢ z szerszym ogélem nauczycielstwa. Mu-
sz¢ jednak zastrzec, ze ani dokonanych doéwiadczen, ani tez wnio-
skéw z przeprowadzonych dyskusyj nie traktuje jako niezawodne
wskazania metodyczne, lecz jedynie jako materjal w dalszym ciagu
dyskusyjny, ktéry na tamach pism pedagogicznych méglby znalezé
nalezyte oéwietlenie.

Doéwiadczenia i wnioski dobieralam i szeregowalam wedlug no-
wych programéw szkoly powszechnej, pomijajac, jako zbedne obec-
nie, wiele punktéw, ktére przed kilku laty byly na Kursie Nauczy-
cielskim dyskutowane, teraz za$ z programu szkoly powszechnej zo-
staly wylaczone. Wielu punktéw programu nie dotykam wecale,
badz dlatego, ze nie zostaly nalezycie przez nas rozwazone, badz
dlatego, ze pod wzgledem metodycznym nie nasunely watpliwoéci.

Poza tem do rozwazan czysto metodycznych dolaczylam nieco
uwag natury ogélniejszej, ktére nasuwaly nam si¢ nieraz w ciagu
pracy na kursie, a wiec uwagi o wykresach, o strukturze zadan ukla-
danych przez dzieci i t. d.

Osobno omawiam zagadnienia geometryczne; miejsce ich w kur-
sie danej klasy zaleze¢ bedzie z jednej strony od iloici i jakosci
przerobionego materjalu rachunkowego, z drugiej od wyboru pod-
recznika, ktéry narzuci nauczycielowi pewna kolejnosé w toku
pracy.

Praca na P. W. K. N. obejmowala gléwnie metodyke V, VI
i VII klasy. Klasy nizsze omawialiémy mniej szczegélowo, bez eks-
perymentowania w naszej szkole éwiczen.



Tu objaénié musze, ze to, co nazywam nasza szkola éwiczen, bylo
w gruncie rzeczy najzwyklejsza i jedna z ubozszych szkél powszech-
nych siedmioklasowych meskich m. Warszawy. Szkola rozporza-
dzala lokalem bardzo niewystarczajacym, klasy byly ciasne, nie-
ktore zle odwietlone, awki starego typu, waskie; liczba uczni w kla-
sie,- poczynajac od r. 1931/32 przewyzszala 50. Zadnych urzadzen
laboratoryjnych dla pracy nad matematyka, ani tez pomocy szkol-
nych poza mala liczba bry! geometrycznych szkola nie posiadala;
w razie potrzeby sluchacze P. W. K. N. sami sporzadzali sobie po-
trzebne do lekeji pomoce. ‘

Dyskusje metodyczne na P. W. K. N. obejmowaly oczywiicie
w réwnym stopniu klasy V, VI i VII; lecz za teren doéwiadczalny
gluzyla nam zazwyczaj w ciggu calego roku szkolnego tylko jedna,
a najwyzej dwie z tych klas.

Caloéé nauczania w obranej klasie spoczywala w moich rekach;
zazwyczaj na 4 godziny rachunkéw prowadzilam sama bez asysty
eluchaczy 2 godziny, pozostale zaé 2 godziny przeznaczone byly
badz na hospitacje moich lekcyj, badz na lekcje pokazowe sbucha-
czy. W r. 1933/34 i 34/35 uzyskaliémy zgode inspektora szkolnego
na podzial klasy na dwie grupy w godzinach, przeznaczonych na
hospitacje i lekcje pokazowe. Tym sposobem stuchacze mogli pro-
wadzi¢ lekcje tylko z polowa klasy, co wobec ciasnoty izb szkol-
nych bylo waznym momentem, ulatwiajacym nieco doéwiadczenia
metodyczne.

Szczegodly te podaje, aby zaznaczyé, ze praca nasza nie odbywala
si¢ pod zadnym wzgledem w warunkach specjalnie sprzyjajacych;
wyniki zatem eksperymentéw meoga byé stosowane w kazdej bez
wyjatku siedmioklasowej szkole powszechnej, tembardziej, ze nie
zawieraja zadnych ,rewolucyjnych®“ pomysléw, ani tez odbiegaja-
cych od zwyklego toku pracy inowacyj metodycznych.



LEKCJE I DYSKUSJE
NA TEMATY ARYTMETYCZNE






l. Powtérzenie materjalu klasy IV.

Pierwsze miesigce pracy w klasie V maja byé przeznaczone we-
dlug brzmienia programu na ,usystematyzowanie wiadomoéci
o dziesiagtkowym ukladzie pozycyjnym, powtdrzenie i ugruntowanie
dzialani na liczbach calkowitych”, wreszcie na ,stosowanie tych
umiejetnoéci do zagadnien z zycia praktycznego®.

Te wazne punkty, wyszczegélnione w programie pod wspélnym
tytulem: ,Nawigzanie do materjalu ubieglego roku®, bywaja prze-
waznie traktowane doéé pospiesznie i pobieznie, jak wszystkie ,,po-
wtérzenia®. Spieszymy sie¢ zawsze z rozpoczeciem t. zw. nowego ma-
terjalu raz dlatego, ze niepokoi nas obawa, czy z nim zdazymy do
konica roku, powtére dlatego, ze zaréwno dla ucania, jak i dla
nauczyciela tematy calkiem &wieze wigkszy maja powab i wigk-
szg wzbudzaja ciekawoéé.

Niejednokrotnie w dyskusjach na P. W. K. N. stwierdziliémy,
ze spieszac si¢ z rozpoczeciem nauki o ulamku w V klasie, zanim
owe pierwsze punkty programu zostang nalezycie przerobione, po-
pelniamy duzy blad, ktéry méci sie nietylko na calym dalszym
ciggu nauki, lecz i na sprawnoéci zyciowej naszych uczniéw przez
dlugie lata po opuszczeniu przez nich szkoly powszechnej.

O ile bowiem czlowiek przecigtny moze calkiem dobrze przezyé
zycie, nie umiejac wcale dzialan z ulamkami, w szczegélnoéci
z ulamkami zwyczajnemi, o tyle, aby w zyciu nie byé skonczonym
niedolega, mu si umieé kazda liczbe wielocyfrowa przeczytaé i na-
pisaé, oraz na wszelkich liczbach calkowitych wykonywaé cztery
dzialania.

Tembardziej nieslusznym jest poépiech, z jakim przystepujemy
do dalszych punktéw programu, ze 6w pierwszy punkt pozornie
tylko jest powtdérzeniem materjalu przerobionego w klasie IV;
w gruncie rzeczy zaé mozna go traktowaé, jako materjal caltkiem
nowy. :
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Dziecko, przechodzac z klasy IV do V przewaznie nie umie je-
szcze wcale wykonywaé sprawnie i pewnie czterech dzialan z licz-
bami calkowitemi. Wyrazony w programie dezyderat ,,wynikéw na-
uczania® dla klasy IV, owa umiejetnoéé w wykonywaniu czterech
dzialann na liczbach naturalnych w zakresie miljona (!), jest prze-
waznie niedoéciglem marzeniem nauczyciela. Jeszcze z dodawaniem
i odejmowaniem idzie jako tako, ale z czytaniem i pisaniem liczb
wielocyfrowych o wiele gorzej, z mnozeniem jeszcze gorzej (ta-
bliczka mnozenia!), a z dzieleniem juz calkiem zZle.

Na P. W. Kursie Naucz. prébowaliémy badaé przyczyny tych
niedociggnieé. Oczywifcie, wszyscy wskazywali przedewszystkiem
na przepelnienie klas i plyngey stad brak czasu na wyéwiczenie
w liczeniu kazdego z uczniéw z osobna; niemniej obok tego stwier-
dzono pewne powazne trudnoéci, lezace w samym materjale, a da-
jace si¢ dopiero stopniowo pokonadé.

Do takich trudnoéci nalezy, miedzy innemi, pelne zrozumienie
ukladu pozycyjnego. Sadze, ze niedostatecznie zdajemy sobie spra-
we, ile symboliki, ile umownego pierwiastku lezy w samej zasadzie
ukladu. Zwazmy, iz 6w genjalny indusko-arabski pomysl zwigzania
wartoéci liczby z miejscem, na ktérem stoi, oraz wprowadzenie zera
na miejsce brakujacych jednostek ukladu, musial sobie w Europie
wywalczaé prawo obywatelstwa przez pare stuleci (walka abacy-
stéw z algorytmistami) ; zwazmy, jak bardzo powoli i uwaznie mu-
sielibySmy wykonywaé dzialania w innym ukladzie, niz ten, do kté-
regoémy przywykli, jak mal> uéwiadamiamy sobie np. cechy po-
dzielnoéci w innym, niz dziesigtkowy, ukladzie. To nas przekonywa,
ze zasada ukladu jest sprawa trudna i ze nie mozemy wymagaé od
dzieci, aby szybko z nig sobie poradzily.

Tembardziej wzmagaja sie trudnoéci, ze cala nauka ukladu
dziesigtkowego opieraé sie musi jedynie na interpretacji slownej,
bez moznoéci jakiegokolwiek uzmyslowienia, bez moznoéci doéwiad-
czalnego wnikniecia w budowe liczby.

To ostatnie twierdzenie na dyskusjach naszego Kursu wywoly-
walo nieraz gorace sprzeciwy. Przecie staramy si¢ uzmyslo-
wié, wlaénie droga doéwiadczalna przedstawié dzieciom, jak to
jednostki wyzszych rzedéw powstaja z jednostek rzedéw nizszych,
jak to si¢ odbywa zamiana nizszych rzedéw na wyzsze, oraz roz-
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miana wyzszych na nizsze. Przecie wlaénie w celu upogladowienia
wigzemy 10 patyczkow w dziesiatke, 10 takich wigzek w setke.

Tak jest; ale tez na tem pogladowoéé w tej dziedzinie si¢ kon-
czy. Przypuéémy nawet, ze nauczyciel z duzym nakladem trudu
i czasu rozciagnie t¢ sama metode na caly tysige, budujac wraz
z dzieémi az 10 wielkich wiazek, z ktérych kazda bedzie zlozona
z 10 malych, a kazda z tych ostatnich z 10 oddzielnych patyczkéow.
Napewno jednak na tem si¢ zatrzyma, uspokajajac sumienie nauczy-
cielskie przeswiadczeniem, ze dzieci juz zrozumialy zasade ukladu,
ze zatem wszystko juz bedzie dla nich jasne i oczywiste.

Tymezasem wcale tak nie jest. Dzieci méwig wyrazy: dziesieé
tysiecy, sto tysiecy, wreszcie miljon, ale poza wyrazy nie wy-
chodza. Pojecia zawarte w tych slowach sa jeszcze bardzo metne,
a wyobrazenia zmyslowego zwigzanego z temi pojeciami niema
wcale, tak samo zresztg, jak i my nie ,,wyobrazamy* sobie miljona
jakichkolwiek przedmiotéw.

Jako dowdd przytocze np. fakt nastgpujacy: kazdy z nas wie,
ze metr szeécienny zawiera miljon centymetréw szeéciennych. Na-
wet nietrudno ,,wyobrazié¢ sobie” odpowiedniej wielkoéci skrzynie,
wypelniong malutkiemi szeSciankami, ulozonemi porzadnie w rzedy
i warstwy. Niewatpliwie jednak doznamy pewnego, chwilowego
chocby zdziwienia, uprzytomniwszy sobie, ze 6w miljon zamknie-
tych w skrzyni szeSciankéw zajalby az 10 km, gdybysmy zechcieli
ulozyé je w szeregu jeden za drugim.

Z drugiej strony miljon sekund to raptem niecale. 12 dni; na-
tomiast napisanie kolejno liczb od jednego do miljona, liczac jedna
cyfre na sekunde, kosztowaloby nas przeszlo 200 dni nieprzerwanej
pracy po 8 godzin dziennie.

Takie to niespodzianki czyni nam miljon. Ciekawym psycholo-
gicznie moze byé fakt, ze gdy wykonalam z dzieémi dokladne obli-
czenie, dotyczace powyiszej sprawy, tj. napisania liczb kolejnych
do miljona, przyczem z zegarkiem w reku sprawdzaliémy, ile cyfr
. mozna napisaé w ciggu minuty, dzieci jednak nie uwierzyly mate-
matycznie stwierdzonej prawdzie, lecz upieraly sig, ze w ciggu
dwéch tygodni, ,najdalej dwéch tygodni!* potrafig tej pracy do-
konaé.

»Napisz¢ pani liczby od jednego do tysigca w pét godziny* —
obiecywal jeden malec z 4-ej klasy. Zastanowil si¢ chwilg, gdy mu
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poddalam myél napisania nie pierwszego tysiaca, ale np. sto pierw-
szego, od liczby 100001, 100002 i t. d. az do 100999, 101000. Moze
wtedy dopiero blysnela mu myél, ze nie wie dobrze, co tam si¢
dzieje ,,wewnatrz“ miljona.

Jakiz stad wniosek?

Oczywiscie, nie moze byé mowy o ,sérodkach pogladowych*
poza zakresem pierwszej setki, a najwyzej pierwszego tysigca. Mu-
simy poprzesta¢ na calkiem teoretycznem ujeciu. Nic bowiem
wspdlnego z ,,uzmyslowieniem® liczby nie maja owe choéby skad
inagd praktyczne tablice réznej konstrukcji, gdzie, zamiast pisaé
cyfry danej liczby, dziecko wsuwa, czy wiesza je na odpowiednie
miejsca porubrykowanych deseczek. Te sama prace mozna wyko-
naé kreda na zwyklej tablicy.

Zamiast zatem staraé si¢ uzmyslawiaé to, co uzmyslowié si¢ nie
da, sprébujmy oprzeé nauke ukladu pozycyjnego, a w zwiazku
z tem i nauke¢ metrycznego ukladu miar jedynie na pojeciu upo-
rzadkowania.

Przegladajac Swiezo wydane podreczniki na kl. V, prawie wsze-
dzie spotykamy na wstepie kréciutki opis, jak to z jednosci tworza
si¢ dziesigtki, z dziesigtek setki i t. d., a nast¢pnie wzmianke o mo-
zliwodci innego porzadkowania, czyli innego ukladu liczenia. Na-
stepnie idzie wyjaénienie dziesigtkowego ukladu pozycyjnego, czyli
zasady pisania liczb, potem za$§ éwiczenia dotyczace czytania i pi-
sania liczb, rozkladu na rzedy i t. d. Przyklady dotyczace porzad-
kowania sg zazwyczaj bardzo skape.

A jednak zdaje sie, ze te wladnie éwiczenia sg wazne; wszak
cala umiejetnoéé liczenia polega na umiejetnoéci znalezienia mie j-
s ¢ a danej liczby w ciggu liczbowym.

Cwiczenia na porzadkowanie liczb moga byé bardzo urozmai-
cone i dla dzieci ciekawe. Najbardziej pospolitym typem takich .
éwiczen sa te, ktore poprostu polegaja na uszeregowaniu kilku liczb
wedlug ich wielkoéci. I tu jednak zdarzyé si¢ moga éwiczenia, za-
slugujace na wigksza uwage przez swa pomyslowoéé i majace wie-
cej waloréw metodycznych. Tak np. w podreczniku Rusieckiego
i Zarzeckiego znajdujemy ¢wiczenie, ktére poleca uporzadkowaé
wedlug wielkoéei liczby: 7707, 770, 7, 7000 i t. d., stowem liczby
zbudowane jedynie z siédemek i zer. Mozemy byé pewni, ze to
Jatwe napozér éwiczenie wielu dzieciom w klasie przysporzy klo-



I5

potu. Przyczyne ukrytej w niem trudnosci latwo zrozumieé. Dziecko
nie zawaha si¢ w orzeczeniu, czy wigksza jest liczba 500, czy 600,
bo tu sam dobdr cyfr stanowi wystarczajaca wskazéwke. Natomiast
liczby zbudowane z tych samych cyfr zmieniaja wartoéé w zalez-
noéci jedynie od miejsca, na ktérem dana cyfra stoi i to musi
dziecko zbadaé. A zaé umiejetnoéé zbadania tej sprawy jest za-
lezna od stopnia zrozumienia zasady ukladu pozycyjnego.

Inny typ éwiczei na porzadkowanie stanowia te, w ktérych
dziecko musi napisaé jedna lub kilka liczb kolejnych, nastepuja-
cych po danej liczbie, lub poprzedzajacych ja. W szczegdlnoéci
ksztalcace beda te éwiczenia, w ktérych dziecko musi przekroczyé
préog od jednego rzedu do drugiego. W jednym =z podrecznikéw
mamy ¢wiczenie: Napisaé liczbe nastepujaca po liczbie 249999,
Niewatpliwie tu réwniez nastapi zawahanie. Dlaczego? Bo w przy-
kladzie tym musi uczen przegrupowaé wszystkie rzedy az do przed-
ostatniego. Ale tez taki przyklad moze mu oéwietlié w znacznym
stopniu pojecie ukladu dziesiatkowego.

Podobnem do poprzednich éwiczeniem jest wypelnianie przerw
miedzy liczbami; np. wpisywanie wszystkich liczb brakujacych
(oczywiscie tylko calkowitych) pomiedzy liczby 1595 i 1603; dalej
wyszukiwanie miejsca danej liczby: w ktérej setce znajduje sie
liczba 1573 (daty historyczne: w ktérem stuleciu zyjemy?); znaj-
dowanie pierwszej i ostatniej liczby danego tysiaca, danej setki;
obliczanie iloéci liczb jedno-, dwu-, trzycyfrowych, i t. d.; budowa-
nie liczb z podanych cyfr i szeregowanie ich wedlug wielkoéci;
oraz wiele innych.

Cwiczenia takie nie moga trwaé nieprzerwanym ciggiem; sta-
lyby si¢ bowiem nuzace. R6wnoczeénie z niemi bedzie miejsce na
powtarzanie i poglebianie dzialan na éwiezym materjale zadanio-
wym.



2. Numeracja rzymska.

Jeéli ten punkt programu poddawaliémy dyskusji na P. W. K. N,,
to jedynie poto, aby zawsze i zgodnie dojé¢ do wniosku, ze prak-
tyczna jego rola jest znikomo mala i Zze nie nalezy wiele czasu
numeracji rzymskiej poéwigcaé.

Istotnie, poza staremi dokumentami, ktérych dzieci naszej szko-
ly powszechnej wedlug wszelkiego prawdopodobienstwa czytaé nie
beda, uzywanie numeracji rzymskiej jest bardzo rzadkie i coraz
rzadsze. Zegarki kieszonkowe nowszej konstrukeji znaczone s3 cy-
frami arabskiemi, zegary wiezowe i icienne coraz czeéciej nie po-
siadaja cyfr wcale, tylko kreseczki, znaczace podzial tarczy (np.:
zegary w gmachu M. W. R. i O. P.). Rozdzialy ksigzek prze-
waznie juz dzi§ posiadaja numeracje arabska lub slowng. Tracié
wiec duzo czasu na wdrozenie dzieci do numeracji, majacej dzié
jedynie znaczenie historyczne, wydaje si¢ zbytkiem, na ktéry prze-
waznie pozwoli¢ sobie nie mozemy, tembardziej iz jest to odcinek
pracy dosyé trudny.

Szeczegélniej trudnem dla dzieci jest rozréznienie, kiedy nalezy
do danej liczby inng liczbe dodaé, kiedy — odjaé. Np. CX znaczy
110, natomiast XC znaczy 90.

Stwierdzaliémy zgodnie, ze wystarczy, gdy dzieci naucza si¢ pi-
saé liczby cyframi rzymskiemi od 1 do 20, gdy spamietaja znaczenie
liczbowe znakéw V, X, L, C, D, M, wreszcie gdy niektére latwe
liczby zdolaja z pomoca nauczyciela przeczytaé i napisaé. Jesli na
frontonie starego koéciola ujrza dzieci podczas wycieczki napisana
rzymskiemi cyframi date zalozenia, wiadomosci powyzsze wystar-
cza, aby ja wspélnie z kierownikiem wycieczki odcyfrowaé.

Jeéli jednak praktyczne znaczenie numeracji rzymskiej jest
male (i coraz mniejsze), to teoretycznie moze nam ona oddaé po-
wazne uslugi, gdy przez poréwnanie z ukladem pozycyjnym dzie-
siatkowym przyczyni si¢ do glebszego zrozumienia tego ostatniego.
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Na jednej z lekcji w kl. V nadarzyla si¢ sposobnoéé stwierdzenia
tego faktu, co bylo tem ciekawsze, Zze poréwnanie dwéch numera-
cyj wyplynelo niepostrzezenie w toku lekeji prawie bez udzialu
nauczyciela.

Zaczelo si¢ od rozwazania, ktéry sposéb pisania jest wygodniej-
szy. Dzieci same zauwazyly, ze 8 jest u nas liczba jednocyfrowa,
a ,,po rzymsku‘ az czterocyfrows, ze u nas 19 jest liczba dwucyfro-
wa, a ,po rzymsku“ — trzycyfrowa. Ale zato napisanie liczb 100
i 1000 u nas wymaga 3 cyfr i 4 cyfr, a tam tylko jednej litery C
lub M.

Nastepnie wysunigte zostalo przez nauczyciela zagadnienie, czy
w numeracji rzymskiej cyfry zmieniaja znaczenie w zaleznoéci od
swego miejsca? Czasem zmieniaja, np. IX i XI; czasem nie zmie-
niaja, np. w liczbie XX obie dziesiatki maja t¢ sama wartoéé. Wiec
niema stalego prawa. A w ukladzie naszym dziesigtkowym? Na za-
konczenie nauczyciel zadal zagadke: jak od 19 odjaé 1, aby pozo-
stalo 20? Dzieci podaly rozwigzanie natychmiast: napisaly
XIX i skreélily jedynke. Co ciekawsze, odpowiedzialy inna za-
gadky: jak od 20 odjaé 88, aby zostalo 22. Podaje rozwiazanie:

XX
— 88
.32

W ostatniej lamigléwce, polegajacej, jak widzimy, na zasto-
sowaniu do numeracji rzymskiej praw, przyslugujacych ukladowi
dziesigtkowemu, szczegdlnie jasno wystepuje réznica miedzy ukla-
dem pozycyjnym i niepozycyjnym, co bylo, jak sadze, momentem
bardzo korzystnym.

Giowna
>
'Ihlml %

-

Z doswiadczeti metodyki rachunkow 2
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3. Powtérzenie i ugruntowanie dzialan na

liczbach calkowitych.

Temu punktowi programu poéwiecaliémy na P. W. K. N. nie-
wiele czasu z dwoéch przyczyn: po pierwsze, technika dzialan
wchodzi do programu kl. IV; nie bylo wigec czasu i miejsca na
omawianie jej podeczas przerabiania kursu kl. V, tembardzej, ze
wskazéwki do programu M. W. R. i O. P. doé¢ szczegélowo te sprawe
traktuja; powtdre, dzial ten najmniej moze ze wszystkich nasuwa
watpliwoéci. Natomiast eporo czasu poswigciliSmy sprawie zasto-
sowan i zadan, rozwazajac najpierw kolejno kazde z czterech dzia-
lan, nastepnie laczac po kilka w jednem zadaniu.

Roéwnoczesnie omawialiSmy w dyskusjach sprawe elementar-
nych praw kazdego z dzialan, oraz zwigzkéw pomiedzy dziala-
niami. Ten ostatni dzial wystepuje w programie kl. IV jako kro-
ciutka, w jednem zdaniu zawarta wzmianka, dotyczaca ,zwigzkoéw
miedzy liczbami w dodawaniu i odejmowaniu® i ,,zwigzkéw mie-
dzy liczbami w mnozeniu i dzieleniu®“; w programie kl. VI, jako
przypomnienie ,,0 niezmiennodci ilorazu w przypadku pomnozenia
dzielnej i dzielnika przez jedna i te sama liczbe®; wreszcie w pro-
gramie kl. VII, jako jeden punkt: ,Zmiany wynikéw dzialan w za-
leznoéci od zmiany danych®, rozszerzony nieco w Uwagach:
»W szczegblnoéei nalezy zwréci¢ uwage na zmiane wyniku mnoze-
nia w przypadku, kiedy jeden z czynnikéw pomnozymy lub po-
dzielimy przez dana liczbe (calkowita lub ulamkowsa), na mnoze-
nie lub dzielenie iloczynu kilku czynnikéw zapomoca pomnoze-
nia albo podzielenia jednego z czynnikéw, wreszcie na badanie
zmiany wyrazenia ulamkowego w zaleznoici od zmiany licznika
i mianownika®,

Wszystkie te wekazéwki, w szczegblnoéci zas wskazéwka doty-
czaca kl. IV, nasunagé moga wiele watpliwosci.

Zwiazki miedzy liczbami dzialaii ea bardzo zlozone i liczne,
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a wskazéwka nie podaje, ktére z tych zwigzkéw dziecko ma opa-
nowaé, ani tez jak do tego opanowania je doprowadzié. Tymecza-
sem dalsze ,,Uwagi do caloici programu“ podaja caly szereg spo-
sobéw liczenia w zakresie kl. III i IV, opartych wlaénie na zwigz-
kach miedzy liczbami dzialan i stosowanych jakoby ,wedlug wla-

. snego pomyshu ucznia®, np.: ,w wykonaniu dodawania 386 4 97

uczen moze do liczby 386 dodaé 100, a od wyniku odjaé 3“. Albo:
»w przypadku mnozenia 5.72 obliczamy 5.70=350, potem
5.2 =10, wreszcie dodajemy 350 i 10“. Albo jeszcze: ,,w przypadku
mnozenia 300 .36 dzieci obliczajg 3 .36 =108 i dopisuja w pamieci
dwa zera: 10800

Czy mozliwem i dopuszczalnem jest objaéniaé dziecku, ze pierw-
szy przyklad opiera si¢ na prawie dodawania réznicy, drugi — na
prawie rozdzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania, trzeci wresz-
cie — na zmianie iloczynu w zaleznoéci od zmiany czynnikéw lub,
jak kto woli, na prawie lgcznoéci w mnozeniu? Z drugiej strony,
czy mozna podawaé ,s8pos6b“ wykonania pracy bez objaénienia
jego zasady?

W dyskusjach czestych i niejednokrotnie doéé goracych docho-
dziliSmy przewaznie do wniosku, ze prawo sformulowane w sposéb
ogdlny rzadko kiedy trafia do umystu dziecka nawet, gdy je oprze-
my na szeregu przykladéw, ze zatem wprowadzane byé moze jedy-
nie praktycznie, w zastosowaniu kazdorazowem do poszczegélnych
obliczen, o ile nasuwa si¢ mozliwosé latwych uproszczen i skrétow.

Tak np. dziecko (miejskie) wie z zycia praktycznego, ze pla-
cac w eklepie 97 gr, moze zaplacié cale 100 gr czyli 1 zl, a otrzymaé
3 gr reszty. Ten fakt, znany mu dobrze, moze stanowié objaénie-
nie wielu faktéw analogicznych, a wigc i faktu podanego w Uwa-
gach do programu. Ale stad daleko jeszcze do opanowania odno-
énego zwiazku i daleko do plyngcego z wlasnejinicjatywy
stosowania go w odpowiednich wypadkach.

Jedli idzie o technik¢ i opanowanie poszczegélnych dzialan,
przytaczam wynik ciekawszych dyskusyj.

A. Dodawanie.

Niewgtpliwie jest to dzialanie, wykonywane w Zyciu najczeiciej
i nie budzgce w zastosowaniu zadnych watpliwoéci. W kl. V nie
zdarza si¢ prawie nigdy, aby normalnie rozwinigte dziecko zawa-

2*
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halo sie¢ wobec wyboru dzialania wéwczas, gdy tem dzialaniem jest
dodawanie. Zato jakze niezdarnie je wykonywa! O zaklad mozna
pojéc, ze jeli ma dodaé S liczb napisanych w kolumnie, np.

121
14
26

139
17

to dodajac jednoéci, bedzie je dodawalo stereotypowo z dolu do
gory i ,po jednemu®, a wigc: 7 a 9 to 16, a 6, to 22, a 4 to 26, a 1,
to 27. Ale nie zauwazy, ze moze znakomicie robote sobie skrécié
1 ulatwié, dodajac z géry na dél i przytem dodajac do liczby 1 od-
razu sume¢ dwéch liczb nastepnych 6 i 4, czyli 10. Otrzyma wtedy
lancuszek krotszy i latwiejszy: 1 a 10 jest 11, a 9 jest 20, a 7 jest
27. A przeciez w kl. V dzieci teoretycznie juz wiedza, Ze moga prze-
stawia¢ skladniki, oraz dodawaé sumy paru skladnikéw odrazu.
Wiedza, tylko nie umieja wyciagnaé stad wnioskéw praktycznych.

Jaki stad wniosek?

Przedewszystkiem ten, ze, aby dzieci wdrozyé do szybkiego do-
dawania, musimy obmysélaé takie przyklady i takie zadania, w kté-
rych dzieci zmuszone bylyby sumowaé nie dwa lub trzy skladni-
ki, lecz dluzsze kolumny liczb, jak to najcze¢éciej w zyciu sie zda-
rza. Powtére, kazda kolumne niech licza parokrotnie i w réiny
spos6b, wyszukujgc najpraktyczniejsze ugrupowania. Bedzie to za-
razem sprawdzenie roboty. Przekonaliémy sie niejednokrotnie, ze
éwiczenia takie nietylko nie nudza dzieci, lecz przeciwnie, rozwi-

Rozwazajac na P. W. K. N. w dalszym ciaggu ¢éwiczenia, doty-
czace dodawania, zatrzymaliémy si¢ dluzej na t. zw. uzupelnianiu
tabelek statystycznych. Byly glosy przeciwne tabelkom, jako za-
daniom o niklej treéci, nie wymagajacym planu pracy. Wiekszoéé
jednak wypowiadala si¢ za tym typem éwiczen, o ile beda odpo-
wiednio wykorzystane.

Wezmy przyklad (Podrecznik Rusieckiego i Zarzeckiego na
kl. V) ,Samochody w Polsce“.
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Woj. Prywatne Taks().wl-(i Autobusy |Ciezarowe | Razem
wschodnie i urzedowe (dorozki)
- \
WN i 157 168 210 63 |
NW || 115 56 102 44
PL ‘ 146 28 67 32
wp || 21 62 131 60
Razem ’

Dyskutujagc nad tem, zadaliémy sobie miedzy innemi pytanie:
czy nie moznaby uzupelniaé takich tabelek wprost w ksiazce, bez
przepisywania ich do zeszytéw? Zysk na czasie bylby ogromny. Je-
gli zaé idzie o korzysé, wynikajaca z uwaznego przepisywania liczb,
nie bylaby ona calkiem stracong, bo niewatpliwie uczen, majac do-
da¢ kilka liczb w poziomym wierszu, bedzie wolal osobno dodaé je
w zeszycie, przepisawszy w kolumnie pionowej. Uniknie jednak
dwukrotnego przepisywania.

Nastepnie, niedosyé obliczyé wszystkie sumy kolumn i wierszy
i powpisywaé je, gdzie nalezy; trzeba rozumieé, co ktéra z sum
oznacza. Pytania odnoéne, zadawane dzieciom, stwierdzaly, Ze nie-
zawsze i nieodrazu umialy dzieci powiedzieé, co oznacza np. pierw-
sza z sum u géry naprawo. Albo odwrotnie: ile wszystkich samo-
chodéw bylo np. w woj. poleskiem w r. 1930. Na takie pytania
warto postawié nacisk.

Wreszcie suma ostateczna u dolu naprawo. Powinniémy otrzy-
maé ja dwukrotnie: jako sume ostatniego wiersza, lub tez jako
sume ostatniej kolumny. Jest ona sprawdzianem calej roboty; stad
miedzy innemi plynie walor takich tabelek, ze dzialania same sie-
bie sprawdzaja. Pytanie: chociaz liczby ostatniego wiersza byly
calkiem inne, niz liczby ostatniej kolumny, skad wiemy jednak
napewno, ze obie sumy musza byé réwne?

Wyplywaja tu znéw w zmienionej postaci prawa przemiennoéci
i Yacznoéci: wszak kazda z liczb ostatniego wiersza jest suma kilku
(ilu i ktérych?) z poéréd danych 12 skladnikéw; te same skladniki,
tylko w innym porzadku, wchodza w sklad sum, tworzacych ostat-
niag kolumne; jaki stad wniosek?

Ta droga wykorzystamy tabelke bardziej wezechstronnie a moze
i mniej nudnie, niz si¢ to dzieje zazwyczaj.
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B. Odejmowanie.

Dyskutujac nad tem dzialaniem na P. W. K. N., niejednokrot-
nie rozwazaliémy zawarte w niem bogactwo treéci pojeciowej.
Istotnie, o ile dodawanie obraca si¢ stale kolo dwéch tylko zagad-
nien: laczenia kilku zbioréw w jeden, oraz powiekszania danego
zbioru o inny dany zbiér, o tyle odejmowanie moze byé pojmo-
wane:

a) jako rozklad sumy na skladniki; np.: na dwa sprawunki wy-
dano 35 zl, przyczem na jeden z nich wydano 23 zl. le wydano na
drugi?

b) jako uzupelnienie danego zbioru do danej caloéci; np. ile
jeszcze winien jestem za komorne, jeéli ono wynosi 80 zl, a ja za-
placilem dopiero 65 z1?

c¢) jako obliczanie reszty z danego zbioru; np. ile pozostanie ze
100 zt po wydaniu 59 zl.

d) jako zmniejszenie danego zbioru o inny dany zbiér; np.
wczoraj wyplacono z kasy 92 z}, a dzié o 13 zI mniej. Ile kasa dzi§
wyplacila?

wreszcie €) jako obliczanie réznicy, czyli poréwnywanie, ktéry
z dwéch zbioréw jest wigkszy, wzglednie mniejszy, i o ile; np.
o ile drozsza jest maka pszenna od zytniej, jeéli 1 kg maki pszen-
nej kosztuje 55 gr, a zytniej 42 gr?

Stad wynika wielka rozmaitoéé zagadnien, doprowadzajacych do
odejmowania. Podreczniki zazwyczaj nie wyczerpuja tej réznorod-
noéci, ani tez nie porzadkuja zadan na podstawie wymienionych
powyzej réznic w treéci pojeciowej. Niektére wypadki np.
punkt b) (ile brakuje do caloéci?) jest czesto calkiem pomijany.
Ze jednak to ma wplyw na umyslowoéé dziecka, widzimy z zadan
uk3adanych przez dzieci. Z géry przewidzie¢ mozina, ze jeéli po-
lecimy dzieciom w ktérejkolwiek, choéby w VII klasie, ulozyé za-
danie na odejmowanie, wickszoéé ulozy zadanie odpowiadajace
punktowi c¢): kupiono — zuzyto; ile zostalo? — i na tem
koniec.

Dlaczego? Oczywiécie dziecko idzie droga najpospolitsza, a cze-
sto nie widzi nawet innego uzytku z odejmowania, choé wie np.,
ze zapytanie, ktory zbiér jest wiekszy i o ile, prowadzi réwniez
do odejmowania; ani tez nie zawaha si¢, gdy mu kazemy obliczyé
nieznany skladnik sumy 1 t. d.

-
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Jako wniosek z dyskusji przyjeliémy, ze pozadana jest sprawa
poglebi¢ nieco traktowanie odejmowania w kl. V, w szczegélnosci
wyodrebnié¢ odejmowanie jako rozklad jed nego zbioru, do czego
dadza si¢ sprowadzi¢ punkty a, b, ¢ i d, oraz odejmowanie, jako
poréwnywanie d w6 ch zbioré6w (punkt e). Inaczej méwiae, nie
plata¢ pojecia reszty z pojeciem réznicy, choéby nawet teoretycznie
mial byé ustalony tylko ten drugi termin (odjemna, odjemnik,
rémnica).

C. Zwigzek dodawania z odejmowaniem.

Jest to punkt bardzo wainy. Na wyzszych stopniach naucza-
nia, w szczegélnoéci przy opracowaniu liczb wzglednych, niejed-
nokrotnie méci si¢ zar6wno na uczniu jak i na nauczycielu przeo-
czenie w nauce elementarnej dokladnego opracowania zwiazku mie-
dzy temi dwoma dzialaniami.

Na jednej z lekcyj w naszej szkole éwiczen mogliSmy sie prze-
konaé, jak latwo dzieci ten zwiazek chwytaja.

Nauczycielka wyszla od bardzo prostego zagadnienia: w pewnej
rodzinie pracuja zarobkowo maz i zona, przyczem maz zarabia
220 zl, zona — 150 z! miesigcznie. Jak si¢ przedstawia dochéd mie-
sigczny rodziny?

Dzieci oczywiscie napisaly bez namystu:

220 + 150 = 370.

Tu nastapila kréciuterika (w paru zdaniach) pogawedka o tem,
iz w obecnych czasach z powodu bezrobocia wladze czesto nie do-
puszczaja do tego, aby w jednej rodzinie kilka oséb zarobkowalo
(»aby jak najwiecej rodzin mialo z czego zyé“ — dodaly dzieci).
I tu réwniez tak si¢ stalo: zredukowano zone. Jak si¢ przedstawia
obecnie dochéd rodziny?

Bez chwili wahania dzieci napisaly:

370 — 150 = 220;
przyczem zadnemu przez mysl nawet nie przeszlo wykonywaé odej-
mowanie w celu obliczenia réznicy.

»A gdyby zredukowano nie zone, lecz meza?*

Znowu bez wahania:

370 — 220 =150.

Ta natychmiastowoéé, z jaka dzieci napisaly wzory obu zadan

na odejmowanie i wyniki dzialan bez ich obliczania §wiadezy, ze
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w tym wypadku zwigzek dodawania z odejmowaniem zadnej wat-
pliwoéci nie nasungl; nie éwiadczy jednak jeszcze o pelnem, w kaz-
dym wypadku, uchwyeeniu tego zwiazku. Tutaj dzieci mialy do
czynienia z suma dwéch skladnikéw; jako zadanie odwrotne na-
rzucal si¢ nieodparcie rozklad sumy na skladniki, z ktérych ja
utworzono.

Moznaby jednak wyjéé nie od pojecia sumy, lecz od pojecia po-
wigkszania zbioru, np.: ,,Zona zarabia miesigcznie 150 zl, a maz
o 70 zl wiecej. Ile stanowi zarobek meza?*

Z tem zadaniem dzieci niewatpliwie nie mialyby zadnego klo-
potu; bez wahania napisza:

150 + 70 = 220.
Jak jednak wyglada dzialanie odwrotne?
Albo: '
220 — 70 =150;
albo:
220 —150 = 70.

Stad dwa zupelnie odmienne typy zadan. W pierwszym wy-
padku zmniejszanie zbioru: ile zarabia Zona, jeéli zarabia
0 70 z mniej od meza?

W drugim — poréwnywanie: oile r6znia sie zarobki
meza i zony?

Tutaj zwigzek dodawania z odejmowaniem nie jest juz tak
przejrzysty, jak w zadaniu poprzedniem, gdy szlo o rozklad sumy
na skladniki.

Stad nasuwa si¢ wniosek, ze jako pierwsze podejicie do wyja-
énienia zwigzku dodawania z odejmowaniem nadaje si¢ najlepiej
zadanie oparte na rozkladzie sumy na skladniki. Nie byloby jed-
nak slusznem na tem poprzestaé.

W szczegblnoéei moze byloby pozadanem samodzielne uklada-
nie przez dzieci zadani odwrotnych na zasadzie jednego, podanego
poczatkowo; przyczem to pierwsze, zasadnicze zadanie niekoniecz-
nie musi byé zadaniem na dodawanie.

Tego odcinka pracy nie mieliémy jednak moznoéci wyprébowaé
doéwiadczalnie w ,szkole éwiczen“.

D. Mnozenie.

Tak si¢ zlozylo, ze w naszej ,szkole éwiczen“ nie przeprowa-
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dzaliémy w zakresie mnozenia liczb calkowitych ani jednej takiej
lekcji, ktéraby mogla byé uwazana za eksperyment. Wszystkie lek-
cje, ktéore badz sama prowadzilam, badZ obserwowalam, nie wy-
chodzily poza tematy ogélnie znane.

Natomiast w dyskusjach méwilo si¢ duzo o mnozeniu i wéwezas
okazywalo sig, Ze ani technika mnozenia, ani zwigzki miedzy czyn-
nikami i iloczynem wcale nie sa pozbawione punktéw spornych.
Tylko ze watpliwoéci, nasuwajace nam si¢ w dyskusjach, byly tego
rodzaju, ze nie mogly byé rozstrzygniete na jednej, ani nawet na
kilku lekcjach.

Do spornych zagadnien nalezal miedzy innemi porzadek czyn-
nikéw. Wprawdzie uwagi do programu kl. I méwia wyraznie: ,,przy
zapisywaniu mnozenia nalezy zawsze pisaé mnoznik na pierw-
szem miejscu, a na drugiem mnozna“ (z mianem lub bez miana).

Ale juz w uwagach do caloéci programu w rozdziale ,,Dzialania
piémienne® polecenie to jest wypowiedziane w formie o wiele
mniej kategorycznej: ,Jezeli mnozenie jest zaznaczone we wzo-
rze w zwigzku z konkretnem zadaniem, to na pierwszem miejscu
pisze sie¢ mnoznik, a potem mnozng z mianem lub bez miana, np.:
12.2 2zl 50 gr=30 zl. Natomiast przy piémiennem wykonaniu
mnozenia kierujemy sie¢ wzgledami wygody, np. dla wyznaczenia
iloczynu 144 .7 gr, mozemy wykonaé mnozenie

144
X1
1008
i zanotowa¢ wynik: 144.7 gr.—10 zl 08 gr®.

To rozréznienie zapisu mnozenia w zwigzku z konkretnem za-
daniem, oraz mnozenia t. zw. liczb niemianowanych bylo na kursie
zawsze przedmiotem dlugich dyskusyj.

Przedewszystkiem: jak rozumie¢ wskazéwki podane w pro-
gramie?

Jedli twérey programu kaza zapisywaé mnoznik na pierwszem
miejscu, to niewatpliwie maja na mysli réwniez i odpowiednie od-
czytanie slowne, np. zapis: 5.18 zt odezytamy: 5 razy po 18 zl.

Ale jedli w nauce péZniejszej, w mnozeniu liezb kilkocyfrowych,
porzadek czynnikéw wolno nam uzalezniaé¢ od wygedy, to zwykle
bierzemy za mnoznik ten z dwéch czynnikéw, przez ktéry latwiej
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mnozyé. A wigc np. 200 razy po 357, a nie 357 razy po 200, choéby
»w konkretnem zadaniu“ wlaénie 357 bylo mnoznikiem a nie
mnozna.

Nie doé¢ na tem; zmienia si¢ tez stopniowo i urozmaica wy-
slowienie. Uczenn méwi: 200 razy po 357, ale moze tez wyrazié sie:
200 razy 357 (opuszczajac wyraz ,,po*), albo: mnoze 357 przez 200,
albo jeszcze krécej: 357 przez 200, wreszcie 357 razy 200, majac
jednak ciagle na myéli 200 jako mnoznik. Czy ta dowolnoéé slowna
nie powinna ié¢ w parze z dowolnoécia zapisu?

Tu jednak zjawia si¢ nowa watpliwoéé: z chwila gdy przycho-
dzi mnozenie ulamkéw, calkiem innego sensu nabiera iloczyn liczb
np. % i 5 w zaleznoéci od tego, ktora z nich przyjmiemy za mnoz-
nik. Jefli mnoznikiem jest liczba 5, wéwczas 5. 71— bedzie zna-

czylo pigta wielokrotnoéé ulamka % i moze byé przeczytane: 5

razy po % . Natomiast jefli mnoznikiem jest % wéwczas % /5
znaczy: czwarta czeSé liczby 5 i tak tez musi byé przeczytane,
% razy po 5, bo to nie ma sensu. A wiec tu do-
wolnoéci byé nie moze; prawo przemiennoéci narazie zostaje

nigdy zas$

zawieszone i dopiero po dluzszej nauce odzyska swoje prawa.
Z drugiej strony, objaéniajac technike¢ mnozenia liczby ulam-
kowej przez calkowita, dziecko wyraza si¢ zazwyczaj: ,nalezy po-

s s oqe . 1 S0
mnozyé licznik ulamka 5 Przez 5%, stawiajac tem samem S5 na

drugiem miejscu i réwnoczeénie zgodnie z brzmieniem prawidla pi-
8z3c o Bea T
4 4

Jak pogodzié te sprzecznoéci?

W dyskusjach dawaly si¢ slyszeé bardzo rézne zdania. Jedni
twierdzili, ze jeéli, zgodnie z programem, przyjmiemy na nizszych
poziomach zapis mnoznika na pierwszem miejscu, to powinniémy
konsekwentnie trzymaé si¢ tej zasady w ciggu calej dalszej nauki,
a wiec zar6wno w mnozeniu liczb wielocyfrowych (piémiennem czy
ustnem), jak i w mnozeniu ulamkéw. W takim razie prawo prze-
miennoéci staje si¢ praktycznie zbednem i sprowadza si¢ jedynie do
czysto teoretycznej wlasnoéci mnozenia, z ktérej uczen uzytku w zy-
ciu nie czyni.
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Na to odpowiadali inni: ze wzgledéw rachunkowych porzadek
czynnikow gra bardzo wazng role. Czemu uczen nie ma sobie ulat-
wié pracy, robigc uzytek z prawa przemiennoéci czynnikéw, skoro
nawet i sam program wprowadza ustgpstwo od zasady, pozwala-
jac pisaé w mnozeniu piémiennem mnoznik pod mnozng, a wigc
pna drugiem miejscu?

Nie mozemy si¢ pochwalié, abyémy z tych dyskusyj zdolali wy-
prowadzié wniezawodne® wskazéwki metodyczne (o ile takowe
istnieja), tembardziej, iz dyskusje nasze nie mogly byé oparte
na eksperymentach. Niemniej stopniowo zarysowaly si¢ wnioski
nast@pujqce 2

1) Na wyzszym (poczynajac juz od kl. IV) poziomie naucza-
nia nie to jest wazne, gdzie dziecko napisze mnoznik, ale to,
czy zdaje sobie dokladnie sprawe, kt6ry z dwéch czynnikéw jest
mnoznikiem. Ze niezawsze tak bywa, éwiadczg o tem czeste bledy
wyslowienia u dzieci, np.: mnoz¢ 2 zl przez 8 kg; lub odwrotnie
»kilogramy przez zlote“, oraz idgce w parze z tem bledne zapisy,
np. t. zw. miano przy obu czynnikach, albo przy mnozniku za-
miast przy mnoznej.

Nie mozemy =zatem poprzestaé na goloslownem stwierdzeniu
przez dzieci, ze ,trzeba pomnozyé“, lecz wymagajmy prawidlo-
wego objaénienia, ktorg liczbe mnoza przez ktorg i dlaczego;

2) zasadniczo mozemy umoéwié si¢ z dzieémi (ale tylko
»uméwié¢“), ze mnoznik piszemy na pierwszem miejscu; ale w wy-
padku, gdy ta umowa ze wzgledéw technicznych jest niewygodna,
mozemy éwiadomie jg zmienié. Idzie tylko o to, aby uczen zmienia-
jac porzadek czynnikéw, robil to swiadomie, nie tracac z oczu
znaczenia czynnikéw w zadaniu, ktére rozwiazuje.

Bedzie to zarazem czeiciowe przynajmniej zabezpieczenie od
pozniejszych bledéw w interpretacji, zapisie oraz technice mnoze-
nia ulamkéw.

E. Dzielenie; zwigzek dzielenia z mnozeniem.

O dzieleniu méwilo si¢ naogé! mniej, niz o mnozeniu, moze
dlatego, ze program daje w sprawie dzielenia piémiennego cal-
kiem wystarczajace wekazéwki. Jedyny temat, jaki, o ile sobie przy-
pominam, przeszedl! przez dyskusj¢ w zakresie kursu kl. V, doty-

77
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czyl rozréznienia dwéch rodzajéw dzielenia. Lekcja na 6w temat
zdarzyla si¢ przygodnie w zwigzku z dorocznemi egzaminami eks-
ternéw, a tem samem nie miala nawigzania do normalnej pracy
na P. W. K. N. Stluchacze P. W. K. N. oczywiécie na lekcji nie
byli obecni; zreferowalam ja sama i poddatam dyskusji pewne na-
suwajace mi sie¢ watpliwoéci.

Wlaéciwym tematem lekcji byl zwigzek mnozenia z dzieleniem,
ale stad wyplynelo samorzutnie zagadnienie dwéch rodzajow dzie-
lenia zaleznie od tego, czy przy odwréceniu mnozenia dzielnikiem
stawal si¢ mnoznik czy tez mnozna.

Nauczyciel wiedzial oczywiscie, ze oba rodzaje dzielenia ,,po
kilka* i ,na kilka czeéci“ znaja dzieci z kursu klas nizszych, ze
zatem lekcja musi mieé charakter powtdrzenia, zestawienia i po-
glebienia wiadomoéci, nabytych uprzednio.

Punktem wyjécia bylo zadanie konkretne na mnozenie. Dzieci
rozwigzaly je bez trudu, tembardziej ze (niepotrzebnie zreszta) do-
bér liczb byl bardzo latwy. Niemniej, gdy przyszlo do odwrécenia
zadania, zaczely si¢ plataé.

Trudno okreélié, czy przyczyna tkwila w niedoéé jasnem ujeciu
zagadnienia ze strony nauczyciela, czy tez w doszczetnem zapomnie-
niu uprzednio przerobionego materjalu ze strony dzieci. Badz co
badz, referujac lekcje, musialam zaznaczyé, ze zwiazek mnozenia
z dzieleniem nie jest sprawa tak prosta, jak zwigzek dodawania
z odejmowaniem, i Ze nalezy poéwigcié mu wiecej trudu.

Wywigzala si¢ o tem pogawedka. Stwierdziliémy przedewszyst-
kiem, ze niedociggniecia w kl. V wynikaja z braku ciagloici pracy
w klasach poprzednich.

Istotnie, wprowadzenie dwéch wypadkéw dzielenia wedlug pro-
gramu nastepuje w kl. II, przyczem najpierw wprowadzamy dzie-
lenie ,,po kilka® czyli t. zw. popularnie ,,mieszczenie“, albo wedlug
brzmienia programu ,,w znaczeniu podzialu na czesci réwne o da-
nej wielkoéci“, a nastepnie dopiero dzielenie ,,na kilka“ czyli po-
dzial na dana liczbe réwnych czesci.

W programie kl. IIT i IV niema prawie nic o dwéch wypadkach
dzielenia, poza wzmianka o dwéch rodzajach dzielenia wyrazen
dwumianowanych. Moze w tem leiy przyczyna pewnego zaniedba-
nia czy pomijania tej sprawy w przerabianiu materjalu, co odbija
si¢ ujemnie w kl. V przy powtarzaniu 4 dzialan. Stad wniosek
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pierwszy: pozadanem jest w kl. III, IV i dalej jeszcze przy przera-
pianiu zadai konkretnych rozrézniaé wypadki dzielepia i zwracaé
awage na wyslawianie si¢ dzieci. A wiec np. niech uczen nie po-
'przeetaje na powiedzeniu: dziele 250 przez 50, ale: dziele 250 z}
po 50 zl, albo (zaleznie od tresci): dziele 250 z na 50 czeéci. Po-
tem juz w trakcie wykonywania dzielenia moga dzieci robié¢ skréty
slowne.

Z drugiej strony niepodobna traci¢ z oczu faktu, ze s3 to jed-
nak dwa wypadki tego samego dzialania i ze, jeéli idzie o spraw-
noéé rachunkowa, poslugujemy sie w dzieleniu liczb wielocyfro-
wych badi jednym badZ drugim rodzajem dzielenia zaleznie od
wygody.

Tak np. w rachunku ustnym, cheac podzielié 36000 przez 3,
uciekniemy si¢, nie dbajac o konkretna treéé¢ zadania do podzialu
na 3 czesci, a nie do obliczania, ile razy po 3 mieéci sie w liczbie
pieciocyfrowej. Natomiast dzielac te sama liczbe np. przez 12000,
odrazu sprowadzamy to zagadnienie do obliczenia, ile razy ow
duzy pieciocyfrowy dzielnik mieéci si¢ w dzielnej, choéby z treéci
zadania wynikal podzial na 12000 czesci.

Natomiast w dzieleniu pi§miennem niezaleznie od doboru liczb
uziywamy zwrotéw i wyrazen wlaéciwych dzieleniu ,,po kilka*“ (po-
dzialu na czeéci réwne o danej wielkoéci). Np. dzielage piSmiennie
2873 przez 12, méwimy: 12 w 28 setkach mieéci si¢ 2 razy (wla-
dciwie: 2 setki razy); 12 w 47 dziesiatkach mieéci sie 3 razy
it. d., a nie 28 setek na 12 czeéci i t. d.

Stad drugi wniosek: rozrézniajac wedbug treéci zadania dwa ro-
dzaje dzielenia, dziecko musi jednak stopniowo (chyba jednak do-
piero w IV lub V kl.) dojsé do wniosku, ze dla obliczenia ilorazu
jest calkiem wszystko jedno, ktérym rodzajem dzielenia si¢ postu-
guje, ze zatem moze obliczenn dokonywaé tak, jak mu w danym wy-
padku najlatwiej. '

F. Dzielenie z resziq.

Dzielenie z reszta, jako odcinek pracy nalezacy raczej do pro-
gramu klas nizszych, nie weszlo u nas na porzadek dzienny jako
temat lekcyj pokazowych; natomiast ze wzgledu na écisly zwiazek
tej sprawy z nauka cech podzielnoéci (o czem ponizej), bywalo
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niejednokrotnie przedmiotem ozywionych dyskusyj, ktérych gléw-
ne punkty postaram si¢ streécié.

A wiec przedewszystkiem dyskutowaliémy nad doborem zadan,
z ktérych daloby si¢ w spos6b wolny od sztucznoéci wyprowadzié
pojecie reszty. Jasng jest rzecza, ze pojecie to wynika jedymnie
z rodzaju dzielenia, zwanego popularnie ,,mieszczeniem®, inaczej
méwige, z czynnodci wyczerpywania danego zbioru przy pomocy
innego, mniej licznego. Bowiem drugi rodzaj dzielenia, dzielenie na
czeéei, doprowadza albo do pojecia ulamka, albo do odpowiedzi
negatywnej: dany podzial uskutecznié si¢ nie da.

A wigc np. czynnoéé podzialu 20 zeszytéw po 3 zeszyty na
ucznia doprowadza do odpowiedzi: wystarczy dla 6 uczniéw i je-
szcze 2 zeszyty pozostan 3.

Natomiast zadanie: podziel 20 zeszytéw réwno miedzy 6 ucz-
"niéw (czyli na 6 réwnych czeéci) nie da si¢ wykonaé; mozna po-
dzielié w ten sposéb 18 zeszytéw, ale nie 20, bo przecie zeszytow
rozdzieraé¢ nie bedziemy. Gdyby zamiast zeszytéw byly do podzialu
przedmioty, dajace si¢ krajaé, np. bochenki chleba, podzial dalby
si¢ uskutecznié, ale przy wprowadzeniu ulamkéw.

Ustaliwszy ten prosty fakt, nie mieliSmy juz trudneéci w znale-
zieniu mnéstwa sytuacyj zyciowych, z ktérych bez sztucznoéci da-
loby si¢ wyprowadzié pojecie reszty.

Z kolei musimy doprowadzié dzieci do ustalenia stosunku mie-
dzy wielkoécig reszty i dzielnika. Ten punkt niemal w kazdym
z podrecznikéw bywa starannie opracowany; zreszta i nauczycie-
lowi nietrudno obmyédlié szereg éwiczen, w ktérych stopniowy
wzrost dzielnej przy stalym dzielniku powoduje wzrost reszty.
Dziecko samo z latwoicia spostrzega, w jakich granicach moze
zmieniaé si¢ reszta i jaka jest jej wartoié maksymalna.

W koncu trzeci etap pracy: wyznaczenie dzielnej na zasadzie
dzielnika, ilorazu i reszty, oraz wyznaczenie dzielnika na zasadzie
trzech liczb pozostalych. Zwiazek dzielenia z mnozeniem, oma-
wiany powyzej, stanowi juz wystarczajace przygotowanie do tego
odcinka pracy. Prawie zawsze dzieci same dochodza, w jaki sposéb
w dzieleniu z reszta odbudowaé dzielna. Jesli w powyzej przyto-
czonem zadaniu dziecko rozdalo 20 zeszytéw po 3 kazdemu z kole-
gbéw, to jasng dlan bedzie rzecza, ze, aby otrzymaé z powrotem
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owe 20 zeszytéw, musi od 6 kolegéw odebraé po 3 zeszyty i dola-
czyé do tej liczby owe 2 pozostale.

Oczywiécie, w dyskusji podkreslaliémy niejednokrotnie koniecz-
noé¢ powracania do tych spraw w kazdej klasie do pigtej
wlacznie. W piagtej nastapi zestawienie calego powyzszego mate-
rjatu, a jedli czas, oraz poziom klasy na to pozwoli, poglebie-
nie go od strony teoretycznej.

Cel ten mozemy osiggnagé w drodze éwiczenn np. nastepujacych:

Jedli dzielna wynosi 135, a reszta — 15, to jaki moze byé
dzielnik i iloraz. Odpowiedzi slusznych jest wiele, bowiem po od-
jeciu reszty od dzielnej otrzymamy liczbe 120, bedaca iloczynem
dzielnika i ilorazu, a dajaca si¢ rozlozyé w réiny sposéb na 2
czynniki. ;

I tu nastagpi moment szczegélnie pouczajacy: niewszystkie spo-
soby rozkladu czynig zadoéé warunkowi reszty, o ktérej wiemy, ze
ma si¢ réwnaé 15. Nie moze np. dzielnik byé réwny liczbie 12, bo
musi byé wig¢kszy od reszty. Istotnie, uczen latwo sprawdszi,
ze dzielac 135 przez 12, otrzyma reszte 3, nie zaé 15. To mu naéwie-
tli glebiej jeszcze zwigzek miedzy dzielna, dzielnikiem, ilorazem
1 reszta.

Jako przygotowanie do ,cech podzielnoéci“ musimy jednak po-
jecie reszty rozwazyé jeszcze dalej: pod katem podzielnoéci
sumy. Sprawe t¢ omawiam w rozdziale nastgpnym.



4. Podzielnoéé liczb.

Rozwazajac na P. W. K. N. kolejne punkty programu i ustala-
jac wytyczne lekeyj, najwiekszy klopot mieliémy zawsze z temi od-
cinkami pracy, ktére najmniej wiaza si¢ z Zyciem praktycznem.
Wchodzila tu w gre pomiedzy innemi przesadna obawa przed
t. zw. ,pojeciami oderwanemi®, jako pozornie najmniej zajmuja-
cemi dla dzieci i najtrudniej dajacemi si¢ przyswoié.

Do takich klopotliwych kwestyj nalezalo miedzy innemi opra-
cowanie cech podzielnoéci. Ogélnie w dyskusji twierdzono, ze nie
jest to rzecz trudna dla dzieci, ale nudna, niewdzigczna i niedajaca
si¢ nawigzaé do zadnych prawie ,zyciowych® i ,aktualnych“ sy--
tuacyj.

Ostatecznie doszliémy do wniosku, ze latwiej poradzimy sobie
z tym odcinkiem pracy, o ile cechy podzielnoéci potraktujemy, jako
wnioski z pewnych praw, ktére dzieci juz praktycznie (ale
tylko praktycznie) znaja.

Prawa te daja si¢ ujaé w trzy twierdzenia, dotyczace, oczywiscie,
tylko liczb calkowitych:

1) Jedli kazdy ze skladnikéw sumy jest podzielny przez dang
liczbe, to i suma réwniez jest przez te liczbe podzielna; a stad: je-
gli wszystkie skladniki sa podzielne przez te liczbe, a jeden ze
skladnikéw przez nia si¢ nie dzieli, to suma nie podzieli si¢ przez
dang liczbe;

2) jeéli suma reszt z podzialu poszczegélnych skladnikéw dzieli
si¢ bez reszty przez dang liczbe, to i ogdélna suma skladnikéw row-
niez jest przez te liczbe podzielna, wreszcie

3) jesli jaka8 liczba dzieli si¢ bez reszty przez dang liczbe,
to dzieli si¢ réwniez przez wszystkie czynniki danej liczby.

To uprzytomnienie sobie praw, na ktérych mieliSmy oprzeé
prawa podzielnoéci (oczywiscie bez podawania ich dzieciom w for-
mie ogélnej), pozwolilo nam stangé na realniejszym gruncie przy
opracowywaniu odnoénych lekeyj.
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Przedewszystkiem zatem ustaliliémy porzadek pracy: najpierw
opracowaé podzielnoéé przez 10 i przez 100, potem przez 5 i przez
2, potem przez 25 i przez 4. Bedzie to pierwszy etap pracy. Drugi
etap obejmie cechy podzielnoéci przez 9 i przez 3, przyczem naj-
pierw przez 9, a potem przez 3.

Opracowujac cechy podzielnoéci przez 10 i przez 100, nauczy-
ciel mial zadanie bardzo atwe. Oparl si¢ na czesto spotykanej w zy-
ciu koniecznoéci wymiany drobniejszych pieniedzy na grubsze
banknoty; na szeregu przykladéw dzieci same orzekaly, po czem
poznaé, czy wymiana da si¢ uskutecznié¢ bez reszty, a stad sformu-
Yowanie ogélnej zasady okazalo si¢ calkiem proste. Niedomagalo
ono moze pod wzgledem &cisloéci wyslowienia; dzieci mowily:
,liczba dzieli si¢ przez 10 (wzglednie przez 100), gdy si¢ koniczy
zerem (wzglednie — dwoma zerami)*“.

Niemniej, zrozumienie sprawy bylo zupelne. Owo wyrazenie:
»konczy sie zerem, piagtka, dwdjka“ niewatpliwie powinno byé stop-
niowo zastepowane wyrazeniem S§ciSlejszem: ,liczba, w ktdérej na
miejscu jednoéci stoi zero, piatka, dwéjka®; trudno jednak wyma-
ga¢ od dzieci, aby w samodzielnem sformulowaniu swych mysli
wyrazaly si¢ z matematyczng Scisloécia.

Drugi punkt pracy, cechy podzielnoéci przez 2 i przez 5, opar-
liSmy na zrozumieniu faktu, ze jeéli jakas liczba sklada si¢ z dzie-
sigtek, to mozna ja rozlozyé i na piatki (wzglednie: na dwéjki),
bo kazda dziesigtka to sa dwie piatki (lub 5 dwéjek). Jak widzimy,
postuzylo nam tutaj trzecie z wymienionych na poczatku twierdzen.

Obok szeregu éwiczen i przykladéw takich jak: ,,Z ilu dziesia-
tek sktada sie liczba 20, 30 i t. d.?“ A wiec — z ilu piatek? Ktéra
z liczb 30, 45, 58, 70 da si¢ bez reszty rozmienié na piat-
ki? Ktéra nie da si¢ bez reszty rozmieni¢é na pigtki? —
poznaé to odrazu ,na oko!“ — wykonywaly dzieci réwniez i za-
dania ,,z treicig“ np. ,, Do fabryki na sobotnia wyplate przynie-
giono z kasy pienigdze samemi pigciozlotowemi (ewentualnie —
dwuzlotowemi) monetami. Jednemu z robotnikéw nalezalo sie za
robote w tym tygodniu 35 zl, drugiemu — 48 zl, trzeciemu — 60 z1,
czwartemu — 45 z}, pigtemu — 27 zl. Ktdérzy z tych robotnikéw
mogli otrzymaé swoja naleznoéé bez wydawania reszty i bez rozmia-
ny pieniedzy ma drobniejsze monety? Po czem to mozna poznaé?

Jak widzimy, zaczelo si¢ od poznawania ,na oko*, przyczem

Z doswiadczen metodyki rachunkow 3
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bledy ze strony dzieci nie zdarzaly si¢ prawie nigdy. Dopiero po
dlugim szeregu takich wstepnych ¢éwiczen pojawilo si¢ zagadnie-
nie: Dlaczego to, gdy ,,na konicu“ liczby stoi liczba parzysta lub
zero, mozna z cala pewnoécia powiedzieé, ze liczbe te da sie po-
dzielié, rozlozyé na dwéjki?

Tutaj odpowiedZ nie nasuwala si¢ bezpoérednio; nauczyciel,
prowadzacy lekcje, musial zatem uciec si¢ do t. zw. pytan napro-
wadzajacych: Dlaczego méwisz, ze 138 z! moina napewno rozmie-
ni¢ na monety 2-zlotowe? Z czego si¢ sklada liczba 138 (Rozklad
na dziesigtki i jednoéci)? Czy 130 z! moina rozmienié na 2-zlo-
téwki? Skad to wiesz? A 8 zl czy mozesz rozmienié? A wiec?

Odwrotnie: pomyél sam taka liczbe zlotych, ktéra moznaby roz-
mienié na 5-zlotéwki, na 2-zlotéwki. Wytlumacz! Jak widaé, wcho
dzilo tu w gre twierdzenie pierwsze.

Stad po szeregu przykladéw nasungl sie wniosek: Aby si¢ do-
wiedzieé, czy liczba dzieli si¢ przez 5, albo przez 2, wystarczy roz-
lozy¢ liczbe na dziesigtki i na jednoéci, a potem zbadaé tylko jed-
nosci, bo podzielnoéé dziesiatek jest niewatpliwa.

Wreszcie: sformulowanie cechy podzielnoéci poczatkowo nie-
zgrabnym dziecigcym jezykiem, nastgpnie poprawne.

Trudniej poszlo z nastepnym punktem pracy, z cecha podziel-
noéci przez 4 i przez 25. Trudnoéé wynikala przedewszystkiem
g faktu, ze wobec braku monet 4-zlotowych i 25-zlotowych niemozna
bylo oprzeé si¢ w dalszym ciaggu na rozmianie pienig¢dzy; zawodzil
wiec najbardziej naturalny punkt wyjécia. Trzeba bylo zatem badz
nawigzywaé do innych, do§é sztucznych faktéw ,z zycia“, badz tez
rozwigzaé to zagadnienie czysto teoretycznie. Wybraliémy to ostat-
nie; bowiem opracowanie zagadnienia dla liczb 2 i 5 dawalo nam
rekojmie, ze proba sie powiedzie.

Istotnie, nietylko si¢ powiodla, lecz nieoczekiwanie rozszerzyla
si¢ obok liczb 4 i 25 na liczby 20 i 50.

Nauczyciel opar! si¢ znowu na prawie (trzeciem), ze podzel*
noéé przez dang liczbe pociaga za soba podzielnoéé przez wezystkie
jej czynniki. A wiec jeili mozemy rozlozyé liczbe na setki, to mo-
zemy rozlozyé ja i na czwérki, bo liczba 100 sklada sie¢ z czwoérek,
a dalej na 20, na 25, na 50.

Ustaliwszy ten fakt, rozwiazywal z dzieémi przyklady liczbowe:
czy 200 da si¢ rozlozyé na pieédziesiatki? A 250? Dlaczego?
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Czy 300 da si¢ rozlozyé na 20? A 380? Dlaczego? A dalej: roz-
16z liczbe 450 na setki i na reszte. Co powiesz zatem o liczbie 450?
Czy dzieli si¢ ona przez 50, przez 257 Czy dzieli si¢ przez 4, przez
20? Dlaczego nie dzieli si¢ przez te liczby?

Znowu, jak poprzednio, na dlugo przed sformulowaniem pra-
widla dzieci badaly ,,na oko®, przez jakie czynniki liczby 100 dana
liczba sie dzieli, nastepnie dopiero objaéniajac swoje spostrzezenia
rozktadem na setki i na reszte. Odwrotnie, budowaly z setek i z od-
powiedniej liczby dwucyfrowej takie liczby, ktéreby sie¢ daly po-
dzieli¢ przez 4, 25, 20, 50. W koncu sformulowaly wniosek — ce-
che podzielnoéci.

Drugi etap pracy, podzielnoéé przez 9 i przez 3, poprzedzony
zostal szeregiem ¢wiczen i zadan, majacych na celu wdrozenie
dzieci do badania sumy reszt (a wigc zastosowanie twierdzenia
drugiego).

Np.: ,,Dzieci z 3 klas: IV, V i VI poszly na wycieczke. Wyszedl-
szy za miasto na szose, chcialy sie ustawi¢ czwérkami bez podziatu
na klasy. Czy da si¢ to uskutecznié, jesli z kl. IV poszlo 49 ucz-
niéw, z kl. V. — 47, a z VI — 48? Odpowiedzieé¢ na to pytanie, nie
liczae, ilu jest wszystkich uczniéw. Pytania naprowadzajace: Jesli
kl. IV utworzy czwérki, ilu chlopcéow zostanie ,luzem?* Tlu zo-
stanie z kl. V, z kl. VI? Czy z tych pozostalych dadza si¢ ustawié
czworki?

Albo: ,,Spéldzielnia utargowala w ciagu 3 dni: pierwszego dnia
273 z1, drugiego 389 zl, trzeciego 348 zl. Trzeba te pieniadze zlo-
zyé w P. K. O., ale kasa P. K. O. niech¢tnie przyjmuje t. zw. bilon.
Czy mozna cala kwote wyplaci¢ banknotami 20-zlotowemi? 50-zlo-
towemi? Odpowiedzieé, nie sumujac utargéw dziennych.

Z podobnych zadan i z szeregu przykladéw liczbowych w ro-
dzaju nastepujacych: nie sumujac skltadnikéw okreslié reszte z po-
dzialu: (232 4 314 + 123) : 8 dzieci przyswoily sobie rzecz
wazna: metode badania podzielnoéci sumy za pomoca badania
sumy reszt.

Wtedy dopiero przystapilismy do opracowania cechy podziel-
nosci przez 9 i przez 3.

Dlaczego zacze¢liémy te prace od liczby 9, a nie od liczby 3?

Dlatego, ze reszty z podzialu tysiecy, setek, dziesiatek, jednoéci

3*
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przez 9 istotnie odpowiadaja cyfrom, wchodzacym w sklad danej
liczby, podczas gdy z liczba 3 niezawsze tak bywa.

Np.: -Gdy dzielimy 700 przez 9, otrzymujemy reszte 7; natomiast
gdy te samg liczbe 700 podzielimy przez 3, otrzymujemy reszte 1,
a nie 7, i nie mamy prawa bez zastrzezenn i oméwien szczegétow-
szych stosowaé tej samej, co i dla liczby 9, cechy podzielnoéci.

W ciggu 2 lat kolejnych cecha podzielnoéci przez 9 opracowana
byla przez dwu réiznych nauczycieli. Kazdy z nich ujal zagadnie-
nie inaczej.

Pierwsze opracowanie (w kl. V) oparte bylo écifle na przykla-
dach sumowania reszt, zacytowanych powyzej.

A wigc najpierw dzieci rozwigzywaly przyklady i zadania typu
nastepujacego:

Obliczyé, bez sumowania skladnikéw, ile zostanie reszty z po-
dzialu:

(65 + 34 + 28) : 9.

Dzieci rozwigzywaly takie przyklady ustnie, méwigc: z liczby
65 po podzieleniu przez 9 pozostanie reszta 2, z 34 — reszta 7,
z 28 — reszta 1, a wiec razem pozostanie 10. Gdy te reszte po-
dzielimy jeszcze przez 9, pozostanie reszta 1.

Drugim etapem byly przyklady w rodzaju ponizszego:

Ile reszty pozostanie z podzialu:

(500 4 80 + 5) : 9.

Tu nauczyciel podsunal dzieciom mysl, aby dla ulatwienia so-
bie obliczenn zbadaly wpierw reszte z kazdej dziesiatki, z kazdej
setki i t. d. To doprowadzilo bardzo latwo do stwierdzenia, ze
w kazdej liczbie reszty z podzialu przez 9 daja si¢ odrazu odeczy-
taé z cyfr tej liczby, a stad wynikla bezpoérednio Zadana cecha
podzielnoéci.

Z liczba 3 bylo nieco wiecej klopotu; jesli bowiem cyfry w da-
nej liczbie byly wieksze od tréjki, dzieci nie widzialy powodu, aby
braé pod uwage takie duze reszty. ,,Przecie gdy dzielimy przez 3,
to reszta moze byé najwyzej 2.

Trzeba bylo dodatkowo wyjaéniaé, ze dzielac np. 500 : 3 wygod-
niej braé pod uwage tyle jednoici reszty, ile jest setek, bo woéwczas
latwo zastosowaé znana juz poprzednio ceche podzielnoéci, t¢ sama
co dla liczby 9.
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W nastepnym roku wypadlo nam opracowywaé ten sam temat
w kl. VI, zapéinionej pod wzgledem przerobionego materjatu.

Nauczyciel tym razem oparl sie na szeregach liczb i poréwnywa-
niu reszt z kazdego szeregu. Najpierw zatem polecil dzieciom wy-
pisa¢ na tablicy kolejno liczby: 10, 20, 30... az do 90, a pod niemi
reszty z podzialu przez 9.

Nastgpnie nad liczbami pierwszego szeregu polecil wyno-
towaé drugi szereg: 100, 200... az do 900; jeszcze wyzej trzeci:
1000, 2000. .. az do 9000.

Dzieci szybko spostrzegly, Ze reszta z podzialu przez 9 liczb 10,
100, 1000 jest weigz ta sama i réowna jednoéci; reszta z podzialu
przez 9 liczb 20, 200, 2000 — znéw ta sama, réwna liczbie 2, i t. d.

Cwiczenia ustne w rodzaju: powiedz odrazu reszte z podzialu
przez 9: liczb 50, 500, 5000; reszte¢ z podzialu przez 9 liczb: 80,
800, 8000 — poszly gladko, a stad juz wyniklo bezposrednio sfor-
mulowanie cechy podzielnoéci. Dodaé nalezy, ze zaréwno tutaj jak
i w eksperymencie z roku poprzedniego nauczyciele uzywali stale
wyrazenia ,,suma reszt“, unikajac, mojem zdaniem calkiem stusznie,
stereotypowego i bardzo niescistego zwrotu ,,suma cyfr.

Tak wiec, odcinek programu, uwazany za specjalnie niewdzie-
czny, dal sie opracowaé w nieco zywszy sposob, jakkolwiek ,nawia-
zanie do zycia*“ odegralo tu role stosunkowo znacznie slabsza, ni-
zeli t. zw. przyklady ,,oderwane®.

N



5. Ulamki zwykle.

A. Wprowadzenie pojecia ulamka.

W programach szkoly powszechnej z przed r. 1930 pierwsze po-
jecie utamka wchodzilo do materjalu kl I.

Program z r. 1930 przewidywal ten sam odcinek pracy w kl. II.

Programy ostatnie méwig o pierwszem pojeciu ulamka dopiero
w klasie IV.

Jak widzimy, poczatki nauki o ulamku przesuwaja si¢ stop-
niowo do klas coraz wyiszych. To dowodzi, ze praktyka szkolna
ujawnila duze trudnoéci, zawarte w realizacji tego skromnie brzmia-
cego odcinka pracy i ze tworcy programéw uzmali za stluszne liczyé
si¢ z wnioskami, wysnutemi z doswiadczen.

Na Wyzszym Kursie méwiliémy o tem sporo, starajac si¢ zana-
lizowaé i zdefinjowaé trudnoéci, zwigzane z nauczaniem ulamkoéw.
Niestety jednak, malo doéwiadczen zdolaliSmy przeprowadzié nad
owem pierwszem stadjum nauki o ulamku, wobec czego wnioski
nasze, nie poparte praktyka, maja jedynie wartoié tematéw do dy-
skusji dla szerszych kél nauczycielskich.

Raz tylko jeden prowadziliémy nauke ulamkéw od samego po-
czatku i to nie w kl. IV lecz w V. Dzieci wprawdzie utrzymywaly
z niezachwiang pewnoscia, ze wszystko bylo dla nich nowe; nie zdo-
laliSmy jednak sprawdzié, czy istotnie ten odcinek pracy zostal
z jakiché szczegélnych przyczyn pominiety, czy tez zostal przero-
biony w roku poprzednim i doszczetnie zapomniany.

Te kilka poczatkowych lekcyj poszto sprawnie. W szczegéInoéci
ciekawe byly dwie pierwsze lekcje, ze wzgledu na sciSle zachowany
miedzy niemi zwigzek logiczny.

Na pierwszej lekeji dzieci wespél z nauczycielem dzelily, kra-
jaly, skladaly na czeéci mnéstwo konkretéw: sznurkéw, paskéw pa-
pieru, krazkéw i t. d., a stad wyprowadzaly pojecie czesci: polowy,
éwierci, czesci trzeciej i t. d., wraz z odpowiednim zapisem. Po-
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rzadek pracy kazdorazowo byl nastgpujacy: Nauczyciel polecal zlo-
zyé (rozcigé) pasek papieru np. na dwie réwne czeici; rozwazal
wraz z dzieémi, jak nazwaé jedna z dwéch otrzymanych czeéci,
w konicu — jak ja zapisaé. Czasem polecany byl podzial na nie-
réwne czeéci; dzieci dochodzily wéwezas do wniosku, ze zadna
z dwéch nieréwnych czeéci nie moze byé nazwana polowa. Taki sam
przebieg pracy zachowany by} przy dzieleniu na trzy, cztery i wie-
cej czesci.

Na drugiej lekcji z kolei dzieci wykonywaly robote odwrotna:
nauczyciel dawal polecenie: znalezé polowe, éwieré, trzecig czesé
danej caloéci, np. odcinka, prostokata, krazka, a nastepnie tuzina,
kopy, zlotego, godziny i t. d. Dzieci musialy zatem badz wykonywaé
odpowiednia czynnoéé techniczna: zloiyé, rozcigé i t. d., badZ tez
zapisaé odpowiednie dzialanie na liczbach.

Tym sposobem pojecie ulamka skojarzone zostalo nalezycie
z czynnoéciag dzielenia.

Dyskusja nad temi lekcjami potoczyla si¢ przedewszystkiem na-
okolo doboru konkretéw i grafiki ulamkéw. Zauwazono, ze w pew-
nych poszczegblnych wypadkach nadaja si¢ bardziej jedne érodki
pogladowe, w innych — inne. Tak np. krazek szczegélnie si¢ na-
daje jako ilustracja polowy i éwierci ze wzgledu na charakte-
rystyczny ksztalt potkola i éwiartki kola. Natomiast przy podziale
caloéci na trzy, pieé i wiecej czeéci, ze wzgledu na zwigzane z po-
dzialem kola trudnoéci techniczne, o wiele praktyczniejszym oka-
zuje si¢ prostokat, kwadrat, wreszcie odcinek okreslonej z gory
dtugoéci.

Z dalszych etapéw pracy ciekawie wypadlo wprowadzenie po-
jecia ulamka niewlaéciwego, ktére nauczyciel (zgodnie z podrecz-
nikiem, ktérym si¢ poslugiwal) opar! na tworzeniu szeregéw ulam-

kéw o wspdlnym mianowniku, np. % % % i t. d. az do przekro-

czenia caloéci. Pierwsze szeregi tworzone byly w zwiazku z okreslo-

5 & 3 = 1 .
nem zadaniem, np. odcinaniem kolejno po - metra, wydawaniem

1
PO = zlotego i t. d.; nastepne tworzyly dzieci juz teoretycznie.
Termin: ulamek wlasciwy i niewladciwy, podane zostaly dopiero
przy koncu lekcji, lacznie z zagadnieniem: po ezem poznaé, ktéry
ulamek jest wlaéciwy, a ktéry niewlasciwy.
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W dyskusji zarzucono prowadzacemu lekcje zbytnia teoretycz-
noéé w ujeciu zagadnienia, skape poslugiwanie si¢ rysunkiem i kon-
kretem. To doprowadzilo do dyskusji ogélniejszej: czy potrzebne
83 érodki pogladowe nawet wéwczas, gdy dzieci nie zdradzaja zad-
nych wahan w zrozumieniu danej sprawy, ani tez same nie szukaja
sposobéw uzmyslowienia? Czy érodki pogladowe nie staja si¢ cza-
sami zbednym balastem, krepujacym dzieci wéwezas, gdy pragna
same biec myéla predzej i dalej, niz to nauczyciel przewidywal?
Z drugiej strony, czy dzieci czasem nie ulegaja zludzeniu, ze sprawa
jest dla nich calkiem jasna, lub tez czy nie czepiaja si¢ jedynie for-
my, sposobu zapisu, bez glebszego opanowania treéci pojeciowej?

Na te pytania, oczywiscie, trudno bylo sformulowaé odpowiedz
niezawodng; jak wiele spraw, tak i powyzsza rozstrzygana byé musi
w kazdym poszczegélnym wypadku Przez samego nauczyciela
W oparciu o znajomosé uczniéw, oraz o obserwacje psychologiczne
i wlasne doéwiadczenie. Niemniej dyskusja powyzsza miala te war-
todé, ze sklonila do bardziej krytycznego rzutu oka na érodki po-
gladowe, uzywane przy nauce ulamkéw.

Niewatpliwie, zar6wno w doborze érodkéw jak i w sposobie po-
slugiwania si¢ niemi, bywa duzo przesady. Niejednokrotnie nauczy-
ciel podczas pierwszych lekeyj w zakresie utamkow sili sie¢ na przy-
gotowywanie frodkéw pogladowych sztucznych, zbyt zlozonych,
niepotrzebnie barwnych, podczas gdy ten sam efekt osiaggnaéby mo-
ina przez calkiem prosty rysunek wykonany na poczekaniu reka
dziecka w zeszycie, a reka nauczyciela kreda na tablicy. Niejedno-
krotnie dziecko odrzuca pomoce naukowe, lub sklonione do po-
slugiwania si¢ niemi, czyni to niedbale, z lekcewazeniem, z gory
przeéwiadczone o wyniku jaki otrzyma.

Z drugiej strony w kursie ulamkéw sa pewne odcinki pracy,

w ktérych jedynie jak najdluzsze i jak najczestsze poslugiwanie
sie pogladem gwarantuje nalezyte zrozumienie sprawy. Do takich
zagadnien nalezy, miedzy innemi poréwnywanie ulamkéw, za-
miana jednych ulamkéw na inne réwnowartoéciowe, czyli t. zw. po-
‘pularnie ,zmiana postaci ulamka®, sprowadzanie do wspélnego
mianownika i t. d.

Z tematéw powyzszych najwiecej czasu poéwiecilismy dyskusji
nad grafika ulamkéw przy nauce t. zw. ,,zmiany postaci utamka®.
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B. Ulamki réwne i ich przeksztalcanie.

Lekcja, ktéra opisuje, nie byla bynajmniej specjalnie pomy-
slowa w sprawie grafiki ulamkéw, dala jednak powéd do ozywio-
nej na ten temat dyskusji.

Nauczyciel mial w kl. V powtérzyé z materjalu kl. IV poréw-
nywanie ulamkéw z mianownikami 2, 4, 8, oraz 3, 6, 9 i rozszerzyé
to zagadnienie na wszelkie inne ulamki.

Zabral si¢ do tego w sposdb wlaéciwy, chociaz doéé stereoty-
powy. Oto przypial na tablicy kilka jednakowych prostokatéw i po-
lecit jeden z nich podzielié¢ kreska na 2 réwne czeéci, drugi na 4,
trzeci na 8 réwnych czesci. Dzieci uczynily to, mierzac boki pro-
stokatéw i wedlug poczynionych znakéw czarnemi kreskami na
bialem tle wyznaczajac zadany podzial.

Woéwezas nauczyciel polecit im na kazdym z tych prostokatéw
zacieniowaé polowe otrzymanych czesci.

Wskazéwka byla doéé niejasna i troche dla dalszego ciggu lek-
cji niebezpieczna, bo dzieci mogly w kazdym z podzielonych pro-
stokatéw zacieniowaé polowe otrzymanych malych prostokacikéw,
nie troszczac si¢ o ogdlny ksztalt figury zacieniowanej, co niewatpli-
wie utrudniloby poréwnywanie. Na szczeécie dzieci na taki po-
mys! nie wpadldy, lecz idac droga najmniejszego oporu, zacienio-
waly czeéei trzech prostokatéw jak ponizej (Rys. 1),

_

MAN

_

Rys. 1

skad juz bez trudu wyciagnely wniosek, ze:
1 2 4

2 4 8

W podobny sposéb wykonano jeszcze dwa doéwiadczenia, pro-
wadzace do wnioskéw:



42

1 3 1 2 3
F=goraz g=¢=75

Tyle zawierala czes¢é powtérzeniowa, oparta calkowicie na
grafice.

Natomiast w czeéci lekeji, majacej na celu wprowadzenie mate-
rjalu nowego, nauczyciel oparl si¢ wylacznie na teoretycznem pra-
widle zwigkszania, wzglednie zmniejszania licznika i mianownika
jednakowg liczbe razy, wytlumaczywszy te czynnoéé doéé pobieznie,
jako rozmiane na drobniejsze czeéci.

Oczywiscie dzieci pochwycily prawidlo w lot i zastosowaly bez
bledu. Rozmienialy bez trudu polowe na szesnaste, trzydzieste dru-
gie i (z wlasnej inicjatywy) szeéédziesiagte czwarte czeéci, bez wa-

hania podawaly cale szeregi ulamkéw réwnych ulamkom -;—, —;—

itd., a potem ulamkom %,% itd. Pozornie zatem cel zostal osiag-
niety; upraszczanie ulamkoéw i sprowadzanie do wsp6lnego mianow-
‘nika w oparciu o powyzsze prawidlo réwniez nie nasunely trud-
noéci.

Czy jednak szybko opanowanej technice towarzyszylo réwnie
jasne przyswojenie treici pojeciowej?

To wlaénie zagadnienie wyplynelo w dyskusji, jako jeden z za-
rzutéw przeciwko czysto formalnemu przebiegowi lekeji.

Prowadzacy lekeje uznawal slusznoéé zarzutéw, stwierdzajac, ze
jedynie cheé wyczerpania tematu i plynacy stad poépiech byl przy-
czyna poniechania grafiki.

Wywigzala sie dyskusja na temat owej grafiki. Nasunelo si¢
w pierwszym rzedzie pytanie, czy ilustracje poszczegélnych faktéw
z dziedziny t.zw. ,,zmiany postaci ulamka“ powinny byé przepro-
wadzane weciaz na jednej i tej samej figurze, czy tez na coraz to
innych figurach? A dalej: jak dlugo grafike owa stosowaé? Kiedy
jej zaniechaé?

Z réinych, odzywajagcych sie w tej sprawie glosow wyplynely
wnioski nastepujace:

Po pierwsze, figury geometryczne, sluigce do uzmyslowienia
wartoéci ulamkéw, powinny byé latwe do kreslenia i do podzialu.
Poniewaz dzieci maja przewaznie zeszyty rachunkowe kratkowane,
wiec sila rzeczy, jako podstawowa forma przy nauce utamkéw, na-
suwa si¢ prostokat, przyczem dlugoéé bokéw (liczbe kratek) nalezy
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kazdorazowo obraé tak, aby podzial nie przedstawial nadmiernych
trudnoéci i nie zabieral zbyt wiele czasu. Oczywiicie, figury kre-
glone lub przypinane na tablicy musza (w nalezytej skali) odpo-
wiadaé tym, ktére dzieci krefla w zeszytach.

Powtére: kaidy stwierdzony na rysunku fakt réwnoéci ulamkéw
musi byé porzadnie zapisany zaréwno na tablicy jak w zeszytach.
Pod koniec lekcji szereg zapiséw przedstawiaé musi latwe do ogar-

nigcia wzrokiem zestawienie, np.:

ol = | ro| -
Sl vlw wlo

it.d.

Powyzsza tabelka zostaje przez dzieci przeczytana bez komenta-
rzy ze strony nauczyciela, a w kazdym razie bez podawania pra-
widla o zmianie licznikéw 1 mianownikéw. Conajwyzej nauczyciel
poleca dzieciom, aby si¢ przyjrzaly tabelce i na nastepnej lekcji
powiedzialy, co zauwazyly. Jeéli ten i 6w sprytny malec odrazu wy-
skoczy z odkryciem, tem lepiej; bedzie na czem oprzeé si¢ w dal-
szej pracy.

Po trzecie, metoda powyzsza musi byé systematycznie stosowana
w ciggu paru kolejnych lekcyj ze stopniowaniem trudnoéci; —
a wigc po zamianie ulamkéw jednostkowych nastgpuje zamiana

. e . 3 5 . . 9
ulamkéw trudniejszych, jak . itd., zawsze jednak w oparciu

o rysunek.

Tu przytoczyé musze pare wlasnych spostrzezen, zwiazanych
z pracag na ten sam temat. Prowadzac osobiscie z dzieémi pare
lekeyj nastepnych po opisanej powyzej, staralam si¢ wyciggaé
z dzieci wyjaénienia, skad np. wiedza, ze - = ;—g 2

Po wigkszej czeéci otrzymalam odpowiedzi niewystarczajace, be-
dace jedynie powtérzeniem zbyt poépiesznie podanego prawidla.

A wiec % i % 83 réwne ,,bo i licznik i mianownik powigkszylismy
16 razy“.

Jednak byly wéréd dzieci takie, ktére nie zadowolily si¢ prawi-

" . g ; 0z .e 32 g E
dlem; jedno z nich powiedzialo mi: caloéé to jest 33, Wwiec pol
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calodci musi byé % Ta odpowiedz calkowicie samorzutna i bar-
dzo rozsadna poddaje myél, ze nawet bez pomocy grafiki nie mu-
simy koniecznie powolywaé si¢ odrazu na zmiane licznika i mia-
nownika, a raczej oprzeé si¢ na pojeciu caloéci, rozmienionej na
drobniejsze czastki.

Przebieg pracy bylby woéwezas np. nastepujacy: Caloéé wynosi
15 pietnastych czeéci; jedna trzecia caloéci wyniesie zatem 5 piet-
nastych (dzialanie 15 : 3 dziecko wykonywa pamieciowo i bez za-

pisu) ; wreszcie % wyniesie 2 razy po S5 pietnastych, czyli i—g
10

Zapis ostateczny: % =1c

W zwiazku z tem nadawalyby sie takie np. troche lamigléwkowe
éwiczenia: Ile osiemnastych czeéci ,,idzie“ na % caloéci? przyczem
zapis zagadnienia bylby nastepujacy: %= T%

(Patrz: Wéjtowicz. ,,Arytmetyka i geometrja dla V kL szk.
powsz.“, str. 145).

Oczywiécie ostatni etap pracy polegaé musi na sformulowaniu
prawidla, przyczem pozadanem jest, aby zostalo to wykonane, o ile
moznoéci, samodzielnie przez dzieci.

Po wprowadzeniu prawidla upraszczanie (skracanie) utamkéw,
oraz t. zw. rozszerzanie ulamkéw stopniowo mechanizuja sie. Me-
chanizacja ta, o ile opiera si¢ na dobrem zrozumieniu odnoénych
czynnoéci, a wiec o ile nie jest przedwczesna, szkody dzieciom nie
przynosi; przeciwnie, oszczedzajac czasu, przyczynia si¢ wydatnie
do sprawnego wykonywania dalszych dzialann: dodawania i odejmo-
wania ulamkéw z réznemi mianownikami i zwigzanego z tem spro-
wadzania do wspélnego mianownika.

C. Sprowadzanie ulamkéw zwyklych do wspélnego mianownika.

Lekeyj na temat dodawania i odejmowania ulamkéw z réznemi
mianownikami w zwigzku ze sprowadzaniem do wspélnego mia-
nownika bylo na P. W. K. N. kilka i bardzo réznych co do warto-
éci 1 pomystowoéci.

Zanim jednak oméwie kolejno trzy rézne pomysly, zaczaé musze
od zanotowania drobnego faktu, ktéry na jednej z lekcyj ogromnie
nauczycielowi dopomégl.
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Dzieci w kl. V dodawaly i odejmowaly ulamki z jednakowemi
mianownikami, ukladajac same odpowiednie zadania i przyklady,
przyczem jeden z uczniéw mial polecone ,zadaé* odpowiedni
przyklad na tablicy, a inni zglaszali si¢ na ochotnika jako wyko-
nawcy. Jeden z malcéw (nie wiem, czy omylkowo, czy przez nie-

0 . 1 1
winna przekore), napisal: T+3 =

Wsréd dzieci powstalo zamieszanie: ,,On si¢ pomylil; takich

"‘

ulamkéw niemozna dodaé

Byli jednak tacy (nieliczni zreszta), ktérzy pamietali coé niecoé
1

. 3 , 1
z zeszlego roku: przecie mozna dodaé & + —

3 o wiec ,,chyba® i to

da si¢ wykonaé.

Byli inni, najbardziej przedsi¢biorczy, choé¢ nie najbardziej my-
glacy, ktorzy ,,wykonali“ przyklad, dodajac osobno liczniki, osobno
43
i

Tu juz oczywiscie zainterwenjowal nauczyciel, kreélac na ta-
blicy trzy réwne odcinki i odwzorowujac na nich (dla poépiechu

wlasnorecznie, nie odwolujac si¢ do pomocy uczniéw) trzy ulamki:
1

& el
mianowniki: T + 5 =

%. Blad stal si¢ odrazu widoczny, bo

okazalo si¢ ,,na oko“ daleko wiecej, niz % Jeszcze lepiej

1

3+ 3 oraz rzekoma sume:
1 1
I ¢
mozna bylo przekonaé dzieci o tym bledzie, polecajac im np. obli-

czyé w cm %’ —;— oraz % odcinka dlugoéci 84 cm.

Rada w rade, dzieci wraz z nauczycielem zaczely zastanawiaé
si¢ nad dwiema sprawami. Po pierwsze, czy zdarza si¢ w zyciu takie
dodawanie?

Odpowiedz dzieci by}a natychmiastowa: oczywiicie, moze si¢

zdarzyé; np. ,ktoé przejdzie % km, a potem % km, i chce poli-
czyé, ile razem przeszedl®.

Powtére, skoro zdarza si¢ dodawaé (a wiec i odejmowaé) ulamki
z réznemi mianownikami, to jak to zrobié?

Tu nauczyc1el siggnag! do wspomnien zeszlorocznych Gdyscie

dodawali — 2 + -, to zamiast i plsahscle , itd. Nasunela si¢ ko-

4 k4
niecznoéé powtodrzenia dodawama ulamkow z kursu kl. IV, czemu
poéwieciliémy osobna godzine. W rezultacie dzieci doszly do cennego

wniosku: ulamkéw z réznemi mianownikami dodawaé ani ‘odejmo-
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waé niepodobna; trzebasi¢ staraéoto, aby wszystkie
utlamki mialy ten sam mianownik.

Tym sposobem, dzi¢ki drobnemu incydentowi, dzieci zostaly do-
prowadzone do jasnego sformulowania sobie zagadnienia, ktére
przed niemi stanelo.

Oczywiscie, niezawsze zlozy sie tak szczesliwie, ze 6w chwyt me-
todyczny wywolany zostanie przez dzieci same; czeSciej musi go
wywolaé nauczyciel. Ale fakt ten doprowadzil do wainego wniosku
metodycznego, ktory tez w dyskusji na P. W. K. N. wyraznie zostal
sformulowany:

Sprowadzanie do wspdlnego mianownika nie moze poprze-
dzaé dodawania i odejmowania ulamkéw, lecz wlaénie powinno
wynikaé z watpliwoéci, nasuwajacych si¢ dzieciom przy doda-
waniu i odejmowaniu ulamkéw z ré6znemi mianownikami. Najpierw

zatem zagadnienie: m usimy obliczyé sume np. % kg i % kg pew-

nego towaru, a potem dopiero: jak to uczynié, skoro czesci czwarte
i piate sa réznej wielkoéci, wigec dodawaé ich nie mozemy.

Przy takim toku pracy sprowadzanie do wspélnego mianownika
staje si¢ (zgodnie ze swa rola w arytmetyce) czynnoécia p om o c-
nicza do dzialania arytmetycznego, a nie samem dzialaniem. Ze
obieramy az nazbyt czesto droge odwrotna, niewlasciwa, swiadcza
o tem bledy popelniane przez dzieci, gdy zapytane o dzialanie, ja-
kie nalezy wykonaé w danem zadaniu, odpowiadaja: trzeba spro-
wadzi¢ do wspdlnego mianownika.

Przystepujac nastepnie do opracowania powyzZszego tematu,
ustaliliémy w dyskusji druga jeszcze zasade natury tym razem ra-
czej praktycznej niz dydaktycznej:

Zakres liczbowy mianownikéw, dla ktérych dzieci maja szukaé
wspélnej wielokrotnej, musi byé bardzo ograniczony. Wniosek ten
latwo umotywowaé popierwsze duzemi trudnoéciami i strata czasu,
zwigzang z czynnoéciami pomocniczemi (rozklad na czynniki, budo-
wanie wspélnej, choéby niekoniecznie ,,najmniejszej* wielokrotnej,
odpowiednie dzialania z licznikami itd.), powtére bardzo niklem
zastosowaniem praktycznem ulamkéw zwyklych o duzych mianow-
nikach. Program nie daje w tym wzgledzie &cislych wskazéwek,
ograniczajac si¢ do uwagi, aby w dodawaniu i odejmowaniu ulam-
kéw dobieraé¢ mianowniki takie, ktére latwo si¢ rozkladaja na czyn-
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niki pierwsze. Istotnie, trudno blizej sprecyzowaé te¢ sprawe; nau-
czyciel w kazdym poszczegélnym wypadku sam zadecyduje, czy
sprowadzanie ulamkéw do wspélnego mianownika jest warte trudu,
czy tez lepiej poczekaé, az uczen nauczy si¢ zastepowaé ulamki
zwykle ulamkami dziesi¢tnemi z odpowiedniem przyblizeniem.

“  Pierwsza lekeje na powyzszy temat w kl. V opracowal jeden ze
gluchaczy W. K. N. bez p orozumienia si¢ ze mna badz ze stuchaczami
Kursu. Szfo mu mianowicie o zademonstrowanie pewnych pomocy
szkolnych. Byly to kwadraty, wzglednie prostokaty z przeswiecaja-
cego papieru; zdaniem wielu jego kolegéw jeszcze lepsze bylyby
szklane, barwne.

Nauczyciel stawial pytanie: na jakie czeéci trzeba rozmienié np.
czeéci drugie 1 czeSei trzecie, aby mée je dodaé? Dla rozstrzygnie-
cia pytania demonstrowal dzieciom dwa kwadraty réwnej wielko-
gci, jeden podzielony na polowy, drugi na trzecie czeéci, i polecal
nalozyé jeden na drugi pod éwiatlo, tak, aby widoczne byly obie
siatki podzialu. Wéwczas na powierzchni kwadratu zarysowywala
sie¢ nowa siatka, dzielaca kwadrat na czeéci széste (rys. 2).

Rys. 2

Podobnie, przez nakladanie dwéch kwadratéw podzielonych na
czefci trzecie i czwarte, otrzymywalo si¢ siatke dzielaca kwadrat na
czeSci dwunaste (rys. 3). Siatka czeSci czwartych w polaczeniu
z siatka czeSei pigtych dawala siatke czeéci dwudziestych itd.

Dzieci szybko uchwycily pomysl i wnet same zaczely konstruo-
waé i ogladaé pod éwiatlo rézne siatki, ,,odczytujac® z nich odrazu
odpowiednie wnioski, np.: ,Dodajac czesci trzecie do piatych, roz-
mieniamy je na pigtnaste” itd.

Zdarzaly si¢ jednak nieoczekiwane bledy. Jakié mato pomy-
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Rys. 3

slowy malec nakryl siatke ,,poléwek® siatka ,,éwiartek”“ jak na

3 . : il 1 h
rys. 4 1 wywnioskowal stad, ze aby dodaé & do < trze ba je roz
mieni¢ na czeéci Gsme.

Rys. 4

Nie popelnilby bledu, gdyby zamiast wyrazu ,trzeba* uzyl wy-
razu ,,mozna‘“. Niemniej nauczyciel zmuszony byl wniosek zdyskwa-
lifikowaé, co poderwalo wiare dzieci w niezawodna skutecznosé
metody.

Nieraz tez dzieci rysowaly siatki w taki sposob, ze nie mogly,
nakladajac jedne na druga, otrzymaé siatki, krajacej caly kwadrat
naczeéciréwne, np. (rys. 5).

Rys. s
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W dyskusji nad lekcja bledy dzieci dostarczyly eluchaczom
W. K. N. niezbitych zarzutéw przeciwko powyzszemu pomystowi.
W szczegélnoéci wysunely si¢ objekcje: po pierwsze, metoda po-
wyzsza nie jest powszechna; zawodzi w wypadkach innego naloze-
nia lub innej konstrukeji siatek; dalej, w wypadkach mianowni-
kéw zawierajacych wspélne czynniki, np. czeéci czwarte i czesci
széste, doprowadzié moze (choé nie musi)' do wykryecia mianownika
zbyt wielkiego (rys. 6 a) zamiast najmniejszego (rys. 6 b); jest
zatem niepraktyczna.

Rys. 6a

Rys. 6b

Wreszcie metoda owa pozwala wprawdzie dzieciom odnajdywaé
wsep6lne mianowniki ,,od wypadku do wypadku®, lecz nie nasuwa
zadnych ogélnych wniogkéw, nie doprowadza do syntezy. Moze wigc
sluzyé, jako pomoc poczatkowa na pierwszych lekcjach poéwigco-
nych danemu tematowi, lub tez dorywczo, jako ilustracja w po-
szczeg6lnym wypadku.

W roku nastepnym inny nauczyciel opracowal réwniez w kla-
sie V lekcje na ten sam temat, lecz zabral si¢ do niej calkiem
inaczej. Nakreglil mianowicie na tablicy az 12 réwnych odcinkéw,

Z doswiadczenn metodyki rachunkéw 4
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dlugoéci, o ile pamietam, 60 cm. Dzieci nakreélily to samo w ze-
szytach w odpowiedniej skali. Pierwszy odcinek, niepodzielony,
ilustrowal caloéé; drugi zostal podzielony na 2 réwne czeéci, trzeci
na 3, itd., az do ostatniego pokrajanego na 12 réwnych czeéci. To
samo uczynily dzieci w swoich zeszytach.

Nastepnie, przesuwajac linjal prostopadle do odcinkéw, pole-
cal dzieciom odczytywaé, ile czesci czwartyeh, szdstych, 6smych,

o O s 1 Mo : - -
dziesigtych, dwunastych ,idzie” na - ? Ile czeéci szésiych, dziewia-

« 7. 1 4
tych, dwunastych ,,idzie“ na T ? itd.

Dzieci, obserwujac polozenie linjalu, predko zorjentowaly sie,
ze polowy nie dadza sie rozmienié ani na trzecie, ani na piate,
siodme, dziewigte czeéci, Ze trzecie czeéci nie rozmienig sie na
czwarte, ani na ésme, itd.

Ale i polowy, i trzecie czeéci rozmienia si¢ na széste; i polowy,
i piate czeéci rozmienia si¢ na dziesigte itd. Stad w umyséle dzieci
zaczelo zarysowywaé sie prawo, wynikle z poczynionych spostrze-
zen: wspélnym mianownikiem paru ulamkéw jest wspélna wielo-
krotnoéé ich mianownikéw. Oczywiécie, duzo jeszcze czasu prze-
szto, zanim dzieci pojely to jasno, jakkolwiek intuicyjnie dosyé
predko wpadaly na wlaéciwe odpowiedzi. '

W dyskusji stawiano zarzuty co do wykorzystania grafiki. Prze-
dewszystkiem: poco naraz az 12 odcinkéw, ktérych podzial nie-
jednokrotnie macil dzieciom w oczach? Np. trudno bylo odréznié
czeéci dwunaste od dziesiatych wobec malej réznicy w ich wielko-
éci. Nastepnie odcinki ilustrujace czeéci siédme i jedenaste byly
catkiem zbedne. Wreszcie czy nie byloby stuszniej ilustrowaé kazdy

poszczegélny wypadek z osobna? Majac np. dodaé 71'— i %, uczen

obrazowalby na 2 odcinkach odpowiednie ulamki, a potem zasta-
nawialby si¢ nad podzialem czeéci czwartych i széstych tak, aby
otrzymaé drobniejsze, ale réwne czastki. Nietrudno byloby mu zau-
wazyé, ze wystarczy w tym celu podzielié kazda czeéé jednego od-
cinka na 3 drobniejsze kawaleczki, a kazda czeéé drugiego na 2 ta-
kie same.

Zarzuty powyzsze nauczyciel odpiera}, zwracajac uwage na fakt,
ze graficzne przedstawianie dzialan ,,od wypadku do wypadku“ nie
sprzyja powstawaniu w umyéle dzieci wnioskéw ogdlniejszych.
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Trzecia lekcja, rowniez w kl. V, ale w innym roku szkolnym,
przygotowana zostala przez jedna ze sluchaczek W. K. N., i do
pewnego stopnia z moim udzialem. Nowoéé stanowi w niej to, ze
postanowilyémy sprébowaé, czy nie mozna w nauce sprowadzania
ulamkéw do wspdlnego mianownika obejsé si¢ bez pomocy ilustra-
cyj graficznych.

W ciagu lekeji, poprzedzajacej wlaéciwy temat, nauczycielka
przeprowadzila z dzieémi szereg éwiczenn nastepujacych: Na jakie
drobniejsze czeéci dadza si¢ rozmienié polowy, czesci trzecie, czwar-
te, piate itd. Dzieci odpowiadaly najpierw ustnie, potem zapisywaly
w kolejnych rzedach:

1 2 3 4 b
By g e w s s
i 2 3 4 3
s=§-9 -1 id

Cwiczenia szly calkiem gladko: dzieci znaly juz prawo niezmien-
nika ulamkowego i bez trudu je stosowaly.

Na nastepnej lekeji, majac przed soba w zeszytach i na tablicy
wynotowane powyzsze szeregi, dzieci odpowiadaly na pytania w ro-
dzaju: na jakie drobniejsze czeéci mozemy rozmienié i czeéci trze-
cie, i czeéci czwarte? Dzieci nie zadawalaly si¢ jedna odpowiedzia,
lecz méwily: czeéci trzecie i czeéci czwarte dadza si¢ rozmienié na
dwunaste, na dwudzieste-czwarte, na szeéédziesiate, itd., przyczem
trzeba bylo raczej ukrécaé ich pomyslowoéé, anizeli ja pobudzaé.
Stad byl juz tylko jeden krok do zastosowania tych odkryé w do-
dawaniu i odejmowaniu ulamkéw.

W dyskusji podniesiono dwa zarzuty. Pierwszy dotyczyl czysto
formalnego charakteru lekeji, bez oparcia o doéwiadczenie dzieci;
drugi — faktu, Ze nauczycielka pozostawila dzieciom zbyt wielka
swobode w wyborze wspdlnego mianownika, bez nacisku na na j-
mnie jszy wsp6lny mianownik.

W sprawie zarzutu zbytniego formalizmu, nauczycielka przy-
znala, ze bledem bylo powolywanie si¢ odrazu na wynotowane sze-
regi, bez zadnej ilustracji, sprawdzajacej wnioski dzieci i bez opar-
cia o tzw. ,zadania z treiciag“. Natomiast drugi zarzut energicznie
odparla, twierdzac nie bez racji, ze waznym jest tylko fakt znale-
zienia wspélnego mianownika, a niekoniecznie ,najmniejszego®.
Reszta jest raczej kwestja wprawy. Juz przytem i na tej pierwszej

&
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lekeji dzieci zaczynaly wzajemnie korygowaé swoja prace, np. do-
dajac % + %, moéwily: poco bierzesz az dwudzieste-czwarte czeéci?
Fatwiej wzigé dwunaste”. Bylo to tem cenniejsze, ze doprowadzalo
dzieci do wniosku: ostateczny wynik dzialania nie zalezy od do-
boru wspélnego mianownika.

Pozostawal jeszcze pokazny, ale, zdaniem calego Wyz. Kursu
(nie wylgeczajac i mnie), dosé zbedny trud poszukiwania wsp élnego
mianownika za pomoca rozkladu na czynniki. Ten odcinek pracy
nie byl specjalnie przez nas eksperymentowany, ani tez szczegé-
lowiej dyskutowany.

Tak samo niewiele dyskutowaliémy nad dodawaniem i odejmo-
waniem ulamkoéw. Przewaznie zreszta dyskusja obracala si¢ nie do-
okola pojecia i techniki odnoénych dzialan, lecz dookola doberu
zadan, pozwalajacych na ich zastosowanie i wyéwiczenie.




6. Wprowadzenie liczb dziesigtnych.

W metodyce ulamkéw dziesigtnych zatrzymywaliémy si¢ dluzej
tylko nad temi zagadnieniami, ktére badz nasuwaly réine mozli-
woéci, badZ tez byly trudniejsze do opracowania; pomijaliémy na-
tomiast odcinki pracy latwe i proste, nie wzbudzajace zadnych
watpliwoéci co do przebiegu lekeji. Dlatego tez mam do zanotowa-
nia az trzy lekcje dotyczace wprowadzenia ulamkéw dziesietnych,
a ani jednej dotyczacej ich dodawania i odejmowania.

Pierwsza lekcje kilka lat temu przeprowadzilam sama w kla-
sie czwarte]j (wedlug 6wczesnych programéw); dwie inne pro-
wadzili sluchacze W. K. N. wedlug nowych programéw, a wiec
w klasach piatej i széstej.

W lekeji swojej oparlam si¢ wylacznie na pojeciu ukladu dzie-
siatkowego. A wigc zaczelam od analizy kilkucyfrowych liczb cal-
kowitych, przyczem celowo bralam liczby, zlozone z jednako-
wych cyfr, jak 333, 4444 itd. Dzieci rozkladaly kazda z nich ustnie
na czeéei skladowe wedlug rzedéw, zaczynajac badz od najwyisze-
go, badz od najnizszego rzedu. Badaly nastepnie wartoéé cyfr w za-
leznoéei od miejsca, dochodzac do wniosku (nienowego dla nich
zreszta), ze np. ,trojka“ stojaca na trzeciem, najwyzszem miejscu
(z lewej strony) jest 10 razy wiecej warta, niz tréjka stojaca obok
po prawej stronie, a ta znéw jest 10 razy wiecej warta, niz tréjka
stojaca obok niej jeszcze bardziej na prawo itd. A wiec im bardziej
na prawo, tem mniejsza wartoé¢ maja jednostki poszczegélnych
rzedéw.

Przerobiwszy pewng liczbe takich éwiczen, dalam do rozwazenia
liczbe 1111. Dzieci z moja pomoca doszly do wniosku, ktéry po-
daj¢e w ich wlasnem sformulowaniu: najwiecej warta jest ,ta je-
dynka, ktora stoi na poczatku“ liczby, bo oznacza az tysiac, na-
stepna jedynka na prawo znaczy tylko sto, wigc juz 10 razy mniej,
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trzecia znaczy tylko 10, wiec jeszcze 10 razy mniej, a ostatnia znaczy
najmniej, bo tylko jeden.

Zapytalam wéwczas, ,,coby bylo“, gdyby przy tej .ostatniej*
dopisaé na prawo jeszcze jedna jedynke?

W pierwszej chwili dzieci orzekly, ze tego zrobié nie mozna, bo
»nie moze byé mniej niz jeden“. Ale wyglosiwszy to zdanie, spo-
strzegly odrazu swéj blad: ,,A prawda, moze byé pél, i éwieré, i je-
szcze mniej, wogdle ulamek®.

Woéwezas powolalam sie na spostrzezenie uprzednie i zapy-
talam: jaki to ulamek ma 10 razy mniejsza wartoéé od caloéeci?
Oczywiicie, odpowiedZ byla natychmiastowa: [, caloéci.

A wiec, jesli do liczby 1111 dopiszemy z prawej strony jeszcze
jedna ,,jedynke", to ile ona bedzie warta?

11—0“, ale prze-
cie % inaczej sie pisze. Przytem, gdy do liczby 1111 dopiszemy je-

Dzieci uznaly, ze wlaéciwie ,,powinna znaczyé

szcze jedna jedynke, ,to sie z tego zrobi“ 11 tysiecy sto jedenaécie.
Skad bedzie wiadomo, ze ta piata jedynka znaczy ulamek?

Uznajac stusznoéé tych zarzutéw (sformulowanych zreszta nie
odrazu i nie w tak jasnej formie), wprowadzilam po naradzie
z dzieémi umow ¢: Na prawo od jednoéci pisaé bedziemy czeéei
dziesiate, przyczem aby ich nie plataé z jednoéciami postawimy
po jednoéciach przecinek. A wigc liczbe 1111,1 przeczytamy: tysige
sto jedenascie caloéci i jedna dziesiata.

Sprawdziliémy jeszcze raz, czy wszystko jest w porzadku, czyli
moéwige jezykiem matematycznym (nie dla dzieci!), czy umowa nie
zawiera sprzecznoéci. Istotnie, nowa jedynka na prawo od jednoéci
miala, tak jak kazda z poprzednich, 10 razy mniejsza wartos¢ od
swej sasiadki z lewej strony, wobec czego dzieci przyjely umowe
bez sprzeciwu.

Zaraz jednak znalazlo sie paru spryciarzy, ktorzy domyslili si¢
rozszerzy¢ te umowe na dalsze rzedy: ,,A jezeli napiszemy jeszcze
sz6sta jedynke? A potem jeszcze jedng?“

Poprositam ich o cierpliwoéé i reszte lekceji posdwiecitam pisaniu
i czytaniu liczb dziesietnych z jednym tylko znakiem po
przecinku. Cwiczenia nie sprawily trudnoéci; zawahanie, cal-
kiem zreszta zrozumiale, nastapilo tylko raz jeden, gdy zazadalam,
aby dzieci napisaly jedna dziesigta, tylko jedng dziesiata, ,bee
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caloéci®. Musialam wéwczas rzucié tak zw. pytanie naprowadzajace:
ile caloéci mamy napisaé? ,,Wcale, nic, zero“ brzmialy odpowie-
dzi, i oto juz dzieci uchwycily zagadnienie, piszac i czytajac: ,,zero
caloéci, przecinek, i jedna dziesigta®.

Na nastepnej lekcji rozszerzyliémy nasza ,,umowe®, przyczem
dzieci prawie same doszly, jak i gdzie pisaé czeici setne i tysigczne.
Wystarczylo pare pytan w rodzaju: jaka czgstka caloéci jest 10

razy mniejsza od T od 1(1)—0 ?

Poniewaz lekcje te prowadzilam tylko wobec czeéci stuchaczy
W. K. N., wiec wobec ogélu musialam ja zreferowaé ustnie, stawia-
jac réwnoczeénie pewne punkty do dyskusji. A wiec: 1) Taki
przebieg pracy nie uwydatnia zwigzku miedzy ulamkiem zwyklym
i dziesietnym. Jak 6w zwiazek wprowadzi¢? Jak deprowadzié
dzieci do wniosku, ze ulamek dziesietny jest tylko ,,8zczegélnym
wypadkiem* ulamkéw znanych im poprzednio? 2) W ciggu mo-
jej lekeji nie poslugiwalam sie grafika, ani zadnemi innemi pomo-
cami. Czy i jakie érodki pogladowe tutaj si¢ nadaja?

Poniewaz zagadnienia te wystepowaly réwniez w dyskusjach
w latach pézniejszych, wiegc odkladam na razie te sprawe, przecho-
dzac z kolei do zreferowania dwéch dalszych lekeyj.

Pierwsza z nich poprowadzi} jeden ze sluchaczy W. K. N. w kl.
VI, postanowiwszy wyprébowaé pomys! podany w podreczniku dla
kl. VI ,Matematyka* A. M. Rusieckiego i A. Zarzeckiego.

Nie znajac jednak dostatecznie klasy, w ktorej lekcje prowa-
dzil, a raczej znajac ja ogélnie, jako klase o niskim poziomie,
nauczyciel musial czesto cofaé si¢ do kursu kl. V. Skutkiem tego
lekcja pozbawiona byla ciaggloéci.

Po krétkiem powtérzeniu ukladu metrycznego miar dlugoéci,
nauczyciel podyktowal dzieciom kilka liczb, ktére zapisaly w jed-
nym szeregu na tablicy: 3 dm, 23 c¢m, 317 mm. Polecil nastepnie
dzieciom pod kazda z tych liczb napisaé to samo w ulamku me-
tra, a wiec: im, Em, ﬂzm

10 100 1000

Po kilku podobnych wstepnych éwiczeniach nauczyciel zaczal
wraz z dzieémi rozwaza¢ mianowniki zapisanych ulamkéw, dopro-
wadzajac do wniosku, ze wszystkie mianowniki skladaja sie ..z je-
dynki z zerami“. Cofajac si¢ znowu do materjalu powtdrzeniowego,
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3 a8 5 2B K o AR 40
przypomnial dzieciom skracanie ulamkéw i polecit skrécié: oo,
200

Toog Przez skreflanie zer w liezniku i mianowniku.

Drugi etap lekcji stanowilo zrealizowanie pomyslu podanego

378
1000
leci} roztozyé ten ulamek na szereg innych, wedlug setek,
dziesiatek i jednoéci wchodzacych w eklad licznika. Dzieci
napisaly rozklad L ey, oA 10 2
1000 1000 1000 1000 ;

rzutnie i wbrew woli nauczyciela zaczely ,,od konca“. Po skréce-
niu i przepisaniu (za porada nauczyciela) w odwrotnym porzadku
378 3 1 8
1000 — 10 © 100 T 1000 °

Po kilku takich éwiczeniach nauczyciel przystapil do trzeciego
etapu: wprowadzenia zapisu liczb dziesietnych na podstawie ukla-

du pozycyjnego, co zostalo uskutecznione bez trudu przy pomocy

tabelki:

w podreczniku. Nauczyciel napisal na tablicy ulamek i po-

przyczem samo-

otrzymaly rozklad:

| a

7\7[7]7

t

7

W tym punkcie dzieci wyprzedzily nawet przewidywany tok lek-
cji, czytajac odrazu prawa czedé tabelki: 777 tysigczmych, podczas
gdy nauczyciel by} przygotowany na przeczytanie: 7 dziesiatych,
7 eetnych i 7 tysigcznych, co zreszta polecil uczynié dzieciom wraz
z odpowiedniem objaénieniem. Szlo mu bowiem stusznie o ogniwo,
wiazace zapis liczb dziesigtnych z rozkladem ich na szeregi ulam-
kéw, opracowanym uprzednio.

Calkiem inaczej opracowala ten temat w kl. V jedna ze slucha-
czek. Oparla si¢ ona wylacznie na ukladzie miar metrycznych. Roz-
dawszy dzieciom paski papieru z podzialka metrowa, polecala wska-
zywaé na tej miarce 1 dm, 2 dm, 3 dm itd, przyczem dzieci odrazu

moéwily i pisaly: 1 dm = % m, 2 dm = %, itd. To samo przero-

bione zostalo z centymetrami: 1 ecm = W%O m, 3 cm= % m.
Przerobiwszy pewna liczbe tych éwiczen, nauczycielka zestawila

szereg: metry — calodci; decymetry — czeéci dziesigte; centyme-

try — czeéei setne itd., i odrazu pok azala dziesigtny spoedb za-
pisywania. Nastgpily ¢éwiczenia w rodzaju: jak inaczej napisaé

2 m i 3 dm. Dzieci pisaly: 2 m i 3 dm=211U m=—2,3 m.
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Podobnie wprowadzila zapisywanie dziesigtych czeéci stopnia
na termometrze. Przedstawila dzieciom rysunek termometru (w bar-
dzo duzem powigkszeniu) i polecila odczytywaé na nim i zapisy-
waé rézne wskazywane przez nia temperatury, np 5,3°.

Na dalszy ciag zabraklo juz czasu; z wyjaénien wykonawczyni
podczas dyskusji wynikalo, ze plan przez nig opracowany opieral
ei¢ przedewszystkiem na praktycznem wdrozeniu dzieci w za-
pisywanie miar metrycznych, stopni temperatury, pieniedzy itd.
w sposéb dziesigtny.

Po kazdej z lekcji zreferowanyeh powyzej odbywala si¢ dy-
skusja z udzialem tej grupy stuchaczy W. K. N., ktéra na danej
lekcji byla obecna. Poniewaz jednak wszystkie te dyskusje mialy
duzo punktéw stycznych, zdaje sprawe ze wszystkich razem.

Dyskusje przewaznie dotyczyly punktu wyjécia, tembardziej, ze
na kazdej z trzech lekcyj (badz bezpoérednio znanych sluchaczom,
badz zreferowanych przeze mnie) zarysowal si¢ inny punkt wyj-
écia: a) nawigzanie bezpoérednie do ukladu pozycyjnego liczb cal-
kowitych, b) rozklad na szeregi ulamkéw o mianownikach dzie-
sietnych, c¢) podejécie czysto-praktyczne: wprowadzenie zapisu
dziesietnego znanych dzieciom miar i monet.

Zwolna zarysowal sie poglad, ze wszystkie te trzy punkty wyj-
gcia stanowig raczej 3 kolejne etapy nauki, przyczem najlatwiej-
szym a wigc pierwszym etapem w klasie V byloby praktyczne za-
znajomienie dzieci z zapisem dziesietnym miar, monet itd. Drugim
etapem, réwniez w kl. V, bedzie rozszerzenie ukladu pozycyjnego
na rzedy ulamkowe, przyczem zapis poznany uprzednio w drodze
praktycznej postluzy za materjal do rozwazan. Trzeci etap, juz
w kl. VI, noszacy w pewnej mierze charakter powtérzenia, sluzy
do poglebienia pojecia liczby dziesigtnej, oraz poréwnania i zesta-
wienia ulamkéw zwyklych i dziesietnych. Ten ostatni etap, roz-
klad na szeregi, daje si¢ bardzo latwo nawigzaé do nastepnego od-
cinka programu: t. zw. zamiany ulamkéw zwyklych na dziesietne,
czyli éciSlej méwigc, rozwinigeia ulamka zwyklego w szereg dzie-
sietny (skonczony lub nieskoriczony zaleznie od wypadku.)

W dyskusji czesto réwniez poruszano sprawe érodkéw poglado-
wych, grafiki ulamkéw itd. Zgadzano si¢ zreszta na to, ze owych
érodkow pogladowych wymaga przedewszystkiem etap pierwszy.




7. Mnozenie przez ulamek zwyczajny.

Przez pare lat z rzedu na P. W. K. N. lamaliémy sobie glowe
nad opracowaniem mnozenia przez ulamek.

Zaczelismy od tego, zeémy postarali si¢ zdaé sobie dokladnie
sprawe z trudnoéci, jakie nasuwa ten odcinek pracy. Wszysey zgod-
nie stwierdzaliémy, ze dzieci, doskonale rozumiejace i bez wahania
stosujace dzialania na liczbach calkowitych, zalamuja si¢ z chwila,
gdy na warsztacie znajdzie si¢ ulamek jako mnoznik; ze
nauczyciel w chwili wprowadzenia tego dzialania czesto traci grunt
pod nogami; ze wyniki nauczania w tym punkcie programu s3
przewaznie niewystarczajace. Dlaczego?

W szeregu dyskusyj doszlismy do sformulowania pewnych wnio-
skow: Przedewszystkiem dziecko przywyklo rozumieé¢ pod wyra-
zem ,,mnozenie“ takie dzialanie, ktére moze byé zastagpione przez

dodawanie, np.: 3X4=4+4+41lub 3+3+3+3.
Cé6z zatem znaczy mnozenie przez %, ktére oczywiscie nie da
si¢ transponowaé na dodawanie?

Powtére, mnozyé np. przez 3 zmaczy w umyéle dziecka ,p o-
wiekszyé 3 razy“, wzglednie ,wzigé 3 razy“, ,,powtérzyé 3 ra-

Saler 1 - J 5
zy“. Tymezasem mnozyé przez - to wcale nie znaczy ani ,,powigk-

ezy¢“, bo iloczyn jest w tym wypadku wlaénie mniejszy od mnoznej,
ani tez ,powtérzyé % raza“, bowiem wyrazenie ,,—%— raz a“ nie
ma sensu.

Wreszcie, w zastosowaniu do zycia praktycznego, jesli juz mmno-
zenie przez liczbe calkowita bylo w oczach dziecka tylko dogod-
nym skrétem, bez ktérego od biedy moznaby si¢ obejéé, to mnoze-
nie przez liczb¢ ulamkowa robi cze¢sto na niem wrazenie réwniez
tylko skrétu, i to skrétu niewygodnego. Poco mnozyé przesz

ulamek %’ jeéli daleko latwiej osobno podzielié przez 4, a osobno
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pomnozyé przez 3? Wystepuje tu w calej pelni owa ,niepotrzeb-
noéé* utamkéw zwyklych, o ktérej juz méwiliSmy parokrotnie.

Ostatecznie stwierdziliSmy: mnozenie przez ulamek jest to
w oczach dziecka dzialanie calkiem nowe, niemajace nic wspélnego
z dotychczasowem mnozeniem; jedna z trudnoéci jest wlaénie do-
czepienie dawnego terminu ,,mmnozenie“, majacego swoista tres¢ po-
jeciowa, do pojecia zupelnie innego, a nawet czestokroé sprzecz-
nego z dotychczasowem.

Tak uzbrojeni postanowiliémy po pierwsze, wyszukaé takie za-
gadnienia z Zzycia praktycznego, ktéreby doprowadzaly do mnoze-
nia ulamkéw; powtére, nie narzucaé dziecku terminu ,,mnozenie®,
dopdki termin 6w nie pojawi si¢ samorzuinie w toku pracy.

Nauczyciel, ktéry po bardzo gruntownem i starannem przygoto-
waniu podjal si¢ przeprowadzenia eksperymentu, zaczal od zywej
pogadanki na temat mnozenia, polecajac ukladaé zadania ,,na mno-
zenie“ i analizujac je wraz z dzieémi. Parokrotnie dzieci uzyly
wyrazenia ,,2 razy, 3 razy“.

Woéwezas nauczyciel postawil zagadnienie: co znaczy ,,pomnozyé

przez —;— Odpowiedz brzmiala, jakeSmy si¢ tego spodziewali, ze

e 3 3 = 0
»to znaczy wzigé - raza®. Rozwinela si¢ na ten temat ,,dyskusja“

z dzieémi. Nauczyciel polecal im podskoczyé 2, 3, 4 razy, klasngé
w dlonie 2, 3, 4 razy. To bylo latwe.

Ale polecenie ,,podskocz % raza“ wywolale klopot. Niektérzy

N el : o .
maley uwazali, ze skoczyé — Taza to bedzie ,,na jednej nodze“,

albo ,niziutko nad sama podloga“. Inni jednak, bardziej logiczni,
protestowali: ,,Czy skoczysz na jednej nodze, czy na dwéch, czy wy-
soko, czy nisko, to zawsze skoczysz tylko raz, albo 2 razy, ale nie
p6l raza“. To samo bylo z klaskaniem w rece. Stad same dzieci
orzekly, ze niemozna ,nic robié pél raza“.

A wigc mnozenie przez pél znaczy coé innego. Co mianowicie?
Nauczyciel narazie pozostawil te kwestje otwarta: ,,Dowiecie si¢
pozniej*.

Na nastepnej lekeji jednak zajal dzieci czem innem: oblicza-
niem pél prostokatow.

Przypomniawszy pokrétee obliczanie pél prostokatéw o wymia-
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rach calkowitych, zaczal nastepnie obliczaé z dzieémi pola prosto-
katéw o wymiarach ulamkowych w sposéb nastepujacy:
Na kratkowanym papierze dzieci kreélily decymetr kwadrato-

wy, nastepnie zaé wydzielaly z niego prostokat o wymiarach np. %
dm na -3— dm. Dzielgc nastepnie caly kwadrat wzdluz i wszerz na

prostokaciki (rys. 7) odpowiadajace podzialowi bokéw, obliczaly

o gl g
50dm

Rys. 7

najpierw jaka czeScia dm? jest jeden taki prostokacik, zapisujac
to wewnatrz naroznego prostokacika, a nastepnie na zasadzie liczby
tych czeéci, jakiej wielkoéci jest pole calego wydzielonego prosto-
kata.

Tu np. obliczaly: Jeden prostokgcik stanowi calego dm?,

? ]
50
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a prostokat, o ktéry nam idzie, ma 21 takich kawaleczkéw, wiec
L2 4,
stanowl 50 dm .
Wynik zapisaly w sposéb nastepujacy:

Dlugoéé Szerokoéé Pole
7 3 >
i dm £ dm % dm

Wykonawszy kilka takich doéwiadczern otrzymaly tabelke na-
stgpujacy:
D1 (w dm) Szer. (w dm) Pole (w dm?)

7 3 21

10 5 50

oo 3 .

10 4 40

3 3 9. .
'E' -1— 3—2- ltd.

Woéwezas otrzymaly polecenie uwaznego przyjrzenia sie tej ta-
belce. Nie uplynela minuta, gdy spostrzegly latwy zwiagzek miedzy
liczbami i orzekly, ze juz bez rysunku podejmuja si¢ znaleié pole
kazdego prostokata: ,,Trzeba tylko pomnozyé licznik przez licznik,
a mianownik przez mianownik®.

Teraz nastgpila dyskusja, jak zapisaé dzialanie, ktére nalezy
w tym celu wykonaé? Jaki znak postawié¢ miedzy liczbami, wyra-
zajagcemi dlugoéé i szerokoéé prostokata? Niektére dzieci propono-
waly nazwaé t¢ robote mnozeniem, ,,bo przecie gdy szukamy pole
prostokata, to mnozymy dlugosé przez szerokos§é“. Ale byly tez
protesty; dzieciom nie wydawalo si¢ to calkiem podobne do mno-
zenia. Za porada nauczyciela nazwaly nieznane dzialanie ,,niby-
mnozeniem* i umyslily oznaczaé je krzyzykiem z kropka nad nim.

Druga serja zadan opierala si¢ na znajdowaniu czeéci danej ca-
YoSci, a wiec na zagadnieniu doéé powszechnie branem za punkt

wyjécia w mnozeniu ulamkéw. A wiec np.: Kupiono % kg soli

po 235 zt za 1 kg. Ile si¢ za to nalezy? Dzieci obliczaly bez wiel-

kiego trudu, ile si¢ nalezy za % kg, nastepnie ile si¢ nalezy za % kg.
Ostatecznie po szeregu podobnych zagadniei otrzymaly znowu
tabelke:
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Cena 1 kg Toéé tow. Naleznoéé
9 3 27
e e o 24
7 2 14 e
I_U Z] T kg W zl itd.

Tu juz orzekly bez pytania, ze to jest réwniez ,,niby-mnozenie®,
a stad mialy latwg droge do dalszych zastosowan.

Caly ten cykl lekcyj prowadzony byl przez jednego nauczyciela.
Jak si¢ w nastepstwie okazalo, proba naogél byla bardzo udana;
zauwazyliSmy w niej jednak pewne niedociggniecia, ktérych mozna
bylo uniknaé.

Calkowicie niepotrzebnem okazalo si¢ miedzy innemi wprowa-
dzenie terminu: ,niby-mnozenie*, oraz znaku: krzyzyka z kropka,
ktére to inowacje pézniej raczej zawadzaly, niz wyjadnialy sprawe,
a ostatecznie musialy byé wycofane. Okazuje si¢, ze o wiele prost-
ez3 rzecza bylo uchwycié moment intuicji dziecigcej, ktéra nasunela
im wlaéciwy termin, a réwnoczeinie podkreslié mocno i zaswieza
réznice miedzy mnozeniem ulamkéw, a mnozeniem liczb caltkowi-
tych. W szczegélnoéci wielokrotnie na latwych przykladach wska-
zywaé zasadniczy stosunek pomiedzy mnozng a iloczynem: Iloczyn
stanowi polowe, trzecia cze¢sé mnoznej; dlaczego? Boémy ja pomno-
zyli przez pél, przez %— itd. A stad odwrotnie: jesli chcemy otrzy-
maé polowe caloéci, mnozymy ja przez % itd.

Pewnem wykroczeniem przeciwko zasadzie stopniowania trud-
noéci byl porzadek pracy: nauczyciel wprowadzil najpierw mnoze-
nie dwéch liczb ulamkowych, a potem dopiero powrécit do mnoze-
nia liczby calkowitej przez ulamek. Uczynil to jednak celow o,
aby uwydatnié lepiej technike¢ mnozenia ulamkéw (licznik przez
licznik, mianownik przez mianownik). Réwniez z myéla o tym celu
nauczyciel w poczatkowych cyklach zagadnienn dobieral czynniki,
ktorych iloczyn byl ulamkiem nieskracalnym. To przestawienie po-
rzadku pracy zemécilo si¢ o tyle, ze chcac przy mnozeniu liczby
calkowitej przez utamek nawigzaé do pracy poprzedniej, nauczyciel
uciekal si¢ do przedstawiania liczby calkowitej w postaci ulamka
o mianowniku ,,jeden“, co jest niewatpliwie rzecza sztuczna i ogdél-
nie zbedna.

Wykorzystujac nabyte doSwiadczenie, po paru latach powtérzy-
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lismy ten sam eksperyment z drobnemi uzupelnieniami. A wiec
przy obliczaniu pél prostokatéw ustalilismy porzadek nastepujacy:

a) pole prostokata o obu wymiarach wyrazonych w liczbach cal-
kowitych;

b) pole prostokagta o jednym wymiarze ulamkowym, drugim
calkowitym;

c) pole prostokata o obu wymiarach ulamkowych.

Punkt a) byl tylko powtdérzeniem odcinka pracy z kursu kl. V
i nie nasung! trudnoéci. W punkcie b) wysunely si¢ ciekawe spo-
strzezenia. Oto dzieci, niezaleznie od faktu, w jakim porzadku po-
dyktowano im czynniki, dla obliczania pola bez zadnego wahania
poslugiwaly si¢ mnozeniem, ale zawsze traktowaly liczbe calkowita
jako mnoznik, sprowadzajac cala robote¢ do uwielokrotniania ulam-
ka. Tak np., gdy mialy obliczyé pole prostokata o wymiarach

10 cm na % cm, obliczaly 10 razy po —;— cm?, piszac prawidlowo

10 X %z 5 cm? a pomagajac sobie rysunkiem (rys. 8).

e NSRRI T IR N VR O S

Rys. 8

Podobnie postepowaly, gdy jeden z wymiaréw byl liczba mie-
szang, np. 6 cm na 2—;— cm. Pisaly wowezas: 6 X 2%, a obliczaly

na zasadzie prawa rozdzielnoéci: ,,6 razy po 2 cm? i 6 razy po
1

+ °om’ — razem.. . Czasem (za porada nauczyciela) wlaczaly
liczbe 2% w ulamek niewlaéciwy i obliczaly 6 razy po —49— W kaz-
dym razie jednak jako mnoznik wystepowala liczba 6.

Stad nasuwa si¢ wniosek, ze obliczanie pola prostokata o jed-
nym z wymiaréw ulamkowym, a drugim caltkowitym, nie wdraza
jeszcze dzieci w mnozenie przez ulamek, ani nawet nie nasuwa im
(a przynajmniej bardzo rzadko) tej czynnoéci, jako nowego zagad-
nienia.

Dopiero zatem punkt c), tj. obliczanie pola prostokata w wypadku
obu wymiaréw ulamkowych, jest postawieniem zagadnienia: jak
mnozyé przez ulamek.
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Przebiegu tego trzeciego punktu nie opisuje, zaznaczajac jedy-
nie, czem si¢ réznil od pierwszej préby z przed paru lat. A wiec:
nie przeszkadzaliSmy dzieciom odrazu wprowadzi¢ zapisu i znaku
mnozenia, eliminujae tylko w czytaniu bledny, a nawet szkodliwy
w tym wypadku wyraz ,,razy“. A wiec zapis % X %— dzieci czytaly:
mnoze¢ —i— przez —; (lub odwrotnie % przez %)

Drugi etap pracy nad mnozeniem ulamkéw, oparty na pojeciu
znajdowania czeSci na zasadzie calodci, stanowil poczatkowo réw-
niez powtérzenie materjalu z lat poprzednich.

Zaczelismy bowiem 2z dzieémi od stereotypowego zapisu:

1 kg cukru kosztuje 125 groszy (wedlug ceny 6wezesnej)

to + kg 125 : 5 = 25 gr
a% kg 25 .2 =150gr.

Nastepnie wprowadziliémy zapis krétszy: % kg cukru po 125 gr
kosztuja % ze 125 gr.

Ow przyimek ,,z“ zbedny i bledny jezykowo, wprowadzony zo-
stal przez nauczyciela ,dla jasnoéci zapisu“ (aby uniknaé pisania

% 125), potem zaé za jego porada zastapiony przez znak mnoze-

nia: kropke. Znak ten zatem zostal poniekad dzieciom narzucony,
przyczem dotyczy to tylko znaku, a nic dzialania; bowiem

dzieci po dawnemu czytaly: % (czego?) 125 groszy, dokonywujac

obliczenia w pamigci.
Nastgpil szereg zadan takich, w ktérych trzeba bylo obliczaé

utamek ulamka, np. % "z % z}, przy zapisie %% zL.

Po zestawieniu tabelki (jak w pierwszej prébie) np.:

cena 1 kg iloéé wartoéé
2 ok 2 kg S gt itd
4 5 20 ¥

dzieci spostrzegly latwo zgodnoéé wynikéw z otrzymanemi poprzed-
nio podczas obliczania pé6l, a wéweczas 6w narzucony znak mnoze-
nia otrzymal uzasadnienie. Byé moze zreszta, iz pod wzgledem psy-
chologicznym lepiej bylo nie narzucaé zawcze$nie znaku dziatania,
lecz doczekaé chwili, gdy dzieci z zestawionych tabelek same znak
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wyprowadza, jak to uczynily w wypadku obliczania pél prostoka-
tow.

Ostatecznie z calego przebiegu naszych préb, oraz z towarzysza-
cych im dyskusyj wylonily si¢ nastepujace, bynajmniej zreszta nie
,,murowane” wmnioski:

1) Obliczanie pél prostokatéw jest jednym z lepszych punktéw
wyjécia w nauce mnozenia przez ulamek, bowiem najbardziej bez-
poérednio nasuwa dzieciom zaréwno nazwe¢ i znak dzialania, jak
i spostrzezenia dotyczace jego techniki.

2) Jako etap drugi, zasadniczy, wystapié powinno znajdowanie
czedci na zasadzie danej caloéci, przyczem, piszac mnoznik na
pierwszem miejscu, dzieci maja ulatwiona droge do prawidlowego
czytania zapisu; np. % .60 czytaja: ,trzy czwarte szeSédziesigciu®.

3) Dopiero po opanowaniu zaréwno pojeciowem, jak technicz-
nem mnozenia ulamkéw mozemy wprowadzi¢ na porzadek dzienny
sprawe tak zw. ,,praw formalnych® tego dzialania, oczywiscie bar-

dzo ostroznie i jedynie w poszczegélnych wypadkach. Np. dajemy
uczniowi do rozwigzania dwa odrebne zadania:

a) Obliczyé koszt % m kortu po 16 zl za metr, przyczem roz-

wigzanie wystapi w postaci zapisu:
216=12 2
3
4
16. > =12 2
b5 .

b) Obliczyé koszt 16 kg kaszy po

zt za kilo; zapis:

Stad wniosek: % liczby 16 jest tyle co i 16 razy po %, oraz (po
paru takich prébach) ostrozne uogélnienie: widocznie w mnoze-
niu ulamkéw mozemy takze przestawiaé czynniki

Podobnie, na przykladach i zadaniach, czysto praktycznie,
wprowadzamy prawo rozdzielnoéci mnozenia ulamkéw wzgledem
dodawania lub odejmowania.

Uproszczenia techmiczne w rodzaju skracania ulamkéw w trak-
cie mnozenia wprowadzamy pdézniej, dopiero wtedy, gdy mozemy
byé pewni, ze treié pojeciowa zostala nalezycie zrozumiana i przy-
swojona.

Z doswiadczenn metodyki rachunkéw



8. Dzielenie przez ulamek zwyczajny.

Jeédli mnozenie przez ulamek jest jednym z trudniejszych odcin-
kéw pracy zaréwno dla nauczyciela jak i dla ucznia, to §mialo rzec
mozna, ze dzielenie przez ulamek jest nie ,,jednym z najtrudniej-
szych®, lecz wyraZnie najtrudniejszym do zrealizowania punktem
programu klasy VI.

Sprébujmy trudnoéci te nalezycie sobie uswiadomié.

Przedewszystkiem dotychczas pojecie dzielenia zwiazane bylo
u dziecka z pojeciem czesci, a wiec czegos mniejsze go od calo-
éci. Z chwilag wprowadzenia dzielenia przez ulamek wlasciwy poje-
cie to ulega naglemu zaprzeczeniu, co w umyéle dziecka wywoluje
zrozumialy calkiem chaos i dezorjentacje. Zachodzi tu proces ana-
logiczny do tego, jaki zaobserwowaliémy poprzednio przy nauce
mnozenia przez ulamek, gdzie dziecko réwniez zmuszone bylo ze-
rwaé doéé nagle z urobionem dotychczas pojeciem mnozenia jako
zwigkszania.

Powtére, technika dzielenia przez ulamek, laczaca w jedna ca-
loéé¢ dwa dzialania: dzielenie przez licznik i mmnozenie przez mia-
nownik latwo bardzo myli si¢ w pamigci dziecka z technika mno-
zenia przez ulamek, w rezultacie czego powstaje zgadywanie, przez
ktéra z dwu danych liczb nalezy dzielna pomnozyé, a przez ktdra
podzielié.

Gdy jeszcze na dodatek stwierdzimy, ze tresé zagadnien rzadko
kiedy narzuca myéli dziecka konieczno §é dzelenia przez ula-
mek, bedziemy musieli przyznaé, ze sprawne i pewne poslugiwa-
nie si¢ dzieleniem ulamkéw wymaga zrozumienia zaleznoéci mate-
matycznych w wyzszym stopniu, niz tego od przecigtnego
ucznia kl. VI spodziewaé si¢ mozemy.

Niemniej w programie punkt ten znajdowaé si¢ musi, a wiec
i my uporaé si¢ z nim musimy.

W dyskusjach na P. W. K. N. w ciggu paru lat z rzedu wysu-
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nal si¢ caly szereg pomyslow, ktére czgiciowo probowaliémy zreali-
zowaé w naszej szkole éwiczen. Opisuje¢ cztery z poéréd dokona-
nych préb, nie uwazajac jednak zadnej za definitywnie przess-
dzong w sensie dodatnim, a notujac jedynie wymiki, jakie zdola-
lifmy osiagnaé, oraz ciekawsze momenty dyskusyj.

W pierwszym wypadku nauczyciel opar! si¢ na czysto formal-
nym zwigzku miedzy dzielnikiem a ilorazem przy stalej dzielnej:
ile razy dzielnik maleje, tyle razy iloraz wzrasta.

Sprawdziwszy slusznoéé tego prawa na kilku przykladach dziele-
nia liczb calkowitych, nauczyciel zabral si¢ nastepnie do wykony-
wania wraz z dzieémi szeregu przykladéw, w ktérych stala dzielna
(o ile pamigtam, byla nig liczba 4) polecal kolejno dzieli¢ przez 8,

. e 1 1 1
przez 4, przez 2, przez jeden, a dalej przez 5+ PIzZez -, przez -
Dzieci pisaly ilorazy nie na zasadzie dokonanych obliczen, lecz na
zasadzie stosunku nowego dzielnika do poprzedniego, méwiac np.:

Gdyémy 4 podzielili przez 1, otrzymaliémy iloraz 4, wiec jeéli po-

%, musimy otrzymaé 2 razy tyle, czyli 8. Nastepo-
walo sprawdzenie slusznoéci ilorazu zapomoca mnozenia.
Po przerobieniu kilku takich szeregéw, w ktérych dzielna byla

liczba stala, a dzielnik stopniowo 2, 3, 4 razy zmmiejszany, dzieci

dzielimy przez

spostrzegly po pierwsze, ze dzielenie przez %, przez -;—, przez Tl
da si¢ zastapié mnozeniem przez 2, przez 3, przez 4, wogdle przez
mianownik danego (jednostkowego) ulamka; po drugie, ze dzielac
przez liczbe mniejsza od jednoéci, otrzymuja iloraz wigkszy od
dzielnej.

Tym sposobem uczyniony zostal pierwszy wylom w pogladach
dziecka na dzielenie jako na dzialanie, z ktérego jakoby wynika
»mniej, niz bylo na poczatku®.

Nalezalo teraz od ulamka jednostkowego przejsé do ulamka
o liczniku dowolnym.

Tu zaczely pietrzyé sie trudnoéci. Dzieci z trudem chwytaly te
napozdr oczywista prawde, Ze np. T jest 4 razy mniej niz 3, i kaz-
dorazowo nauczyciel musial im to w éwiadomoéci wywolywaé
i utrwalaé. Co za tem idzie, nie umialy odrazu odpowiedzieé na py-

tania: Ile razy dzielnik zmalal? Ile razy iloraz wzroénie? A stad
doéé daleko bylo jeszcze do pozadanego wniosku, Ze np. podzielié

s‘k
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dzielna przez % znaczy to samo, co podzieli¢ ja przez 3, a otrzy-

many iloraz powiekszyé 4 razy.

W dyskusji nad ta lekcja wysunely sie¢ na plan pierwszy trud-
noéci, zwigzane z dalszym ciggiem pracy. StwierdziliSmy, Zze nau-
czenie dzieci techniki obliczania ilorazu przy podziale przez
ulamek nie jest jeszcze jednoznaczne ze zrozumieniem dzialania. Po-
wyzej przedstawiony tok pracy, nieoparty na osobistem doswiadcze-
niu dziecka, lecz jedynie na zwigzkach natury formalnej, nie nasu-
wal zastosowann w praktyce. Koniecznem bylo wiec opracowanie
z kolei drugiej strony zagadnienia: do czego owo dzielenie mialo
stuzy¢, na co moglo si¢ przydac? Ta zas sprawa wymagala zupelnie
innego podejécia, od strony zyciowej, praktycznej.

Te probe zatem, choé opracowana bardzo starannie, osadzié mu-
sielifmy jako nieudang, a w kazdym razie polowiczna. Nalezy je-
szoze przytem podkreslié watpliwos¢ natury naukowej: czy nau-
czyciel mial prawo zwigzki, dotyczace dzialan na liczbach caltkowi-
tych, rozciggaé na caltkiem nowe i nieznane jeszcze dzialanie w in-
nym zakresie liczbowym? Wszak liczby ulamkowe moga mieé inne
wlasnoéci niz liczby naturalne i bezkrytyczne stosowanie do nich
tych samych praw formalnych moze doprowadzi¢ do powaznych
bledéw, ktore zlekcewazone w nauce poczatkowej mszcza sie
w nauce dalszej bardzo dotkliwie.

Druga préba, ktéra rowniez uznaliSmy za chybiona, byla oparta
na podstawach catkiem slusznych pod wzgledem naukowym, lecz
zbyt malo uwzgledniajacych psychike i sprawnoéé logiczng
dziecka.

Nauczyciel wyszedl mianowicie z definicji dzielenia, jako dzia-
lania odwrotnego do mnozenia i oparl caly tok pracy na pytaniu:
przez jaka liczbe nalezy pomnozyé dzielnik, aby otrzymaé dzielna.

Poczatkowy etap pracy, ilustrowany latwemi zagadnieniami
praktycznemi, poszed}! jak po masle. Na pytanie, przez jaka liczbe

nalezy pomnozyé 1 ——, aby otrzymaé 1, dzieci bez wahania odpo-
wiadaly: przez 10, zwlaszcza gdy pytanie to wynikalo z zagadnie-
nia: przez ile minut nalezy przebywaé po - km na minutg, aby

przejsé caly kilometr.
Trudniej juz mieco poszlo z odpowiedzig, gdy dz1elnq byla nie
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liczba 1, lecz dowolna liczba calkowita, dzielnikiem zaé§ w dal-

szym ciggu ulamek jednostkowy; np. przez co nalezy pomnozyé %,

aby otrzymaé 3. Ale i to poszlo wzglednie gladko; dzieci liczyly

w sposéb nastepujacy: 3 caloéciﬁ%, wiec aby otrzymaé 3 calo-

gci, trzeba % powtorzyé 15 razy.
Trzeci etap pracy, gdy dzielng byla dowolna liczba calkowita,

a dzielnikiem ulamek o dowolnym liczniku, nasuwal juz duzo trud-
G . 8 s m £ 1:
noéci. Na pytanie, przez co nalezy pomnozyé = aby otrzymagé licz-

be 3, dzieci radzily sobie szeregiem prob, dodajac np. % kilkakrot-
nie, i sprawdzajgc, ile jeszcze brakuje do 3, albo — co nie bylo
pozbawione slusznoéci — rozmieniajac liczbe 3 na czeéci piate i li-
czac, ile razy nalezy powtorzyé liczbe 2, aby otrzymaé 15. Dzielily
zatem poprostu licznik dzielnej przez licznik dzielnika. Odpo-
wiedZ byla nieraz trafna, lecz odnaleziona droga catkiem inng, niz
pragnal nauczyciel.

Calkiem tragicznie poszlo ze znajdowaniem ilorazu, gdy i dziel-
na i dzielnik byly liczbami ulamkowemi. Istotnie, odpowiedZ na

. d s 2 , 4 2
pytanie, przez co nalezy pomnozyé liczbe = aby otrzymaé 5 nie

jest weale oczywista, nie narzuca si¢ wyobrazni, i nawet nikt z nas
nie da na to pytanie odpowiedzi, o ile uprzednio nie wykona dzie-

lenia —:— przez % Jakze zatem mogly daé sobie z tem rade dzieci,
nie znajace jeszcze techniki dzielenia? Tu zatem préba zawiodla;
nauczyciel zmuszony byl jaé si¢ innej drogi: narzuci ¢ dzieciom
technike dzielenia, a potem dopiero otrzymany ta droga iloraz
sprawdzaé przez mnozenie. Bylo to zmudne, powiklane i dla dzieci

nieprzekonywujace, bowiem choéby nawet nauczyly sie stad, jak
si¢ dzieli i;— przez »§~, nie rozumialy jednak w dalszym ciagu,
kiedy to dzielenie trzeba zastosowaé.

Stwierdziwszy, dzieki dwom powyzej zreferowanym prébom, ze,
jak to zreszta bylo do przewidzenia, pojecie dzielenia przez ula-
mek nie daje si¢ wytworzyé w umyéle dziecka na drodze formalnych
zwigzkow mnozenia z dzieleniem, postanowiliémy w nastepnych la-
tach oprzeé ten punkt programu jedynie na praktycznem zastoso-
waniu.
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Z dyskusji nad zagadnieniami, ktére w zyciu moga doprowadzié
do dzielenia przez ulamek, wysunely si¢ dwie grupy zadan, odpo-
wiadajace dwojakiemu pojeciu dzelenia: 1) znajdowanie caloéci
na zasadzie czefci, oraz 2) wymierzanie danej liczby przez ulamek.

Majac moznoéé ktéregos z lat ubieglych réwnoczesnego przepro-
wadzenia préb na dwéch grupach dzieci, postanowiliémy zaczaé od
znajdowania caloéci na zasadzie czeéci.

Nauczyciel, prowadzacy lekcje, wziagl si¢ do niej w sposob bar-
dzo dowcipny. Przyniés! mianowicie rachunek sklepikarza dla ko-
gos, kto bral ze sklepu towary na kredyt. Rachunek byl napisany
w spos6b prymitywny, praktykowany zazwyczaj w malych sklepi-
kach:

3 jajka 30 gr
4 bulki 20 gr
2 litry mleka 70 gr
5 kg chleba 16 gr
—i— kg cukru 35 gr itd.

(Ceny z r. 1930—32).

Pod rachunkiem widniala suma naleznoéci z calego tygodnia.
Szlo o to, aby rachunek ten sprawdzié i napisaé w formie po-
prawnej.

Dzieci odrazu zauwazyly, ze w rachunku tym brak pewnych
rubryk: liczb porzadkowych pozycyj, dat, a co najwazniejsze ¢ en
poszczegélnych towaréw. Zaczely wiec od porubrykowania kartki
w zeszytach i wpisania liczb podanych w odpowiednie rubryki.
Nauczyciel wykonal to samo na tablicy.

Tos¢ | )
L. p.| Dn. Cena Naleznoéé
towaru l
1 1 3 jaja 30 gr.
” 4 bulki 20 PY)

Rubryke p. n. ,,Cena“ nalezalo dopiero wypelnié. Stad wynikla
koniecznoéé obliczania cen.

Dzieci kazdorazowo obliczaly cene najpierw w pamieci, nastep-
nie zapisywaly dzialanie i wynik. Odrazu z paru pierwszych pozy-
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cyj rachunku wywnioskowaly, ze chcac obliczyé cene¢ jednostki (li-
tra, kilograma), musza podzielié naleznoéé za towar przez iloéé
towaru. Zawahaly si¢ jednak, czy wniosek ten jest stuszmy i woéw-
czas, gdy iloéé towaru wyraza si¢ ulamkiem, jak to zachodzi np.

w czwartej pozycji: % kg chleba za 16 gr. Na propozycje nauczy-
“ciela ,,zgodzidy si¢“ i w tym wypadku zachowaé przyjety sposéb
zapisywania, notujac przytem jednak, co to znaczy, a wiec

16: 5 =16.2=32 gr.

Tu nauczyciel moze niepotrzebnie, a w kazdym razie cokolwiek
zbyt pospiesznie, poradzil, aby wprowadzily jeszcze jedna po-
prawke, zapisujac, zamiast 16.2 w ten sposéb: 16 .%—, »bo przecie
wyniku to nie zmieni“. To narzucenie zapisu mialo jednak niespo-
dziewanie doniosly skutek; dzieci bowiem odrazu orzekly, ze tym
spoeobem caly ulamek ,,odwrécil si¢ do géry nogami“. Stad juz za-
rysowalo si¢ w umyslach dzieci prawidlo dzielenia przez ulamek,
ktére po szeregu obliczen zwigzanych z dalszemi pozycjami ra-
chunku zostalo bez nadmiernego ,,ciaggnienia za jezyk*“ ujete w doéé
poprawna forme.

Podobna metode wprowadzil inny kolega na ktérejs z lekcyj na-
stepnych, przerabiajac z dzieémi tabelke nastepujaca:

Droga w km.|Czas w godz. Srednia szyb-
koéé w km/godz.
Samolot 720 : 4 720:4 =

pociag os. 14 % 14 : %: itd.
2
5 POSp. 8 13
1
Rower 2 i
Statek 9 %
B 1 1
Kon ) 20
. 1 1
Czlowiek A 0
3 1
Golah ? '6—0‘
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Dzieci, obliczajac éredmia szybkoéé, notowaly z boku dzialanie
i dokonywaly obliczen, przyczem odrazu oparly si¢ na pierwszym
od géry wypadku, jako na wzorze, ktory zastosowaly i w dalszych
wypadkach. Dzielenie przez ulamek zostalo zatem tutaj (jak zre-
szta 1 w poprzedniej serji zadaii) wprowadzone przez ana-
logje.

Z technika dzielenia poszlo stosunkowo latwo, gdyz dzieciom
spodobalo si¢ i dobrze w pamieci utkwilo owo odwrécenie dziel-
nika ,,do géry nogami®“. Oczywiécie, otrzymane w ten sposéb wy-
niki podlegaly kazdorazowemu sprawdzeniu w drodze rachunku
pamieciowego. A wiec np. obliczajac érednia predkoéé pociagu po-
spiesznego, dzieci pisaly:

2 15 2
8:77=8. - =——=60 km
a nastgpnie sprawdzaly ustnie: W ciagu -125— godziny pociag prze-

bywa 8 km, to w ciggu godz. dwa razy mniej, czyli 4 km,

s
15
a w cala godzine 15 razy tyle, czyli 60 km. ,,Zgadza si¢!“ dodawaly
dzieci.

Druga préba, przeprowadzona na innej grupie dzieci i oparta
na pojeciu t. zw. ,,mieszczenia“, éciélej méwiac, wymierzania liczby
ulamkiem, miala przebieg nastepujacy:

Nauczycielka przygotowala sobie jeden diuzszy szeSciodecyme-
trowy pasek papieru i kilka krétszych, dlugoéci 3. dm, 2 dm, 1 dm,
% dm i % dm. Dzieci wymierzaly przypiety na tablicy dluzszy pa-
sek coraz mniejszemi, zapisujac kolejno:

6:3=2
6:2=3 itd.
az do 6: 7 = 24.

Nastepnie badaly dzielnik i iloraz i zauwazyly, ze gdy dzielnik
jest wigkszy od jednoéci, iloraz jest mniejszy od dzielnej; gdy dzel-
nik réwna si¢ jednoici, iloraz réwna si¢ dzielnej, ale gdy dzielnik
jest ulamkiem (oczywiécie wladciwym), iloraz jest wigkszy od
dzielne;j.

To spostrzezenie nasun¢lo im zaraz pomysl, ze zamiast dzielié

5 by 1
przez %, mozna mnozyé przez 2, zamiast dzielié przez 4~ — mno-

zy¢ przez 4.



73

Z kolei, juz bez pomocy papierowych paskéw obliczaly i zapisy-
waly, ile razy w pewnej calkowitej liczbie metréw pomiesci sie

% m, 11—0 m itd. Nauczyly si¢ zatem bez trudu dzielié¢ liczbe calko-

witg przez ulamek jednostkowy.
Nauczycielka przeszla nastepnie do wymierzania liczby catkowi-
tej przez ulamek dowolny. Za punkt wyjécia posluzylo zadanie:

ile paczek po % kg ,wyjdzie“ z 30 kg cukru. Zadanie bylo
wprawdzie doéé sztuczne, bo nikt nie odwaza cukru w paczki po
% kg, 1 sztucznoéé t¢ wytknieto w dyskusji; niemniej pod wzgle-
dem matematyczno-metodycznym cel zostal osiagniety. Nauczyciel-
ka zapytala wpierw, jak obliczyé liczbe paczek, gdyby wazyly po
% kg. Dzieci wykonaly to bez trudu, piszac: 30 : -i— =30.4=120.
Ale jesli paczki beda 3 razy wigksze, to ,,wyjdzic ich* 3 razy mnie;j.
Stad wynik}l zapis zadania:
30: 3 =(30.4) :3

oraz wnioski slowne, dotyczace dzielenia przez %, a nastQphie dzie-
lenia przez ulamek wogéle.

Niezalezne od naszej woli okolicznosei sprawily, ze nie mo-
glidmy ciagnaé dalej tego doéwiadczenia; nie wyprébowaliémy wiee
tej drogi w wypadku dzielenia ulamka przez ulamek. Niemniej
przeprowadzilismy na kursie dyskusje i nad ta lekcja, aby zdaé so-
bie sprawe z dalszego przypuszczalnego przebiegu pracy, oraz po-
réwnaé wartoéé¢ obu punktéw wyjécia: znajdowania caloéci na za-
sadzie czeéci, oraz wymierzania, czyli t. zw. popularnie ,,mieszcze-
nia“,

Nie ulegalo watpliwoéci, ze ten ostaini punkt wyjscia daleko
szybciej i latwiej niz pierwszy kojarzyl si¢ w umysle dzieci z poje-
ciem i znakiem dzelenia. Pytanie, ,ile razy liczba a mieéci si¢
w liczbie b*, odrazu i bez wahania nasuwalo dzieciom pomysl, ze,
aby znalezé odpowiedz, nalezy liczbe a podzielié (wymierzyé)
przez liczbe b. Natomiast technika dzialania z wyjatkiem bardzo lat-
wych wypadkéw (jak dzielenie liczby calkowitej przez ulamek jed-
nostkowy) pozostawala dzieciom obca i bez wydatnej pomocy nau-
czyciela obyé si¢ tu nie moglo.

Przeciwnie natomiast znajdowanie caloéci na zasadzie czesci nie
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przedstawia zadnych trudnoéci technicznych; wszak juz
w czwartej 1 piatej klasie, dzieci umieja obliczyé cene 1 m plétna,

ktérego % m ma wartoé¢ 1 22 60 gr, znajdujac kolejno koszt %,

4 qez s . . ,
potem koszt - metra. Ale ,domyélié¢ si¢®, ze zesp6l tych dwéch

dzialan, dzielenia przez licznik i mnozenia przez mianownik danego
ulamka, to wlaénie jest dzielenie przez dany ulamek, na to
dziecko samo zdobyé si¢ nie moze i to juz musi mu poddaé nau-
czyciel.

W drugiem stadjum pracy, gdy przystepujemy do dzielenia
ulamka przez ulamek, pytanie ,ile razy si¢ mieéci staje
si¢ przyczyna wielu nieporozumien, a czasem wrecz nie ma sensu.
Co znaczy np. pytanie: ,ile razy mieéci si¢ % w % ?“ Jedyna roz-

< 3 ) : N | 3 .
sadna odpowiedZz bylaby .ani razu“. Dzelenie 5 : - moze ma-

. . . .y . Sl = Ao S
czyé tylko albo: obliczyé caloéé, wiedzae, ze - calodei réwna sig

polowie; albo obliczyé, przez jaka liczb¢ musimy pomnozyé %,\aby

2 I
otrzymac —-

- (rozklad iloczynu na czynniki), albo wreszcie znalezé

stosunek% : %, czyli obliczyé, jaka czedé % stanowi polowa. Tego
zaé dziecko narazie obliczyé nie zdola, bo o stosunkach nic jeszcze
nie wie. A wigc dzielenie ulamka przez ulamek zrozumie dziecko je-
dynie jako obliczanie caloéci na zasadzie danej czeéci, lub tez, w nie-
ktérych prostych zadaniach, jako rozklad iloczynu na czynniki. Je-

1 5 1 . & —

§li np., majac dane pole prostokata - m® i jeden z wymiaréw
4 . . . z . .
< m, ma odszukaé drugi wymiar, wéwczas przypuszczalnie trafi

odrazu na wladciwe dzialanie, o ile pamigta, ze pole jest ilo-
czynem 2 liczb wymiarowych, dlugoéci i szerokosci. Stad wniosek:
dzielenie ulamka przez ulamek oprzeé mozemy na zagadnieniach
dwojakiego rodzaju: znajdowania caloéci na zasadzie danej czeéci,
oraz znajdowania niewiadomego czynnika na zasadzie iloczynu
i drugiego z czynnikéw, przyczem w tym drugim wypadku najlat-
wiej chyba zaczerpnaé treé¢ zagadnien z geometrji (obliczanie jed-
nego z wymiaréw prostokata, prostopadloécianu, obliczanie pro-
mienia danego okregu itd.).

Tyle o dzieleniu ulamkéw. Jak widaé, wlozylismy w ten odci-
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nek programu sporo trudu; pozwolilo nam to wniknagé glebiej
w istote zagadnien z nim zwigzanych i lepiej oceni¢ trudnosci,
ktére musimy pokonaé. Nie uwazamy jednak kwestji tej za wy-
czerpang, a wnioskow z dyskusyj za jedynie sluszne. Niektore spra-
wy, jak postugiwanie si¢ analogja, jak dobér najodpowiedniejszych
zadan, pozostaly spornemi i nadaja si¢ w dalszym ciggu do opra-
cowania droga préb i dyskusyj.



9. Zastosowanie mnozenia 1 dzielenia
ulamkéw w zadaniach.

Nauczyciel, ktéry zdolal juz opracowaé zaré6wno mnozenie jak
dzielenie przez ulamek, wie jednak, ze nie koniec tu jeszcze jego
klopotom.

Zdarza sig¢, ze dzieci po szeregu ¢éwiczen i zadan opanowaly juz
technike obu dzialan i, o ile przez dluzszy czas mialy do czynie-
nia z zadaniami na jedno tylko z tych 2 dzialan, potrafia doéé
dobrze zadania te rozwigzywaé. Natomiast gdy zadanie wymaga za-
stosowania obu dzialan, lub tez daje si¢ rozwigzaé zaréwno przy
pomocy mnozenia jak i dzielenia przez ulamek, dzieci si¢ gubia.

Wezmy np. takie bardzo napozér elementarne zadanie: ,,przeli-
czyé* 0,8 ha na morgi. Uczen szuka potrzebnych mu danych w tzw.
tabelce miar i znajduje: 1 ha = 1,8 morgi, lub tez 1 morga = 0,56
hektara. W zaleznoéci od faktu, ktéra z tych wiadomosci zechce za-
stosowaé, moze rozwigzaé zadanie albo mnozac 1,8 przez 0,8, albo
dzielac 0,8 przez 0,56. Wybér dzialania jest calkiem dowolny.
Gdyby zamiast ulamkéw dziesigtnych mial podane ulamki zwyczaj-

ne, spostrzeglby moze, ze mnozenie przez Is odpowiada dzieleniu

przez % i ze obie czynnoéci sprowadzaja si¢ wlaéciwie do jednej;
niezawsze jednak to spostrzezenie nastgpi. Ostatecznie, zanim dziec-
ko nauczy si¢ szybko i sprawnie operowaé ulamkiem, przechodzi
przez okres zgadywania, tem dluzszy i tembardziej uciazliwy, im
bardziej nauczyciel kladzie nacisk na ,niezawodnoéé“ odpowiedzi:
»Zdecyduj si¢ ostatecznie: dzielié czy mnozyé*“! A wlaénie owa de-
cyzja jest dla dziecka najtrudniejsza, zwlaszcza, ze najchetniej po-
radziloby sobie jeszcze inaczej, o wiele proéciej.

Przez dluzszy czas obserwowalam dziecko, ktére nie troezczgc
si¢ o0 to, co robi klasa, zabieralo si¢ do rozwiazywania zadan na
wlasng reke i przewaznie dobrze, omijajac starannie mnozenie
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i dzielenie przez ulamek. A wi¢c np. majac obliczyé% liczby 2%'

obliczalo najpierw %, dzielac przez 4, potem %, mnozjc otrzymany
wynik przez 3; podobnie postgpowalo w zadaniach, w ktérych wy-
stepowalo dzielenie przez ulamek.

Czy mialam je za to winié? Sztuka upraszczania sobie pracy jest
zaleta, a na poziomie elementarnym niewatpliwie wydawalo sie
dziecku prostsza rzecza wykonaé kolejno dwa dzialania z liczbami
calkowitemi, niz laczyé je w jedno dzialanie z liczba ulamkowa. Céz
wige pozostawalo? Doprowadzié dziecko szeregiem éwiczen do wnio-
sku, ze wlaénie, rozbijajac mnozenie lub dzielenie przez ulamek na
dwa dzialania, przedluza sobie cz¢sto robote, zamiast ja uproscié.
Ale to wymaga czasu, a my, niestety, przewaznie musimy prowadzié
prace zbyt pospiesznie, bez dostatecznego zrozumienia psychiki

dziecka.



10. Liczby przyblizone.

Dzialaniom na liczbach dziesigtnych podwigcilismy na P. W.
K. N. niewiele czasu, uwazajac, ze naogél nie przedstawiaja one
trudnoéei metodycznych; technika ich malo odbiega od techniki
dzialann na liczbach caltkowitych, jest zatem dla dzieci odrazu do-
stgpng; samo zaé pojecie odnoénego dzialania (o ile ulamek dzie-
eigtny zostal opracowany jako szczegélny wypadek utamka zwyczaj-
nego), wynika z pojeé o ulamkach wogéle i nic nowego nie przed-
stawia. Tak np., jefli uczen juz wie i rozumie, ze mnozac przez /s,
otrzyma polowe mnoznej, wéwczas nie zdziwi ei¢, Ze mnozac przez
0,5, r6wniez otrzyma polowe.

Szczegolowiej natomiast opracowaliémy na kursie sprawe przy-
blizenn dziesigtnych.

A. Pojecie liczby przyblizonej.

Dzieci, z ktéremi mielifmy do czynienia w danym wypadku,
mialy juz niejakie pojecie o t. zw. zaokraglaniu liczb, uzywaly ze
zrozumieniem wyrazéw: blisko, przeszlo, okolo, prawie itd., a na-
wet w dzialaniach chetnie gwoli swej wlasnej wygody postugiwaly
si¢ owem zaokraglaniem, nie pytajac, czy i w jakim stopniu maja
potemu prawo. Zawsze jednak uwazaly, ze liczba dana w zadaniu
lub otrzymana z dzialan, jest liczba dokladna, absolutnie pewnas,
a zaokraglenie jej jest czynnoéciag dozwolong tylko w tym celu, aby
oszczedzié sobie zbyt ddugiego i Zzmudnego liczenia. A wige mozemy,
zamiast dokladnie 0,728 m, wzigé 0,73 m, czyli troche, o 2 mm,
zaduzo, bo w zadaniu naszem tysigczne czesci metra sa zbyteczne:
»ktoby tam si¢ troszczy! o 2 mm!*“ Nie mialy jednak pojecia o tem,
ze zar6wno 0,728 m, jak i 0,73 m s3 to liczby niedokladne, rézniace
si¢ jedynie stopniem przyblizenia. Wprowadzenie wlaénie tego po-
jecia bylo tematem opisanej ponizej lekeji w kl. VL
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. Nauczycielka, przynidslszy na lekcje¢ listewke drewniana, pole-
cila kilku uczniom zmierzyé jej dlugosé i zapisaé sobie wynik po-
miaru, nie ujawniajac go reszcie klasy. Ta tajemniczoéé obudzila
zainteresowanie i skupila uwage dzieci na chwili ,ujawnienia® po-
miaréw. Gdy po ukorniczonem kilkakrotnem mierzeniu dzieci na
polecenie nauczycielki wynotowaly wyniki na tablicy, okazalo sie,
ze otrzymaly liczby: 3,3 dm; 3,5 dm; 3,2 dm; 3,5 dm; 3,4 dm.

Zaczela si¢ pogawedka o przyczynie tak réznych wynikéw.
Dzieci zglaszaly rézne przypuszczenia. A wiec: niedokladnoéé przy-
rzadéw; ,miarki sa zde, podzialki nieréwne, niewyrazne; gdyby
wezyscy mierzyli ta sama miarka, toby wymiki byly takie same*.
Przypuszczenie to upadlo wobec faktu, ze paru chlopcéow, maja-
cych rézne wyniki, poslugiwalo si¢ wlasnie ta sama miarka.

A wiec to nie miarka winna. Dzieci wysunely wobec tego inng
ewentualnoéé: ,,myémy zle mierzyli, omylilidmy sie¢“. Wyni-

kla stad sprzeczka, kto lepiej umie mierzyé. Zgodzili si¢ ostatecz-

nie na to, ze wyniki z tego mierzenia sa wszystkie niedokladne.

Tutaj nauczycielka zwrécita uwage na ciag liczb otrzymanych
z pomiaréw. Co w nich zauwazaja? Dzieci po krétkiej obserwacji
stwierdzily, ze wszyscy otrzymali przy mierzeniu 3 cale decymetry,
natomiast czesci dziesigte decymetra prawie u kazdego z mierza-
cych wypadly inaczej.

Stad wniosek: listewka ma napewno troche wigcej niz 3 dm dlu-
goéci, ale mniej, niz 4 dm. Mozemy zatem byé pewni tylko tej
pierwszej cyfry 3.

Dyskutujac z dzieémi dalej w podobny sposéb, ale juz bez dal-
szych pomiaréw, nauczycielka doszla z dzieémi do dwéch waznych
wnioskéw: po pierwsze, zadna z liczb otrzymanych z pomiaréw nie
jest calkowicie dokladna; wszystkie sa tylko przyblizone; po-
wtére, stopienn dok}adnosci zalezy od tego, jakiem narzedziem mie-
rzymy; powinniSmy przytem zgéry okresli¢ z jaka dokladnoécia
chcemy mierzyé lub wazyé.

Zaczela si¢ o tem pogawedka. Dzieci byly troche niemile za-
skoczone faktem, ze nie moze byé pomiaréw calkiem dokladnych.
Niektére méwily ze zmiecheceniem: ,Jedli zadna liczba nie jest
pewna, chocbySmy nawet mierzyli jak najstaranniej, to niewarto
si¢ trudzié®. Zrodzilo si¢ przytem inne pytanie: jeéli wszystkie
otrzymane pomiary sa niedokladne, to ktéra z liczb wybraé, gdy
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trzeba np. w zadaniu podaé dlugoéé mierzonej listewki? Niektére
z dzieci radzily, nie bez slusznoéci, obliczyé przeci¢tna wszystkich
dokonanych pomiaréw i te przecietng wzigé za dlugoéé listewki.

Stad znéw wynikla pogawedka o mierzeniu i wazeniu. Nauczy-
cielka zwrécila dzieciom uwage na to, Zze rézne przedmioty mie-
rzymy z r6zna dokladnoscia. Dzieci same podawaly mnéstwo przy-
kladéw: szose¢ mierzymy w kilometrach, jesli jeszcze zostanie ,ka-
walek” ostatniego kilometra, to mierzymy go w metrach, ale nie
troszczymy si¢ o centymetry; pokoj mierzymy z dok}adnoscia wigk-
8z3, w metrach i centymetrach, ale mala kartke papieru nieraz
mierzymy ,,nawet* w milimetrach. Wegiel wazymy na tonny, na ki-
logramy, ale nie na gramy, ani nawet na dkg, (,,niktby kilku deka
wegla mie sprzedal“.) Ale mozna kupié pare dkg np. drozdzy;
a lekarstwa, np. aspiryne w aptece kupuje si¢ na gramy.

Jako wniosek z tych rozwazan wysunela si¢ sprawa wz gled-
noéci bledu. Jefli wazymy caly wagon wegla, czyli okolo 10
tonn, czy duzo znaczy par¢ kg bledu? A c¢6z méwié o dekagramach!
Ale kupujac 1 kg cukru, bedziemy powaznie etratni, jeéli kupiec
niedowazy paru dkg. Wiec chociaz nie mozemy mierzyé i wazyé
catkiem dokladnie, to jednak mozemy dbaé o to, aby w poré w-
naniu z mierzonym przedmiotem blad nie byl zbyt duzy. Np.
1 em bledu przy mierzeniu podlogi dlugoéeci mniej wigcej 5 m
znaczy niewiele, bo wynosi tylko !/s00 mierzonego odcinka, ale taki
sam blad przy mierzeniu pudelka zapalek, ktére ma okolo 5 cm
dlugoéci, bylby juz bardzo znaczny, bo wynesilby az !/5 mierzo-
nego odcinka.

W konicu nauczycielka rozwazyla z dzieémi t. zw. granice bledu.
Dzieci zrozumialy doéé latwo, ze wyrazenie: dlugoéé odcinka wy-
nosi 6,4 dm w przyblizeniu (albo: z dokladnoécig) do 0,1 dm
oznacza, iz blad w podanej liczbie jest niewigkszy od 0,1 dm; czyli
ze mierzony odcinek moze byé ,naprawde“ conajwyzej o 0,1 dm
wigkszy niz 6,4 dm, albo o 0,1 dm mniejszy od tej liczby. Prawde te
nauczycielka ujela we wzér:

6,3 < 6,4 < 6,5

Na tem zakoniczono prébe. W dyskusji podnoszono jako zarzut
zbyt trudne dla dzieci ujecie sprawy. Czy potrzebnem bylo wpro-
wadzanie dzieci ,,w rozterke duchowa*“ wiadomoécia, ze zadna liczba
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otrzymana z pomiaru nie jest liczba pewna? Czy nie wplynie to
ujemnie na dbaloéé o staranne wykonywanie pomiaréw? Dalej, czy
pojecie granicy bledu nie jest dla dzieci zbyt mgliste i czy nie mo-
znaby go do czasu pomingé?

Nauczycielka, prowadzaca lekcje, bronila swego eksperymentu,
powolujac si¢ na zupelnie dobre wyniki koricowe, natomiast przy-
znala, ze plan, wykonany przez nig (na 2 godzinach lekcji) wykra-
cza cokolwiek po za ramy programu, a wigc moze ulec pewnej re-
dukeji bez szkody dla dalszego ciagu pracy.

Ostatecznie zgodziliémy si¢ na to, ze caly materjal opracowany
jako eksperyment w ciagu 2 godzin, nie bylby ani zatrudny, ani
zbyteczny, gdyby nauczyciel wprowadzal go stopniowo, w miare
potrzeby. Niektore zwlaszcza punkty, np. koniecznoéé okreélania
2gory stopnia dokladnoéci pomiaru, oraz wzglednoéé bledu, nasu-
waja si¢ przy rozwigzywaniu kazdego niemal zadania, opartego nie
na liczbach fikcyjnych, lecz na danych rzeczywistych, otrzymanych
droga pomiaréw; umiejetne wykorzystanie tych nadarzajacych sie
sposobnoéci da wystarczajaca podbudowe dla nauki o liczbach przy-
blizonych.

B. Dzialania na liczbach przyblizonych.

Dzialania z liczbami przyblizonemi, stanowigce réwniez jeden
z trudniejszych odcinkéw programu, nie zostaly na P. W. K. N.
wyprobowane w calej rozciggloéci. Jedynie ktéregoé roku szczegé-
lowiej opracowaliémy dodawanie.

Jako zastosowanie dodawania liczb pomiarowych nadajace sie
do wysnucia pewnych wnioskéw natury ogélniejszej, obraliémy obli-
czanie obwodéw wielokatow. Podane zostaly mianowicie dlugodci
bokéw tréjkata: 2,7 dem, 3,72 dem, oraz 2,36 dem, przyczem dzieci
same orzekly, ze pierwszy z bokéw zmierzono mniej dokladnie, niz
drugi i trzeci. W zwigzku z tem nauczyciel dodal, ze istotnie pierw-
sza liczba jest podana z dokladnoécia do 0,1 dem, druga i trzecia
za§ z dokladnoécig do 0,01 dem. Przy sposobnosci przypomniano
dzieciom, co znacza wyrazenia: z dokladnoéciag do 0,1, do 0,01 itd.
Aby obliczyé dlugoéé obwodu, dzieci zwyklym trybem podpisaty
trzy podane liczby w kolumnie i dodaly je:

Z doswiadczen metodyki rachunkéw 6
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257

3,72

2,36

8,78 dem.

Nauczyciel, nawigzujac do poprzednich rozwazai o stopniu do-
kladnoéci, zaczal wraz z dzieémi dyskutowaé nad otrzymanym wy-
nikiem.

A wiec, jedli pierwszy bok zmierzony byl z dokladnoécia do
0,1 decm, to liczba 2,7 moze si¢ réznié od rzeczywistej o 0,1 dem
»W gore lub wdél“, czyli moze byé od rzeczywistej wigksza albo
mniejsza o 0,1 dem. Stad wniosek, ze w liczbie 2,7 tylko pierwsza
cyfra, tj. cyfra caloéci jest calkiem pewna, cyfra zaé czeéci dzie-
sigtych jest niepewna. Podobne rozwazania na temat dlugoéci dwéch
innych bokéw tréjkata doprowadzily do wniosku, ze w liczbach
3,72 dem, oraz 2,36 dem cyfry stojace na miejscach jednoéci i cze-
éci dziesigtych sa pewne, ale cyfra stojaca na miejscu czeéci set-
nych watpliwa.

Stad juz dzieci same orzekly, ze w wyniku, wynoszagcym 8,78
dem, cyfra czeéci setnych jest niepewna, bo oznacza sume liczb,
o ktdérych nie wiemy, czy 83 dokladne. Tak samo watpliwa jest i cy-
fra, stojgca na miejscu czeéci dziesigtych, bo jeéli przy dodawa-
niu 3 liczb nie jesteémy pewni dokladnoéci choé jednego ze sklad-
nikéw, to i cala suma nie jest pewna. A wiec napewno mozemy tylko
twierdzié, ze obwdd trojkata wynoei wiecej niz 8 dem. Wezmiemy
wige wynik dwueyfrowy, czyli z jednym znakiem dziesi¢tnym,
przyczem ta druga cyfra bedzie watpliwa.

Pozostawala sprawa, czy za wynik wzigé liczbe 8,7, czy tez
8,8 dem. Tutaj nauczyciel sam wyjaénil, ze sluszniej ,dolozyé 2
setne, aby uzupelnié¢ jedna dziesigta, niz odrzucié az 8 setnych.
Wynik zapisano w sposéb nastgpujacy: Obwéd tréjkata wynosi
8,8 dem (w przyblizeniu do 0,1 dem z nadmiarem).

Po kilku podobnych zadaniach, w ktérych dane byly badz po-
dawane przez nauczyciela, badz zdobywane droga pomiaréw przez
dzieci same, wylonil si¢ wniosek, ktéry ze wzgledu na swoja waz-
noéé warto przytoczyé: Jeéli dodajemy kilka skladnikéw w réznym
stopniu dokladnoéci, to suma ma conajwyzej ten stopienn dokladno-
éci, co najbardziej niedokladny ze skladnikéw.
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Z tego wynikl zaraz inny wniosek, natury praktycznej, podkre-
glony przez nauczyciela: jesli pomiary wykonasz niedbale i niedo-
k ladnie, to sumujac otrzymane z pomiaréw liczby, mozesz otrzymaé
sume jeszcze mniej dokladna, ale nigdy nie zdolasz przez wykony-
wanie dzialan poprawié stopnia ich dokladnoéci. Oczywiécie,
wniosek ten dotyezy nietylko dodawania; w zastosowaniu jednak do
innych dzialan powinien byé wyprowadzony osobno.

W dyskusji nad lekecja wylonila sie¢ sprawa i innych dzialan
z liczbami przyblizonemi. Wezyscy stuchacze P. W. K. N. podkre-
glali trudnoéci tkwiace w tym odcinku pracy, tembardziej, ze w zad-
nym podreczniku nie mogli znalezé odpowiednich wskazéwek.
(Bylo to przed r. 1934; obeenie podrecznik ,,Matematyki“ dla
kl. VI Rusieckiego i Zarzeckiego traktuje t¢ sprawe az nadto ob-
szernie).

Z dyskusji wysunely sie¢ wskazania nastepujace, bynajmniej
zreszta nie apodyktyczne:

Do pojecia liczby przyblizonej nalezy przyzwyczajaé dzieci stop-
niowo w klasach V i VI, najpierw polecajac im ,,zaokraglaé“ wy-
niki wyrazone liczbami calkowitemi, o ile owo ,zaokraglenie* thu-
maczy si¢ wzgledami praktycznemi, nastepnie czyniae to samo
w wypadku wyniku ulamkowego otrzymanego z dzielenia. Tak np.

obliczajac koszt ,,6semki“ czyli % kg masta po 3 zl za kg, dziecko

z latwodcig zrozumie, ze nie moze wyplacié 37% grosza; wynik musi
byé zaokraglony z nadmiarem.

Od wyniku przyblizonego przechodzimy do dzialan na liczbach
przyblizonych. Musza one byé poprzedzone szeregiem éwiczen na
mierzenie i wazenie z roéing odpowiadajaca celowi obliczen do-
kladnoécia. Trzeba bowiem, aby dziecko zrozumialo, Zze majac nie-
dokladne dane, musi zawarty w nich blad braé pod uwage przy
ocenie wyniku.

W szczegblnoéci w mnozeniu jaskrawo przejawia si¢ za-
leznoéé dokladnoéci wyniku od stopnia dokladnoéci czynnikéw.
Warto tutaj zacytowaé przyklad podany w ,,Uwagach do progra-
mu“: ,,Jezeli przy ocenie na oko stwierdzimy, ze pokdéj ma od 5
do 6 m dlugosci, od 4 do 5 m szerokoéci i od 3 do 4 m wysokoéci,
to o objetoéci pokoju tyle tylk o mozna powiedzieé, ze zawiera
gi¢ miedzy 60 i 120 m® “.

6*
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To weskazuje, jak bardzo wzrastaja w mmozeniu granice bledu.
Zazwyczaj przy opracowywaniu mnozenia dzieci podnosza protest
przeciwko skreélaniu kilku znakéw po przecinku w wyniku, ktéry
ma pozory wielkiej dokladnoéci. Mnozac np. liczby 3,78.2,16
i otrzymujac wynik az z 4 znakami po przecinku, nie moga sie
pogodzié z tem, ze wystarczy pozostawié w wyniku jeden znak dzie-
sietny. Aby je o tem przekonaé, nalezaloby choé¢ jeden przyklad
przerobié¢ szczegélowiej, zwracajac uwage na gérne i dolne kresy
liczb 3,78 oraz 2,16 i poréwnywujac trzy iloczyny:

3,79. 2,17 = 8,2243
3,78.2,16 — 8,1648
3.77. 2,15 = 8,1055.

Widaé z nich, ze w iloczynie liczb 3,78 . 2,16 nawet pierwsza cy-
fra po przecinku jest watpliwa; jesli zatem jako ostateczny wynik
wezmiemy 8,1 (z niedomiarem) lub 8,2 (z nadmiarem) to bedzie-
my calkiem w porzadku.

Wreszcie jako ostatni punkt dyskusji wysunal si¢ znak, jaki na-
lezy przyja¢ dla odréznienia wyniku przyblizonego od wyniku do-
kladnego. Szlo o to, ze uzywanie znaku réwnania nie powinno mieé
miejsca tam, gdzie w Scislem znaczeniu tego slowa réwnosé nie za-
chodzi. A wiec np. w przykladzie powyzszym nie mamy prawa pi-
sa¢ 3,78.2,16 = 8,2.

Ostatecznie zgodziliSmy si¢ na znak == (znak réwnania z krop-
ka) spotykany najczeSciej w podreczmikach.




11. Pojecie stosunku.

Z dzialu tego przeprowadziliémy kilka lekeyj na P. W. K. N,
jednak ani jedna z nich nie spotkala si¢ w ciggu dyskusji z calko-
wita aprobata ogélu sluchaczy. Oto krétki zarys przebiegu tych
lekeyj.

1) Nauczycielka zaczela od podyktowania dzieciom w duzem
zaokragleniu liczby mieszkanicéw kilku miast polskich.

Warszawa — 1200000
f.6dz Lo 600000
Lwow = 300000
Lublin — 120000 itd.

Z pogadanki o zanotowanych liczbach wyniklo poréwnanie:
najwiecej ludnoéci ma Warszawa, potem L6dz itd. Wéwcezas nauczy-
cielka postawila najpierw pytanie, o ile ludnoéé Warszawy jest
wigksza od ludnoéci Lodzi, Lwowa itd., nastepnie zaé: ile razy
ludnoéé Warszawy jest wicksza od ludnoéci tych miast. Okazalo sie
stad, ze mozna poréwnywaé liczby dwoma sposobami: przez odej-
mowanie i przez dzielenie.

Zatrzymawszy si¢ na tym drugim sposobie, nauczycielka pole-
cila dzieciom zapisaé i obliczyé kolejne ilorazy:

1200000 : 600000 = 2
1200000 : 300000 = 4 itd.

Nastepnie zaé zwrécila uwage na 6w zapis, zapytujac, w jakim
celu wykonaliémy szereg owych dzielen. Pytanie bylo niebezpiecz-
ne, wlaéciwie bowiem trudno w owych obliczeniach doszukaé sie
celu; szczeSciem jednak dzieci, pomne zadwieza, o co szlo w zada-
niu, odpowiedzialy wlaénie tak. jak pragnela nauczycielka: ze
dzielg te liczby, aby si¢ dowiedzieé, ile razy ludnoéé Warszawy
jest liczniejsza od ludnoéci Y.odzi, Lwowa itd.

Teraz nauczycielka wprowadzila wyraz: stosunek. ,,Znalezliémy,
w jakim stosunku znajduje si¢ liczba mieszkanicow Warszawy do
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liczby mieszkancéw f.odzi, Lwowa itd. Czytamy to: stosunek liczby
ludnosci Warszawy do ludnoéci Lodzi réwna sie 2. (Wyslowienie
niedokladne).

Tutaj odezwanie si¢ jednego z uczniéw dalo sposobnosé do dal-
szego rozwinigcia tematu. Wyrazil si¢ on mianowicie, ze ludnoéé
Yodzi stanowi polowe ludnosci Warszawy. Wyniklo stad zagadnie-
nie, jak to zapisaé, a wiec ktéra z dwéch liczb trzeba przez ktéra

podzielié, aby wynik stosunku réwnal si¢ ]T Zapisawszy (z pomoca
nauczycielki) :

600000 : 1200000 = -;—

dzieci otrzymaly odwrdécenie stosunku poprzedniego.

Na nastepnej godzinie nauczycielka polecila dzieciom podawaé
samodzielnie przyklady stosunku dwéch liczb, przyczem zbyt upar-
cie wymagala postugiwania si¢ wyrazem ,stosunek®. Np. gdy dzieci
moéwily w prosty sposéb, ze 120 zl jest dwa razy wiecej niz 60 zi,
ona poprawiala: Stosunek 120 do 60 réwna si¢ 2. Te sztucznosé
ujecia wytknieto jej ostro podczas dyskusji.

W dalszym ciggu, pragnac wprowadzi¢ pojecie tzw. niezmien-
nika stosunku, nauczycielka zaczerpnela przyklad ze zwiazkéw geo-
metrycznych. Polecila mianowicie na malym modelu flagi polskiej
poréownaé dlugosé i szerokoéé. Dzieci stwierdzily, ze stosunek dlu-

gosci flagi do jej szerokoéci wynosi 8 : 5, lub g— Wywigzala si¢ po-

gadanka o flagach: moga byé réinej wielkosci, ale stosunek ich
wymiaréw jest staly(?). Stad latwo juz bylo przejsé do prawa, ze
zwigkszanie i zmniejszanie te¢ sama liczbe razy obu wyrazéw sto-
sunku nie zmienia jego wartoéci.

Dwie inne lekcje, przeprowadzone kolejno przez dwéch nauczy-
cieli z druga grupa dzieci, nie wiele réznily si¢ od powyzszej. Na
réznienia stosunkéw odwrotnych. Z pomoca nauczyciela dzieci do-
szly do wypowiedzi nastepujacych:

Stosunek 375 km : 75 km = 5 pokazuje, ze dlugosé 375 km jest
5razy wieksza od 75 km.

Natomiast stosunek 75 km : 375 km =% pokazuje, ze 75 km

1 e
stanowig CzgscC 375 km.
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W dyskusji zwrécono uwage na niewlaéciwoéé wyrazu ,,pokazu-
je* zamiast ,,znaczy, oznacza® itd.

Trzecia ze wzmiankowanych lekcyj byla poéwi¢cona zagadnie-
niu odwrotnemu: ,znalezé 2 liczby bedace w danym do siebie sto-
sunku®, oraz ¢wiczeniom na upraszczanie stosunkow.

Tak wigc w ciggu tych paru lekeyj program dotyczacy pojecia
stosunku zostal prawie wyczerpany bez wielkich trudéw. Niemniej
w dyskusji, ktéra prowadziliémy odrazu nad wszystkiemi powyz-
szemi lekcjami, posypaly si¢ liczne zarzuty. Podkredlano brak pla-
nowoséci pracy, skoki od jednego pojecia do drugiego, niescistosci
jezykowe itd.

Najwazniejszym jednak i, mojem zdaniem, stusznym byl za-
rzut, ze cala robota nie wiaze si¢ w najmniejszym stopniu
z tem, co dzieci juz umieja, ani tez nie wynika z jakiegokolwiek
praktycznego faktu. Dzieci nauczyly si¢ wprawdzie pisaé i obliczaé
stosunki liczb, lecz absolutnie nie wiedza, na co to si¢ moze
przydaé.

Stad logicznie nasungl si¢ wniosek, ze nalezy dla pojecia sto-
sunku szukaé punktu zaczepienia w materjale wczeéniejszym. Ta-
kim bardzo latwym punktem zaczepienia wydaje si¢ pojecie skali.
Istotnie, dzieci poczawszy od kl. IV postuguja si¢ juz wyrazem skala,
oraz zapisem 1:10, 1:100, lub odwrotnie 10 : 1, 100 : 1 itd. Wie-
dza réwniez co znaczy: rysunek powigkszony w skali 2 : 1, rysunek
zmniejszony w skali 1 :5 itd. Wystarczyloby zatem wyraz ,skala®
zastapi¢ od czasu do czasu (nie rugujac go calkiem) wyrazem
»Stosunek®, aby mieé juz pierwsze podejicie do tematu. Mozemy
przecie z réwna slusznoécig wyrazaé si¢: rysunek zmniejszony w sto-
sunku 1 : 10, jak i w skali 1 :10.

Stad juz tylko jeden krok do rozszerzenia pojecia stosunku z za-
gadnien geometrycznych na wszelkie inne; nalezaloby tylko wyszu-
kaé i wybraé takie fakty matematyczne, w ktérych istotnie wyraz
»stosunek ma zastosowanie w praktyce zyciowej. A wiec sklad wielu
mieszanin i zwigzkéw, jak powietrza, mleka, itd. Stosunek tlenu do
azotu w powietrzu (=21 : 79), préby metali, spadek lub wzrost cen
réznych produktéw nasuwaja materjal do latwych i pozbawionych
sztucznoéci obliczen. Stad proste przejécie do t. zw. podzialu liczby
w danym stosunku, oraz do znajdowania jednej z dwéch liczb na
zasadzie jej stosunku do drugiej. Tu réwniez nadawaloby si¢ zasto-
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sowanie pewnych wykreséw, co zreszta omawiam szczegélowo
w osobnym rozdziale.

Ogolnie jednak, pomimo zacytowanych powyzej przykladéw za-
stosowania pojecia stosunku, w dyskusji przewazalo przekonanie,
ze poza geometrja (skala) trudno jest w tym zakresie dobraé te-
maty zadan, ktéreby nie tracily sztucznoécig; tembardziej, ze nie-
wiele pozniej wprowadzenie pojecia procentu da moznosé zastgpie-
nia stosunku dowolnego stosunkiem procentowym o wiele praktyecz-
niejszym 1 czeSciej uzywanym.



12. Pojecie procentu.

Lekeyj i dyskusyj ma temat wprowadzenia pojecia procentu
bylo na P. W. K. N. bardzo wiele, przyczem pewne pomysly i wat-
pliwoéci co roku niemal si¢ powtarzaly. Gl6wnie jednak zarysowaly
sie dwie koncepcje, powszechnie zreszta znane, ktére jednego z lat
ubieglych zostaly kolejno wyprébowane na dwéch grupach tej sa-
mej VI klasy.

~Na jednej z grup nauczyciel zwigzal pojecie procentu z poje-
ciem stosunku.

Zaczal od latwych éwiczen, znanych juz dzieciom z lekeyj po-
przednich: obliczyé stosunek 1 em do 1 m, 1 dkg do 1 kg, itd., a na-
stepnie obliczyé stosunek 3 em do 1 m, 7 em do 1 m itd. Dzieci wy-
konywaly te éwiczenia bez wahania, obliczajac ustnie, a potem za-
pisujac:

— . P— l
lcm.lm—l.lﬂﬁ—m

3em:1m=3:100 = Tgﬁ itd.
Po szeregu takich éwiczen, oraz po kilku éwiczeniach odwrot-
1_(1)5’ dzieci na polecenie nauczyciela od-
czytywaly wynotowane stosunki: jeden do stu.., trzy do stu..

nych, np.: ile em:1 m =

itd., przyczem nauczyciel kazdorazowo kladl nacisk na owe wy-
razy ,do stu“. Wéwczas nauczyciel wprowadzil ,,nowy sposéb pi-
sania®. .

»Bedziemy pisali tylko licznik stosunku, np. 1, a zamiast mia-
nownika 100 napiszemy znaczek, zlozony tak samo jak liczba 100,
z 2 koleczek i kreseczki; oto tak: 1%. Tu ze strony dzieci da} sie
slyszeé ucieszony glos: to procent! Calkiem tak, jakby spotkaly do-
brego znajomego.

Nastgpilo pisanie i czytanie poprzednich stosunkéw w postaci
procentéw 1:100=1%, 3:100= 3% itd., przyczem nauczyciel
wyjaénil znaczenie wyrazu ,,procent” (pro — cent = od stu).
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Dotychczas dzieci nie napotykaly na zadne trudnoéci; teraz jed-
nak nalezalo przejéé do obliczenia procentu nie od jednej setki,
ale od wigkszej liczby setek. I tutaj nauczyciel poslugiwal si¢ w dal-
szym ciggu pojeciem stosunku. Biorgc za podstawe stosunek
1:100 = 1%, zapytal, ile cm nalezy wziaé na 2 m, aby réwniez
otrzymaé stosunek 1 : 100 czyli 1%; taksamo ile cm przypada na
1% od 3 m, od 5 m itd.

Tu pozadane bylo oprzeé si¢ na jakiem§ prostem zadaniu np.:
zrobiono roztwér soli, biorge na 1 kg wody 1 dkg soli, czyli bio-
rac iloéé soli do iloéci wody w stosunku 1 : 100; ile soli nalezaloby
wzigé na 2, 3, 4 kg takiego samego roztworu?

Z kolei nauczyciel przeszedl do obliczania (wcigz na zasadzie
stosunku) 2%, 3% itd. pewnej wielkoéci. A wiec stosunek 4 cm
do 1 m. stanowi 4 : 100 = 4%. Jeéli za§ weimiemy 4% nie od
1 mlecz od 2 m (3 m, 4 m) to ile cm stanowi 4% ,wzgledem®
2 m? Inaczej, ile cm jest do 2 m w stosunku 4 : 100? Znéw tutaj
sprawa stalaby si¢ o wiele jaéniejsza, gdyby nauczyciel zastosowal
zadanie, np.: W mleku jest 3% tluszczu; co to znaczy? (3 dkg na
1 kg; 3 :100). Ile thuszczu bedzie zatem w 2, 3, 4 kg mleka?

To pomijanie konkretnych zastosowan stalo si¢ przyczyna pew-
nych zawahan w odpowiedziach dzieci. Zadania nastgpily dopiero
na drugiej godzinie lekcji. Rozwigzywano je metoda nast¢pujaca:

W szkole jest 700 uczniéw; pewnego dnia bylo nieobecnych 8%
uczniéw. Ilu uczniéw brakowalo? Dzieci objaénialy: 8% to znaczy
8 na 100 (8 do 100, 8 od 100); przyczem pisaly te slowa w postaci
stosunku 8 : 100. Jedli na 1 setke uczniéw brakowalo 8, to na 7 se-
tek — 7 razy tyle. Jak widaé, dzieci rozpoczynaly prace od oblicze-
nia liczby setek w ogdlnej liczbie uczniéw, co zreszta w tym wy-
padku, wobec latwoéci danych i dzialan, dokonane zostalo w pa-
mieci i uwidocznilo si¢ dopiero w zapisie zadania:

8.700 700.8
T i 1)

Gdy jednak nastgpily zadania z liczbami trudniejszemi, np.
obliczyé liczbe Polakéw (69%) w ogélnej liczbie mieszkancéow War-
szawy (1200000), dzieci zaczely robote od piémiennego obliczenia
liczby setek w liczbie ludnoéci Warszawy. Jeszcze wyrazniej uwy-
datnilo si¢ to przy obliczaniu rabatu w tabelce zakupéw do skle-
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piku szkolnego (zadanie wykonane w klasie; sprawdzenie mialo by¢
dokonane w domu).

Rabat Rabat

Iloéé towaru| Cena | Wartosé w oF w 2 Do zapl.

8 ksiazek 3.25 5%
15 tuz. zesz. 1.20 129%
1 pud. oléw.| 4.00 159,

Z trzech podanych kolumn dzieci musialy uzupelni¢ pozostale.
W rubryce wartoéci otrzymaly wprawdzie caltkowite liczby zlotych,
ale nie calkowite setki; ‘poradzily sobie jednak, zamieniajac zlote
na setki groszy. Pozatem przerobienie calej tabelki, lacznie z obli-
czeniem ogodlnej wartoéci towaru i ogélnej kwoty naleznej za to-
war, nie nasunelo trudnoéci.

Ale oto nauczyciel zapytal, jak sprawdzié¢ wyniki calej roboty.
Szlo mu o poréwnanie ogélnej wartoéci towaru z dwoma jej sklad-
nikami: rabatem obliczonym w zlotych i kwota pozostajaca do za-
placenia. Dzieci jednak zrozumialy to inaczej; zaproponowaly, aby
dodaé procenty (5% +12% +15%!) i obliczyé od calej war-
toSci towaru 6w zsumowany procent (32%). Blad zostal wprawdzie
latwo wyjaéniony; wskazuje on jednak, ze pojecie procentu jako
stosunku dwdch liczb wyrazonego w zaleznoéci od liczby 100 nie jest
dla dzieci latwo dostepne.

Inaczej i proéciej poradzila sobie z pojeciem procentu nauczy-
cielka w drugiej grupie dzieci. Kazala kolejno oblicza¢ w pamieci,

ile cm stanowi L metra it oy m, a otem-—l— trzech m
¢ ! Too N, TRl i e 100 g
3 ) g . 25 Mo T i . 6

T trzech m; ile aréw stanowi 750 ha, ile litréw stanowi Too CZte-

. Pl A . .
rystu 1, ile 2} stanowi = dwustu 2z} itd. Zapisawszy to co obli-
czyly, dzieci otrzymaly szereg réwnosci:

-4 m=1cm
100
50
So0 ™ = 50 cm
1 .
o trzech m = 3 cm itd.

£ . B g W, ol 1 Ak
Wowezas nauczycielka umoéwila sie z dzieémi, ze Too czese



02

caloéci, nazywaé beda 1 procentem i wprowadzita zapis: 1%,

2
100
sprowadzone zostalo do znajdowania ulamka danej caloéci wyrazo-
nego w czeéciach setnych, przyczem dzieci niejednokrotnie s a m o-
rzutnie zastgpowaly 6w ulamek o mianowniku 100 innym ulam-
50 1
100 — 2

100

=2% itd. Tym sposobem znajdowanie procentu danej caloéci

kiem prostszym, piszac np. 50% = i obliczajac potowe da-

nej caloéci.

Zadania na obliczanie procentu poszly juz dalej calkiem gladko;
obliczajac 1%, 2%, 25% danej liczby, dzieci mnozyly ja przez ula-
1 2 25
100° 100° 100
pracy do znanej dawniej czynnoéci znajdowania czeSci na zasadzie:

mek lub % itd., a wiec wlaczyly ten nowy odcinek
caloéci. O to wlaénie nauczycielce chodzito.

Nastepna lekcje prowadzitam sama z obu grupami razem i mia-
lam sposobnoéé stwierdzié, jak szybko druga grupa, dla ktérej po-
jecie procentu bylo jednoznaczne z pojeciem ulamka o mianowniku
100, narzucila swdj spoeéb rozumienia rzeczy grupie pierwszej,
dla ktérej procent by} szczegélnym wypadkiem stosunku dwéch
liczb. Z calej grupy nie 2znalazt si¢ nikt, ktoby prébowal roz-
wigzywaé zadania metoda, wskazana w pierwszej lekcji; nawet
woéwczas, gdy dobor liczb w zadaniu nadawal sie raczej do zastoso-
wania pojecia stosunku (,,do stu“, ,,od stu*, ,na sto“), np. gdy
caloé¢ skladala sie z okraglej liczby setek, dzieci wolaly postugiwaé
si¢ mnozeniem przez odpowiedni ulamek.

To dowodzi, jak dalece prostszem i blizszem umystowi dzieci
jest pojecie procentu jako ulamka z'mianownikiem 100.

Dalszy ciag pracy poszedl! z obiema grupami nadspodziewanie:
tatwo. Dzieci doszly same do rozwigzywania zadan na znajdowanie
tzw. ,kapitalu®“. Mialy np. rozwigzaé zadanie, dotyczace budietu
miesiecznego: ,,Z zarobku miesi¢ecznego przypada 26% na komorne,.
55% na zywnoéé, 8% na opal, éwiatlo, ubranie i inne wydatki, 25
zlotych na nauke dzieci, 1% odlozono do P. K. O. Obliczyé zarobek
miesieczny®.

Nie zawahaly si¢ ani na chwile przed rozwiazaniem, jakkolwiek
liczbe 25 zl, stanowiaca klucz do rozwigzania, umieécilismy celowo:
nie przyv koricu tekstu, lecz poéréd innych danych. Co wieeej, gdy
poczatkowo podyktowano im przez omylke bledne dane (75% na:
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zywnoé¢), spostrzegly blad natychmiast: 100% to caly zarobek, wiec
wydatki nie moga przewyzsza¢ 100%.
Taksamo latwo dzieci same wpadaly na myél zamiany stosunku

wyrazonego w ulamku zwyczajnym na stosunek procentowy, rozu-
mujac w sposéb nastepujacy: % = %, czyli 20%. I tutaj wiec
oparly si¢ na pojeciu procentu jako ulamka.

W dyskusji na P. W. K. N. doszliémy do wniosku, ze pojecie pro-
centu jako ulamka o mianowniku 100, jest nietylko dla dzieci naj-
Yatwiejsze, ale i najbardziej praktyczne. Gdy bowiem stosunek pro-
centowy (,,do stu®, ,,od stu® itd.) wymaga szukania w tzw. kapitale
liczby setek, co moze byé czesto niewygodne, mnozenie przez ula-
mek o mianowniku 100 klopotu nie nasuwa. W szczegélnoécei prak-
tycznoéé tego ujecia wystepuje przy obliczaniu odsetek od liczb
mniejszych niz 100.

Przytem procent pojety jako pewien ulamek (wlasciwy, lub nie-
wladciwy: 120%) danej caloéci, staje si¢ dla dzieci pojeciem o wiele
ogolniejszem; nie narzuca bowiem wylacznie skojarzen z operacja-
mi pienieznemi, jak to si¢ czesto dzieje, gdy procent zwigzany jest
z wyrazeniem ,0d stu®“ (np. zysk od stu itd.).

To nie przeszkadza zreszta w dalszych etapach nauki o procen-
tach wdrazaé¢ dzieci praktycznie w rézne sposoby techniczne roz-
wigzywania zadan na procenty, nie wylaczajac i ujecia procentu,
jako stosunku.

Tak np., niech uczen ma do rozwigzania zagadnienie na temat
obliczania stopy procentowej: ,,Na 388600 km? obszaru Polski jest
255900 km? ziemi uzytkowanej rolniczo. Jaki to % calego obszaru?‘

Narzucaja si¢ wowczas miedzy innemi dwie metody:

a) Biorac caly obszar Polski za 100%, obliczyé 1% obszaru, a po-
tem stosun ek obszaru zuzytkowanego rolniczo do 1%.

b) Obszar ziemi zuzytkowanej rolniczo wyrazié jakoutamek
(zwyczajny, lub dziesi¢tny) obszaru calego panstwa i ulamek ten
wyrazi¢ jako %. Wybér metody pozostawiamy uczniowi.






LEKCJE I DYSKUSIJE
NA TEMATY GEOMETRYCZNE
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1. Katy.

Wprowadzenie pojecia o katach wedlug obecnego programu
uskutecznia si¢ na dwéch poziomach: w kl. IV, gdzie zaznajamiamy
dzieci wylacznie z katem prostym, oraz w kl. V, gdzie pojecie kata
zostaje rozszerzone na wszelkie katy w zakresie 360°.

Z klasg IV prawie nie mieliémy do czynienia na P. W. K. N., wo-
bec czego nie mam z tego zakresu zadnego bezpoéredniego mate-
rjalu doéwiadczalnego. Moge jednak z obserwacyj réznych lekeyj
poza kursem, oraz z dyskusyj w ktorych bralam udzial, sformulo-
waé pare wskazéwek, majacych raczej charakter negatywny, czyli
omawiajacych te sposoby wprowadzenia pojecia kata, ktore ze wzgle-
déw matematycznych lub metodycznych sa zasadniczo bledne.

Do takich w pierwszym rzedzie nalezy ,,wycinanie* kata z pa-
pieru badz w formie wycinka kolowego, badZz w formie 2 waskich
listewek (rys. 9 aib).

"]

Rys. 9a

Moglam niejednokrotnie sprawdzié, ze to si¢ praktykuje, a bo-
daj nawet w niektérych podrecznikach spotykalam odnoéne ry-
sunki. Widzialam réwniez piekne zeszyty dzieciece z ponakleja-
nemi ,.katami“ w réznych barwach.

Wprowadzajqc takie wycinanki, popelniamy podwéjny blad.
Popierwsze: matematyczny. Kat bowiem, jako figura niezamknieta,
nie moze byé uzmyslawiany przez jakiegokolwiek ksztaltu wycinek
papierowy, ktéry przez sam fakt ,,wyciecia“ go z papieru jest ze

Z doswiadczen metodyki rachunkéw 7
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wszystkich stron ograniczony. Nie mozemy zatem kata wycigé; mo-
zemy jedynie wyciaé figure zamknigta, np, wielokat, do ktdrej wcho-
dza katy, jako jej elementy skladowe.

Powtére: popelniamy blad metodyezny, dajac dziecku falszywe
pojecie kata. Caly szereg zasadniczych wlasnoéci kata, jak np. nie-
zaleznoéé wielkoéci kata od dlugoéci jego ramion, pojecie katéw przy-
leglych, katéw wierzchotkowych, wreszcie pojecie katéw réwnych,
sumy i réznicy katéw, skutkiem Zle wybranego modelu nie docho-
dzi wcale do éwiadomoéei dziecka, powodujac w nastepstwie cal-
kiem dowolne i dziwaczne ekojarzenia.

Jako przyklad opacznie zrozumianego pojecia kata przytaczam
fakt z wlasnego doéwiadczenia, z czaséw, gdy pojecie kata prostego
wprowadzano o dwie klasy nizej niz obecnie, bo juz w kl. IIL
Dziecko w kl. V (a wiec po trzech latach operowania wyrazem
»kat“), zapytane przeze mnie o katy prostokata, odpowiedzialo po-
prawnie, ze prostokat ABCD ma 4 katy proste, przyczem wska-
zalo palcem wierzcholki katéw, wymieniajge stojace przy nich li-
tery A, B, C i D.

B 1 C

A D

Rys. 10

Na zgdanie jednak, aby wskazalo ramiona katéw, wekazalo od-
cinki AB i AD jako ramiona kata A (rys. 10) oraz odcinki CB
i CD jako ramiona kata C. Natomiast o katach B i D orzeklo, ze
nie maja ramion, bo wszystkie boki prostokata ,juz poszly“ na
tamte dwa katy. Czy moze byé bardziej falszywe pojecie kata po
trzech latach nauki?

Inny sposéb wprowadzenia pojecia kata polega na zwigzaniu tego
pojecia odrazu od poczatku z lukiem okregu, na ktérym dany kat
érodkowy si¢ opiera, z katomierzem i miara kata. I to podejécie
réwniez budzi zastrzezenia: kat nie moze mierzyé si¢ ,lukiem“ jak
to pospolicie (i blednie) sie méwi, lecz tylko innym katem, obra-
nym za jednostke¢ miary. Dopiero po ugruntowaniu pojecia kata,
jako calkiem odrebnego gatunku wielkoéci geometrycznych, moze
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przyjsé zestawienie go z tukiem, oraz zwrécenie uwagi na odpowied-
niosé stopni lukowych i stopni katowych.

I tu nasuwa si¢ pytanie, w jaki sposéb uzmyslowié, objaénié
i utrwali¢ pojecie kata w pierwszem stadjum nauki?

Prof. Rusiecki i Zarzecki w swym podreczniku ,,Matematyki*
dla kl. IV, zgodnie z programem M. W. R. i O. P., proponuja po-
prostu kartke papieru zlozona we czworo. Niewatpliwie jako mo-
del kata prostego kartka taka wystarcza: rozlozona, ilustruje wybor-
nie dwie proste prostopadle i cztery katy proste przez nie utwo-
rzone; zlozona sluzy za pierwowzér ekierki. Natomiast o ile chcie-
libysmy rozszerzyé pojecie kata poza ten jeden szczegélny wypa-
dek, musielibyémy uciec si¢ do takiego modelu, ktéryby dzieki ru-
chomoéci ramion kata, oraz mozliwoéci ich skracania i przedluza-
nia pozwalal wyodrebnié kat z poéréd innych figur, oraz dawal ja-
sny obraz katéw réwnych, nieréwnych, kata malego o dlugich ra-
mionach lub odwrotnie itd. _

Zdaje mi si¢, ze za model kata moga caltkiem dobrze sluzyé badz
dwa mozliwie cienkie patyczki, dajace si¢ nachylaé i rozchylaé, badz
dwie kreski narysowane na tablicy. Wszelkie inne modele budza
watpliwoéci. Praca zwiazana z powyzszym modelem jest juz jednak
etapem drugim, odpowiadajacym wedlug programu klasie V.

Ten drugi etap pracy przerabialismy dwukrotnie (w ciagu
dwéch lat kolejnych) na P. W. K. N.

W pierwszym roku nauczycielka przystapila do pracy bez zad-
nych z goéry przygotowanych modeli. Poprostu nakreélila na ta-
blicy pélprosta i przylozyla cienka paleczke tak, aby pélprosta i pa-
leczka utworzyly kat. Nachylajac paleczke ku prostej wprowadzila
pojecie zmniejszania kata, oraz doprowadzila dzieci do pojecia
kata ,,zerowego* podajac im zarazem (czy nie zawczeénie?) ten ter-
min. Z kolei, odchylajac paleczke¢ od prostej, doszla do pojecia
kata prostego, p6lpelnego i pelnego. W koncu, postugujac sie¢ weiaz
temi samemi pomocami, wprowadzila pojecie kata ostrego, czyli
mniejszego od prostego, oraz rozwartego jako wiekszego od pro-
stego. Jako zastosowanie, postuzyly éwiczemia gimnastyczne: zwrot
o po6l obrotu, o éwieré obrotu, a wiec o kat pélpelny, prosty itd.
- Dla wprawy dzieci same kreélily i rozpoznawaly niektdére z poéréd
powyzszych katéw.

7*
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Jak widaé stad, lekcja miala charakter czysto teoretyczny, bez
jakiegokolwiek (sztucznego czesto) ,,nawigzywania do zycia®.

W nastepnym roku wypadlo opracowaé ten sam temat z inng
grupa sluchaczy. Opracowanie to o tyle réznilo si¢ od poprzednie-
go, ze nauczyciel zaopatrzyl si¢ w kolo tekturowe z dwiema wska-
zéwkami z drewna. Jedna ze wskazéwek pozostawala stale w po-
lozeniu poziomem, podczas gdy druga obracala si¢ dookola érodka
okregu.

Lekcja zaczela sie od dokonanego wespét z dzieémi opisu kata,
a wiec od wyodrebnienia wierzcholka, ramion, obszaru kata; potem
za§ wprowadzono pojecie réznej wielkosci katéw w porzadku naste-
pujacym: kat zerowy, pelny, pélpelny, prosty, ostry, rozwarty.
W dyskusji nauczyciel zaznaczyl, ze celowo od kata zerowego prze-
szedl odrazu do kata pelnego, aby przez calkowity obrét wskazowki
daé dzieciom moznoéé odréznienia kata zerowego od pelnego, cho-
ciaz w obu wypadkach polozenie ramion kata jest identyczne. Tak-
samo celowo zwigzal bezposrednio obraz kata péipelnego z obrazem
kata pelnego.

Zgadzajac si¢ zasadniczo z planem i treécia lekeji, zakwestjono-
wano jednak owo tekturowe kolo, na tle ktérego wskazéwka sie
obracala. ,,Poco to kolo? Czy nie sluszniej byloby wyodrebnié sam
kat i jego ramiona bez wprowadzania momentéw zbednych?

Istotnie, moze krytycy mieli slusznoéé; natomiast na obrone¢ po-
mystu moznaby rzec, ze tak przygotowany przyrzad niewatpliwie
w umysle dzieci skojarzyl si¢ z dobrze im znanym przedmiotem,
zegarem, a tem samem ulatwil orjentowanie si¢ w nowych pojeciach
i dal sposobnoéé do szeregu éwiczenr zwigzanych z katami, ktére
tworza wskazéwki zegara o réinych godzinach. Zarazem kolo owo
moglo stanowi¢ moment przejéciowy do innego przyrzadu, do kato-
mierza, z ktérym dzieci mialy si¢ juz na nastepnej lekcji zazna-
jomié.

Streszczajac rozwazania powyisze, doszlimy w dyskusji do
wniosku, Ze na poziomie kl. V pojecie kata oparte na pojeciu
obrotu nie jest dla dzieci zbyt trudne. Natomiast pozostala nieroz-
strzygnieta doéwiadczalnie watpliwoéé, czy jest mozliwem obejéé
si¢ bez uprzedniego opracowania pojecia kata w zakresie kata
mniejszego od poélpelnego. Czy nie byloby slusznem poprzedzié
demonstracje calkowitego obrotu, demonstracja zwigkszania
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i zmniejszania kata przez nachylanie, wzglednie rozchylanie ra-
mion (dwéch olé6wkéw, dwoch patyczkow), a takze kresleniem ka-
tow réwnej wielkoéci, lecz rézniacych si¢ dlugoicia ramion? Wy-
probowaé tego nie mogliémy, gdyz obie lekcje opisane powyzej od-
bywaly si¢ w klasach, w ktérych z powodu stosowania dawniejszych
programéw dzieci juz w kl. IV mialy sporo do czynienia z katami,
a nawet z katomierzem, co zreszta nie przeszkadzalo im kwalifi-
kowaé jako wigkszy ten kat, ktéry mial dluzsze ramiona.

Gdyby przyjaé uzyteczmoéé tych éwiczenn poérednich, wowczas
cala nauka o katach podzielilaby si¢ na cztery etapy:

a) W klasie IV zaznajomienie z katem prostym i z uzyciem
ekierki.

W klasie V: b) pojecie kata wigkszego i mniejszego od kata pro-
stego; zmniejszanie i powiekszanie katéow w zakresie kata poétpel-
nego; przedluzanie i skracanie ramion kata.

¢) Kat jako miara obrotu; katy w zakresie kata pelnego.

d) Mierzenie katéw; jednostka miary; przyrzad: katomierz; od-
powiedniosé katow i tukéw.

Te cztery etapy przerabiacby nalezalo w oparciu o inne figury
geometryczne, ktére w danym okresie dziecko poznaje. A wiec etap
pierwszy wiaze si¢ éciéle z pojeciem i kresSleniem prostokata; drugi
z réwnoleglobokiem i trojkatem (tj. z opisem i kreéleniem tych
figur) ; trzeci i czwarty z okregiem, promieniami i fukami kola.

Tak opracowana nauka o katach uchronilaby przypuszczalnie
dziecko od bledéw, o ktérych byla mowa powyzej, a zarazem w zu-
pelnoéci uczynilaby zadoéé dwom waznym zasadom metodycznym:
zasadzie ciagloéci, oraz zasadzie stopniowania trudnoéci.



2.0krag kota.

Mierzenie okregu przeprowadzone zostalo w kl. VI naszej szkoly
éwiczen droga nastepujaca: Dzieci podzielone na trzy grupy otrzy-
maly od nauczyciela tekturowe krazki o réznych promieniach: 2 em,
3 ecm i 4 cm. Przypomniawszy, jak obliczaly obwody prostoka-
téw, trojkatéow i innych wielokatéw, nauczyciel postawil dzieci od-
razu wobec zagadnienia: jak obliczyé obwéd kola?

Odpowiedzi wszystkich dzieci byly zgodne: nalezy obwiesé kolo
sznureczkiem i zmierzyé sznurek. Technicznie jednak okazalo sie¢
to doéé trudnem, zwlaszcza gdy dotyczylo kola, ktore uprzednio nau-
czyciel nakreslil na tablicy. Dzieci probowaly przypinaé sznurek do
okregu szpileczkami; taki sposéb jednak dawal bardzo niedokladne
wyniki, jak to mozna bylo na oko odrazu zauwazyé.

Przerwawszy narazie proby z kolem, nakreslonem na tablicy,
nauczyciel poradzil dzieciom powrécié do krazkéw wycietych z gru-
bej tektury, ktére od niego otrzymaly na poczatku lekeji. Tu praca
okazala si¢ latwiejsza; przyczem dzieci z wlasnej inicjatywy obmy-
§lity dwa sposoby mierzenia: jedne owijaly krazek dostarczonemi
przez nauczyciela paskami papieru milimetrowego, inne za$ toczyly
krazek po nakreSlonej w zeszycie linji prostej, a nastgpnie mierzyly
otrzymany odcinek.

Wyniki w kazdej z 3 grup byly mniej wiecej zblizone.

Wowezas nauczyciel dla kazdej z trzech grup z osobna wynoto-
wal tabelke zlozona z trzech rubryk: 1) Obwédd kola, 2) Srednica,
3) stosunek obwodu do $rednicy.

Pierwsze dwie kolumny w tabelce dzieci wypelnialy wedlug do-
konanych pomiaréw; liczby w trzeciej kolumnie musialy byé do-
piero obliczone, przyczem nauczyciel polecil dzieciom dokonaé tych
obliczen z dokladnoécia do drugiego znaku dziesigtnego. Prawie
~wszystkie otrzymaly 3 caloéci z ulamkiem, niektére nawet 3,14.
W kilku wypadkach, gdzie wynik nazbyt odbiegal od tej ostatniej
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liczby, szczegdlniej zaé gdy blad wystepowal juz na miejscu caloéei,
nauczyciel polecal powtérnie dokonaé pomiaréw i obliczen.

Z szeregu liczb, otrzymanych w trzeciej kolumnie, dzieci zdotaly
wywnioekowaé, ze stosunek okregu do érednicy wynosi stale przeszlo
3. Wtedy nauczyciel powiedzial dzieciom, ze, tak jak si¢ tego domy-
glaly, obwéd kola jest zawsze przeszlo 3 razy wiekszy od éred-
nicy, mianowicie 3,14 razy wiekszy.

Dzieci przyjely to do wiadomoéeci, poczem nastgpilo ,spraw-
dzanie“ na réznych kolach, i pogawedka o tem, dlaczego to nie-
wszystkie dzieci otrzymaly ten sam wynik, oraz o tem, czy liczba
3,04 calkiem dokladnie wyznacza stosunek dlugoéci okregu do
érednicy. Dalsze lekcje poéwiecono zadaniom na obliczanie dlugoéci
okregu wedlug podanej érednicy lub promienia i odwrotnie, oraz
‘wprowadzeniom symbolu 7 i wzoru 2 nr,

Nad powyzszym odcinkiem pracy wywigzala si¢ ozywiona dy-
skusja, ktora doprowadzila do wnioskéw nastepujacych:

Mierzenie dlugosci okregu, oraz poréwnywanie jej z dlugosciag
érednicy nie wyczerpuje jeszcze zagadnienia. Nie sam fakt mierze-
nia jest najwazniejszy, a nawet i nie dodwiadczalny proces zdoby-
wania liczby sn,lecz fakt stalego stosunku zachodzacego
w kazdem kole miedzy okregiem i érednica. Ze linja okregu jest
dluzsza od érednicy, widaé to odrazu; czy jednak w kazdem kole
stosunek okregu do érednicy jest ten sam, tego z pomiaréw bezpo-
érednio wywnioskowaé nie mozna. Zapytajmy pierwszego dziecka,
ktore zmierzywszy w cm swéj okrag i érednice, otrzymalo np.
liczby 30 cm i 10 cm, ile razy érednica jego kola mieéci si¢ w dlu-
goéci okregu; dziecko odpowie: 3 razy. Lecz sasiad jego, ktory
z pomiaréw analogicznych otrzymal np. liczby 20 cm i 6 cm, odpo-
wie: U mnie jest inaczej; érednica m o j e go kola miesci si¢ w okre-

gu 3% razy. Obaj nie beda bynajmniej przeiwiadczeni, ze odpo-

wiedz w obu wypadkach powinna byé ta sama.

Jeéli nie chcemy tégo przeswiadczenia narzucaé (jak to wlaénie
uczynil nauczyciel na swej lekeji pokazowej), musimy czynnoéé
mierzenia poprzedzié pewna liczba éwiczen przygotowawczych.

A wiec 1) Wielokaty foremne, jak tréjkat réwnoboczny, kwa-
drat, nasung podczas mierzenia obwodéw natychmiastowe spostrze-
#enia, ze stosunek obwodu wielokata do jego boku jest staly dla
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kazdego z wielokatéw; np. dla trojkata wyraza sie liczba 3, dla kwa-
dratu liczbg 4 itd., niezaleznie od dlugoéci danego boku. Stad wy-
niknie pytanie, czy obwéd kola czyli okrag tez pozostaje w stalym
stosunku do swego promienia lub do swej érednicy?

2) Dzieci zauwaza latwo, ze kola o dluiszej érednicy maja
dtuzszy okrag. Droga doswiadczalng mozemy doprowadzié do spre-
cyzowania powyzszego spostrzezenia: kolo o érednicy 2, 3, 4 razy
dluzszej ma tez i okrag 2, 3, 4 razy dluzszy. To bedzie juz drugi
krok ku pojeciu o stalym zwigzku miedzy okregiem i érednica.

3) Polecamy dzieciom wpisaé w kolo szesiciokat foremny (rys.
11); technika tej konstrukcji jest atwa i pozwala odrazu na zna-
lezienie zwigzku miedzy obwodem szeiciokata a promieniem kola:
obwéd szeiciokata = 6 promieni, czyli 3 Srednice.

\
\
\
\
\

=

\
\
\
X
(TGRS

Rys. 11

Na tem samem kole niech dzieci opisza kwadrat (kreélge styczne
rownolegle do dwéch prostopadlych érednic). Z samej techniki ry-
sunku dzieci spostrzega, ze obwdd tego kwadratu wynosi 4 érednice.
A wiec dlugoéé okregu, ktoéra, jak odrazu widaé z rysunku, jest
wieksza od obwodu szeéciokata, a mniejsza od obwodu kwadratu,
muel wynosié wiecej niz 3 érednice, a mniej niz 4 érednice, czyli 3
»z ulamkiem®.

Teraz dopiero po powyzszem przygotowaniu dzieci zabieraja si¢
do mierzenia okregéw i érednic, a nastgpnie do obliczania ich sto-
sunku. Jeéli wéréd liczb, obliczonych z dwoma znakami dziesiet-
nemi, powtarza sie liczba 3,14 — tem lepiej; nauczyciel podchwyci
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ja 1 ustali, jako te liczbe, wedlug ktorej obliczaé bedziemy dlugoéé
okregu. Ze liczba ta jest tylko liczba przyblizong, to rozumie sie
samo przez si¢; wszak dlugoé¢ okregu i dlugoéé srednicy otrzyma-
lifmy z pomiar6éw, a dzieci wiedza juz, ze nigdy nie mozemy cal-
kiem dokladnie pomiaréw dokonaé. Gdyby jednak nawet zadne
z dzieci, czego nie przypuszczamy, nie natrafilo na liczbe 3,14, prze-
bieg pracy nic si¢ przez to nie zmieni, bowiem ostatnim etapem
pracy bedzie pogadanka historyczna o tem, jak to ludzie szukali
liczby ,,7“; a wowezas nauczyciel bedzie mial sposobnoéé podaé
. wartoi¢ liczby 7 w réznem przyblizeniu i dojé¢ z dzieémi do umo-
wy, ze przyblizenie z dwoma znakami dziesi¢tnemi wystarczy na
codzienny uzytek.



3. Pole kola.

Préby, ktére postaram si¢ opisaé, zrodzily si¢ w wyniku dlugiej
dyskusji, majacej na celu zbadanie, czy sposéb obliczania pola kola
moze byé podany dzieciom droga doswiadczalna, czy tez raczej
dodwiadczenie winno byé jedynie sprawdzianem wzoru, narzuconego
dzieciom z gory.

Wiegkszoéé dyskutujacych stala na stanowisku, ze zasadniczo na-
rzucanie dziecku gotowych wzoréw jest rzecza niewskazang i sto-
sowane byé moze jedynie w wypadkach wyjatkowych, jako zle
konieczne. Stad wyniklo dazenie do szukania réinych drég ekspery-
mentalnych.

Pomysléw mniej wiecej znanych zgloszono sporo, jak np. ,,prze-
ksztalcanie“ (pozorne oczywiécie) kola na tréjkat lub na réwnole-
globok, pokrywanie powierzchni krazka sznurkiem nawijanym pla-
sko dookola osi krazka, wreszcie obliczanie pola kola przez wazenie
odpowiednich figur tekturowych. Z tych réznych drég wybraliSmy
po dyskusji pomysl ostatni, jako najmniej banalny i w dodatku naj-
mniej pod wzgledem naukowym ,naciggany“. Necila nas przytem
mozliwoé¢ Yadnej korelacji matematyki z zajeciami praktyeznemi
i z fizyka.

Przebieg doéwiadczenia byl nastepujacy:

1. Dzieci podzielone na dwie grupy wykreslily i wyciely z tek-
tury krazki o promieniu réwnym 5 cm.

2. Jedna z grup oprécz krazkéw wykreélita i wyciela tréjkaty
prostokatne o przyprostokatniach réwnych odpowiednio 10 cm
i 15,7 cm. Drugiej za§ grupie polecono wykreélié prostokaty o wy-
miarach 5 cm i 16 cm, lub nieco wigcej niz 16 cm.

3. Kazde z dzieci pierwszej grupy otrzymalo polecenie poréw-
nania na wazkach ciezaru swego krazka z ciezarem tréjkata. Prze-
widziane bylo, jak latwo poznaé po podanych liczbach wymiaro-
wych, ze cigzary obu tekturek beda réwne.
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Kazde z dzieci drugiej grupy mialo poréwnaé ciezary swego
krazka 1 prostokata. Jesli prostokaty, jak bylo do przewidzenia,
.okaza si¢ cig¢zsze, polecano dzieciom skrawaé je od strony krétszego
z bokéw péty, poki ciezar krazka nie zréwnowazy cigzaru prosto-
kata, co powinno bylo nastapié przy dlugosci prostokata — 15,7 cm.

Jak widzimy, przebieg pracy w dwoéch grupach byl rézny. Uczy-
niliémy to celowo, aby daé moznoéé dwom nauczycielom wyprébo-
wania wlasnych pomysléw; dyskusja po lekcjach miala doprowa-
dzi¢ do oceny, ktéry z dwéch pomysléw dal w praktyce lepsze
wyniki.

Na tem skonczyla si¢ doéwiadczalna cze¢éé pracy. Nastapily teraz
obliczenia. Kazdemu z dzieci polecono obliczyé dlugoéé okregu
krazka; poniewaz promien — 5 cm, otrzymaly zatem, fe dlugoéé
okregu = 31,4 cm.

Obliczyly nastepnie pole tréjkata: (10.15,7) :2 = 78,5 cm?,
oraz pole prostokata: 5.15,7 = 78,5 cm?; a wiec wyniki w obu wy-
padkach byly zgodne.

Czynnik 15,7 cm przy obliczaniu pdl tréjkatéw byl dzieciom
z gory dany, jako dlugoéé jednej z przyprostokatni; w prostokatach
dzieci powinny go byly otrzymaé przez skracanie prostokatéow co-
kolwiek zadlugich, bo 16-centymetrowych.

Poniewaz cigzary tréjkatéw, prostokatow i krazkow byly jedna-
kowe, a tektura uzyta we wszystkich trzech rodzajach figur byla
tej samej gruboéci, stad nasunal sie¢ wniosek, ze i pola figur byly
réowne. A wiec pole kola (krazka) = 5.15,7=78,5 cm.

Ostatnim etapem pracy bylo rozwazanie liczb wchodzacych
w sklad iloczynu. Pierwszy czynnik, 5, nie nasungl watpliwosei:
byla to dlugoéé promienia krazka; drugi, 15,7 poréwnano ze znale-
ziong poprzednio dlugoécig okregu: byla to polowa dlugosci okre-
gu. Wniosek ostateczny: pole kola obliczymy, mnozae polowe dlu-
goéci okregu przez dlugoéé promienia.

Tak w czystej formie przedstawiaé si¢ mial przebieg ekspery-
mentu. W praktyce jednak natrafiliémy na duze trudnoéci. Okazalo
sig, ze precyzja pomiaréw jest dla dzieci nieosiggalna w stopniu ta-
kim, ktéryby gwarantowal wystarczajaco Scisle wyniki liczbowe.

W pierwszej grupie, w ktorej pomiary zaréwno krazka, jak
i tréjkata byly dzieciom z géry podane, wyciete figury nie réownowa-
zyly sie jednak; trzeba je bylo w trakcie wazenia przycinaé i popra-
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wiaé, co z kolei wplynelo na zmiane poczatkowo obranych liczb
wymiarowych. Gorzej jeszcze bylo z grupa druga. Scinanie prosto-
katéw czesto doprowadzalo do nadmiernego skracania, co znéw
z kolei pociggalo brak réwnowagi miedzy krazkiem i prostokatem,
a w drodze dalszych écinan i poprawek do niszczenia figur bez zad-
nych pozytywnych wynikéw. W dodatku pomimo najstaranniejszego
dobierania arkuszy tektury, nie byla ona wszedzie dokladnie jed-
nej gruboéci, co réwniez wplynelo ujemnie na wyniki.

Wobec wynikéw dalekich od prawdy nauczyciele musieli ,,do-
poméc dzieciom, badz zastepujac niezgrabne twory rak dziecigcych
figurami wykonanemi wlasnorecznie, badz tez dlugo a nieprzekony-
wujgco objaéniajac popelnione usterki, oraz wyprowadzajac wzoér
na obliczenie kola na drodze teoretycznej.

Tak wiec préba przygotowana bardzo starannie i z duzym na-
kladem trudu nie powiodla si¢. To jednak nie przesadza, czy w wa-
runkach lepszych, przy wiekszej sprawnoéci dzieci w wycinaniu
i wazeniu figur, przy staranniejszym jeszcze doborze tektury (np.
gladkiego brystolu) doéwiadczenie to nie mogloby daé lepszych wy-
niké6w. Rzecz jest do wyprébowania. Przemawia za tym tokiem
pracy wzglad na wspomniang powyzej korelacje, oraz wyelimino-
wanie pierwiastkéw blednych pod wzgledem matematycznym i me-
todycznym, zawartych we wszelkiem ,,przeksztalcaniu* kél na wie-
lokaty réwnowazne.

Nie przeszkodzilo to nam po paru latach wyprébowaé i innego
podejécia, wlaénie opartego na owem przeksztalcaniu. W tym celu
przeprowadziliémy dwie lekcje, kazda rozplanowana inaczej przez
dwie stluchaeczki W. K. N.

W pierwszej lekeji nauczycielka, nasunagwszy dzieciom w poga-
wedce zagadnienie: jak obliczyé pole kola, rozdala im krazki pa-
pierowe i polecila zglaszaé pomysly. O dr azu dzieci orzekly, ze
nalezy kolo zamieni¢ na taka figure, ktérej pole umieja juz obli-
czaé. Taki bieg mysli by} naturalnym wynikiem ¢éwiczen poprzed-
nich, gdy obliczajac np. pole tréjkata, przeksztalcaly tréjkat na pro-
stokat, lub obliczajac pole trapezu, przeksztalcaly trapez na tréjkat.

Z kolei zadano im pytanie, na jaka figure zamierzaja kolo prze-
ksztalcié. Pomyslow bylo sporo i bardzo réznych.

Jedno z dzieci zaproponowalo, aby obwdd kola otoczyé sznur-
kiem i z tego ,zrobi¢ kwadrat®. Oczywiécie pomyst ten by} z gruntu
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bledny: figury o réwnych obwodach nie musza byé figurami o réw-
nych polach. Wlaéciwie nalczalo blad ten mocno podkreslié i doklad-
nie wyjaénié. Tego jednak nauczycielka nie uczynila, dyskwalifiku-
jac ten pomys! jedynie ze wzgledu na trudnoéci techniczne; zalezalo
jej bowiem na tem, aby, jak twierdzila, nie rozpraszaé uwagi dzieci.

Amatoréw ,kwadratury kola“ bylo zreszta duzo; wielu z po-
éré6d nich chcialo poprostu przykroié kolo tak, aby z niego po-
zostal kwadrat, a skrawki pomingé. Na to jednak gwoli dokladno-
éci pomiaréw nie zgodzily sie inne dzieci.

Wreszcie nauczycielka naprowadzila dzieci na pomys! pokrajania
kol ,szprychami®“. (rys. 12 a). Zagadnienie odtad stalo si¢ latwe.

Rys. 122

Dzieci krajaly kolo na wycinki, przyczem otrzymaly wskazéwke:
wycinkéw moze byé, ile kto chce, byle byly réwne. Jako wzér po-
sluzylo przygotowane przez nauczycielke duze kolo, pocigte promie-
niami na 16 réwnych wycinkéw, zabarwionych naprzemian bialo
i niebiesko. A

Z wycinkéw ukladaly dzieci nastgpnie dowolnie obrane figury,
wzglednie obliczaly pola poszczegélnych wycinkéw, biorgc je bez
ceremonji za tréjkaty. Méwily o nich: to sa ,prawie tréjkaty®, to
8a tréjkaty ,,0 podstawie troche wygietej*. Wiekszosé ulozyla z wy-
cinkéw ,,niby-réwnoleglobok® (rye. 12b), przyczem odrazu do-
strzegly, ze dlugoéé podstawy tego réwnolegloboku jest réwna dlu-
goéci potowy okregu, a wysokoéé réwna promieniowi.

Nauezycielka miala réwniez w odwodzie taki niby-réwnoleglo-
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Rys. 12b

bok ulozony z 16 bialych i niebieskich wycinkéw; pokazala go jed-
nak calkiem slusznie dopiero wtedy, gdy dzieci juz swoje réwnole-
globoki poukladaly. Uczynila to w celu osiggniecia lepszego i ja-
éniejszego porozumienia z klasa; duzy réwnoleglobok, wiszacy na
tablicy przed oczyma klasy, porownywany przez dzieci z ich wla-
snemi figurami, pomagal wyciagaé wnioski, dotyczace podstawy, wy-
sokosci itd.

Lekcja, przeprowadzona z druga grupa dzieci oparta byla réw-
niez na podziale kola na wycinki, lecz bez ukladania z tych wy-
cink6éw jakichkolwiek wielokatow.

Nauczycielka positkowala sie¢ jedynie rysunkiem; dzieci w swych
zeszytach (a jedno z nich na tablicy) kreélily kolo i promienie
w kole, nastepnie rozwazaly réinice i podobienstwa miedzy trdj-
katem, a wycinkiem kolowym. Doszly do wniosku, ze wycinek, to
»taki trojkat®, ktéry ma dwa boki proste, a trzeci wygiety w luk.
Przeprowadziwszy cieciwe tego luku, doszly z pomoca nauczycielki
do wniosku, ze pole wycinka jest nieco wieksze od pola tréjkata,
ze jednak jesli bedziemy wykreslali w kole bardzo male wyecinki,
réznica miedzy wycinkiem a tréjkatem bedzie coraz mniejsza.

Nastepnie nauczycielka pokazala im kolo porozcinane na wy-
cinki tak, ze wszystko razem trzymalo si¢ na waziutkim pasku i roz-
ciaggnawszy to kolo ,,w grzebien“, doszla z dzieémi do wniosku, ze
podstawy wszystkich ,.,tréjkatow* tworza obwéd kola. Stad juz latwa
byla droga do wniosku, jakie dzialania wykonaé nalezy, aby obli-
czyé¢ pole kola.

Jak widzimy, obie préby powyisze opieraly si¢ na tem samem
podejsciu metodycznem: na podobienstwie miedzy wycinkiem kola
a trojkatem. Kryly si¢ w tym punkcie wyjscia rézne niebezpieczne
momenty. O ile nauczycielka nie probowala rozwazaé réznicy mie-
dzy wycinkiem a tréjkatem, wéwczas ze strony dzieci albo dawaly
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si¢ slyszeé¢ protesty, dotyczace w szczegélnosci owych falistych ,,bo-
kéw réwnolegloboku®, albo, co moze bylo droga najprostsza, dzieci
calkiem nie troszezyly si¢ o rdéinice miedzy odnoénemi figurami
i obliczaly pola wycinkéw, a wige i calych kél, przez analogje
do tréjkata, lub réwnolegloboku.

O ile za§ nauczycielka, jak w prébie drugiej, starala sie¢ wyka-
zaé stopniowe zmniejszanie si¢ réznicy miedzy polem wycinka a po-
lem tréjkata w miare zmniejszania si¢ luku, wzglednie jego cie-
ciwy, wéwczas rozwazania zahaczaly o pojecie calkowicie dziecku
niedostepne, o pojecie granicy. Wowczas wlaénie inteligentniej-
sze z poéréd dzieci protestowaly, twierdzac zupelnie stusznie, ze
choéby wycinki byly ,,nie wiem jakie mate®, nigdy ich tuk nie be-
dzie linja prosta.

Z préb powyzszych wynikla ozywiona dyskusja, ktéra doprowa-
dzila do wnioskéw nastepujacych:

Jesli chcemy doprowadzié dzieci droga przeksztalcenn do oblicze-
nia pola kola bez popelnienia powaznych bledéw naukowych, na-
trafiamy na trudnoéé nie dajaca sie uniknaé, a tkwiaca w samej nie-
moznoéci przeksztalcenia kola w wielokat. Zadne pokazy ani wyci-
nanki nie wméwia inteligentnemu dziecku, ze moze z kola zrobié
réwnoleglobok, czy inna figure prostolinijna. Pozostaje koniecznoéé
poddania dziecku pomyslu, opierajacego si¢ na analogji miedzy da-
nemi figurami. Starajmy si¢ uczynié to mozliwie zgodnie z psychika
dziecka, a zarazem nie popelniajac krzyczacych bledéw naukowych.

Z prob dokonanych widzimy, ze dzieci same wpadaja na
my$l obliczenia pola wycinka kolowego na wzér pola tréjkata.
Rozumuja wiec przez analogje: wycinek wyglada podobnie do tréj-
kata, wigc pewno i pole jego podobnie si¢ oblicza. Ani chwili
jednak nie traca pewnoéci, ze wycinek jest ce innego niz tréjkat,
i my nie prébujmy im tego wmawiaé, tlumaczac, ze podstawa rze-
komego réwnolegloboku jest ,,prawie prosta®, ze rdznica jest ,,nie-
znaczna® itd. Tembardziej nie wdrazajmy dzieciom (w dodatku bar-
dzo nieéciéle) pojecia granicy.

Wystarczy, gdy potwierdzimy domysl dziecka i pozwolimy mu
obliczyé pole kola jako sume pél wycinkéw. Czy wycinki te ulozone
rostang w ksztalt ,,réwnolegltoboku®, czy w ksztalt grzebienia, doj-
icie do wzoru ostatecznego droga zuzytkowania prawa rozdzielno-
éci mnozenia wzgledem dodawania bedzie oczywiste.



4. Rzuty.

O ile w programach lat poprzednich zakres t. zw. geometrji wy-
kreélnej mial rozmiary bardzo pokazne, o tyle w programie obec-
nym niemal caly materjal tego dzialu zostal zredukowany. Pozo-
staly pojecia calkiem elementarne: rzuty prostopadle punktéw na
osi, jako zastosowanie, zdjecie planu metoda rzutowania punktéw
na oé. (Natomiast jako punkt nowy wprowadzony zostal rzut uko-
ény réwnolegly, ktéry omawiam osobno). ‘

Jak zawsze w wypadkach redukcji programu, nauczycielowi
trudno odrazu ustalié, co z dawniejszego programu stalo si¢ zbedne;
wobec czego czesto, sila przyzwyczajenia, w program wymagany
przez wladze wplata on epizody z progamu, ktéry przez szereg lat
przerabial.

To wlaénie zdarzalo mi si¢ niejednokrotnie zauwazyé w dae-
dzinie nauki o rzutach: nauczyciel calkiem zbytecznie kladl wiele
trudu i czasu w opracowywanie np. rzutéw odcinkéw, a nawet wie-
lokatéw i okregéw na plaszczyzne, cheé caly dalszy ciag pracy wcale
tego nie wymagal.

Na P. W. K. N. nieraz toczyliémy na ten temat dyskusje; wre-
szcie postanowiliémy ustali¢ mozliwie szczegélowo plan pracy w ra-
mach nowego programu. Referatu odnoénego podjal si¢ jeden ze
sluchaczy, przyczem on i jeszcze jeden z kolegéw zademonstrowali
‘wobec dwéch grup kl. V pierwsza lekcje o rzutach.

Referent slusznie zaczal od ustalenia pojeé, ktére dziecko musi
opanowa¢, zanim przystapimy do nauki rzutéw. A wiec musi umie¢
kreélié¢ prostopadle i, co najwazniejsze, nie plataé pojecia linij pro-
stopadlych z pojeciem poziomych i pionowych, musi zdawaé sobie
sprawe z tego, ze odcinek prostopadly jest najkrétsza droga od
punktu do prostej, a przeto sluzy do mierzenia odlegloéci punk-
téw od prostej, wreszcie rozumie¢ pewne wyrazenia techniczne:
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punkt na prostej, punkt poza prostg, spuéci¢ lub wystawié¢ prosto-
padia itd.

Z takiem przygotowaniem latwo opanuje materjal, ktory skla-
daé si¢ bedzie z etapéw nastepujacych:

1) Rzut punktu na o8; rézne polozenia osi i punktéw, znako-
wanie rzutéw i punktéw. Terminy: o§ rzutéw, promien rzutujacy,
rzut punktu, wreszcie nazwa czynnoéci ,rzutowac¢“ (a nie ,rzucac“).

2) Odnajdywanie punktu, ktérego rzut jest dany; cecha rzutu,
jej znak.

3) Przerysowywanie wielokatéw i planéw metoda rzutowania
wierzcholkéw na oé. Wybér osi rzutéw, wybér poczatku osi, jed-
nostki miary, skali.

Po dyskusji nad referatem, ktéry zreszta skutkiem braku czasu
zostal szczegélowiej opracowany tylko w punktach 1 i 2, ustaliliémy
wnioski nastepujace:

Nalezy podawaé jak najmniej terminéw; termin ,promien rzu-
. tujacy® pominagé; termin ,.cecha® zastapi¢ terminem znanym juz
dzieciom ,,0dlegloéé®, przyczem wprowadzié umowe co do oznacza-
nia, po ktérej stronie osi punkt si¢ znajduje. Osadziliémy, ze za-
miast terminéw ,u gory, u dolu, na lewo, na prawo®, lepiej wpro-
wadzié¢ znak + i —, co przecie jeszcze jest dalekiem od wprowadze-
nia liczb wzglednych.

Lekcje, przeprowadzone z dwiema grupami dzieci przez refe-
renta i przez jednego z kolegéw mialy za temat tylko pierwszy
etap pracy: rzut punktu na prosta. Réznily si¢ one tylko iloécia
i jakoécig pokazéw i doéwiadczen, jak: rzut kawalka kredy na po-
ziomga plaszczyzne, swobodne padanie kropli wody, rzut malej kulki
papieru umoczonej w atramencie itd. Wszystkie te pokazy demon-
strowaly rzut punktu na plaszczyze.

W dyskusji zaznaczono brak pokazéw, ilustrujacych rzuty pun-
ktu na prosta; wszelkie jednak pomysly, jak np. rzut kredy na listwe
tablicy, kropla wody splywajaca po tablicy (ustawionej pionowo)
na przeciagniety sznurek, wreszcie pion, ocenione zostaly jako tech-
nicznie doéé¢ niezreczne, a o wiele mniej plastyczne od rysunku.

Z refleksyj, ktére osobiscie mi si¢ nasunely po referacie i po obu
lekcjach, notuje¢ niektdre.

Czy nie przywiazujemy zbyt wielkiej wagi do tego, aby koniecz-
nie nawigzaé termin ,rzut“ do czynnoéci rzucania jakiegoé przed-

Z do$wiadczen metodyki rachunkow 8
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miotu? Sadze, ze wystarczylby jeden jedyny pokaz, dajmy na to
spadajacego swobodnie przedmiotu, aby wyraz ,rzut“ znalazl zacze-
pienie w umyslach dzieci. Reszta jest umowa, bardzo zreszta latwa
i prosta.

Trud: obmyélania szeregu doswiadczen nietylko tu sie nie oplaca,
lecz nawet niezawsze przynosi pozytek, bowiem zbyt mocne skoja-
rzenie rzutowania z wyobrazeniem spadajacego przedmiotu moze
dziecku niejednokrotnie przeszkadzaé w zrozumieniu czynnoici,
jakie ma wykonaé. Spotykalam fakty, ze dzieci, zasugestjonowane
»spadaniem® przedmiotu nie umialy odnalezé rzutu punktu w wy-
padku, gdy o8 rzutéw nie zajmowala polozenia poziomego, lub gdy
punkt znajdowal si¢ ponizej o0si; koniecznie bowiem twierdzily, ze
rzut punktu musi padaé ,,zgéry na dol“.

Zamiast zatem dazyé uparcie do tzw. pogladowego objaéniania
sprawy, ktéra nic zawilego nie przedstawia, czy nie sluszniej by-
Yoby czas oszczedzony zuzytkowaé na éwiczenia w kresleniu rzutéw
punktéw dowolnie polozonych na dowolng oé ze zwréceniem miedzy
innemi uwagi na pewne szczegélne wypadki, jak rzut punktu, znaj-
dujacego sie na samej osi, rzuty punktéw lezacych na jednej pro-
stopadlej wzgledem osi itd.

To ostatnie éwiczenie ulatwi nastgpnie éwiczenie odwrotne: znaj-
dowanie punktu na zasadzie rzutu danego na osi.

Z dalszych etapéw pracy nalezaloby zwrdécié uwage na czytanie,
a nietylko na kreélenie planéw, oraz na wdrazanie do samodzielnego
wyboru osi w polozeniu najdogodniejszem do dalszych kreslen.

Waznem jest réwniez przy kopjowaniu planéw, aby uczen przed
rozpoczeciem pracy ustalal, jakie proste musi na planie przeprowa-
dzié i jakie wykonaé pomiary, aby méc wszystkie szczegély planu
dokladnie skopjowaé. Czesto bowiem juz w trakcie rozpoczecia ro-
boty uczen spostrzega brak potrzebnych danych, co gmatwa i ha-
muje dalszy przebieg pracy.



5. Rzut ukoény réwnolegly.

W;rowadzenie do nowego programu matematyki rzutu ukoénego
réownoleglego wywolalo chwilowy niepokdj wéréd nauczycielstwa.
Dotychczas na terenie szkoly powszechnej operowano jedynie rzu-
tem prostokatnym, zato w zakresie az nazbyt rozleglym. Wchodzily
do programu: rzuty i klady odcinkéw i figur plaskich na dwie pla-
szczyzny rzutéw, rzuty bryl na trzy plaszczyzny, a nawet przekroje
bry?.

Zredukowanie tego materjalu do rzutu punktu na oé rzutéw,
a wprowadzenie na to miejsce materjalu calkiem nowego, dotych-
czas nieuwzglednionego, musialo z koniecznoéci wywolaé zamet
w pojeciach.

Préba, jaka przeprowadziliémy na P. W. K. N., daje dowdéd, ze
ten odcinek programu, racjonalnie przygotowany, nie przedstawia
dla dzieci specjalnych trudnosci.

W kazdej z dwéch grup kl. VI poéwiecilismy temu zagadnieniu
dwie godziny. Nie wystarczylo to, oczywiscie, na opanowanie mate-
rjalu, lecz bylo w zupeloéci dostatecznem, aby wprowadzié¢ pojecie
i przerobi¢ troche wstepnych éwiczen. Duze réznice w planie pracy
na kazdej z grup tembardziej wzbogacily nasz materjal doswiad-
czalny.

Jeden z nauczycieli prowadzaceych lekeje obral za punkt wyjécia
badanie cieni bryl w slonicu. Przygotowal sobie w tym celu z cien-
kich paleczek drewnianych modele odcinkéw, kwadratéow, oraz
“szkielety szescianéw.

Dzieci w ogrédku szkolnym badaly najpierw cienn odcinka na
siemi, oraz na écianie, w polozeniu réwnoleglem i nieréwnoleglem
do plaszczyzny rzutéw; miedzy innemi tez badaly cienie odcinkow
prostopadlych do plaszczyzny, na ktéra cien padal. Po szeregu ob-
serwacyj i pomiarow doszly do wnioeku, ze dlugosé cieni odcinkéw
réwnoleglych do plaszczyzny oéwietlonej jest zawsze réwna dlugoécei

g*
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odcinkéw; natomiast we wszelkich innych polozeniach, cienie by-
waja przewaznie skrocone lub wydluzone. Nastepnie zbadaly w kil-
ku polozeniach ciern kwadratu (wlasciwie cien konturu kwadratu
zrobionego z drewnianych listewek). Zauwazyly, ze, po pierwsze,
boki réwnolegle kwadratu pozostaly réwnoleglemi i na cieniu; po
drugie, katy proste czasem pozostaja prostemi, czasem ulegaja zmia-
nie. Zawsze jednak pozostaja one na cieniu prostemi, gdy kwadrat
znajduje si¢ w polozeniu réwnoleglem do plaszczyzny, na ktéra cien
pada.

Wreszcie zbadaly dzieci cien szkieletu szeécianu, obrysowujac
6w cien patykiem na piasku, kreda na szarej icianie; przyczem dla
ustalenia polozenia-bryly i ulatwienia rysunku ustawiono szeician
bezpoérednio na ziemi, jedna ze écian zatem swdgj cien pokryla. Ob-
serwacje dokonane poprzednio na odcinkach i kwadratach znalazly
tutaj potwierdzenie. Dzieci same zauwazyly wielkoéé i rodzaj zmia-
ny katéw, oraz zmiane dlugoéci odcinkéw zaleznie od kierunku
promieni slonecznych.

Po tych wstgpnych éwiczeniach nastapilo zestawienie spostrze-
zen, oraz zmiana terminologji ,.cien* na ,,rzut ukoény réwnolegly*.

Pozostala prace nauczyciel wykonal w klasie, powolujac si¢ cze-
sto na poczynione uprzednio obserwacje. Polecil dzieciom nakreslié
w zeszytach, a jednemu z dzieci na tablicy, jeden z poprzednio ob-
serwowanych szkieletéw szeScianu w rzucie ukoénym réwnoleglym.
Szescian byl ustawiony na podstawie poziomej, przyczem jedna
z jego écian przylegala do bialego ekranu, grajacego role plaszczyzny
rzutow.

Dzieci przed przystapieniem do pracy oméwily poszczegélne ele-
menty rysunku, zmierzyly krawedz, obraly skale, w ktérej wykonaja
rysunek w rzutach. I oto wylonila si¢ trudnoéé: ,,Nie wiemy, jak sie
zmienily katy i boki tych &cian, ktére leza prostopadle do plaszczy-
zny rzutéw*. Nasunela si¢ wiec koniecznos¢é umowy w sprawie
a) kata skrecenia, b) stosunku skrétéw (terminy podane zostaly do-
piero w tym momencie). Dalej juz wykonanie rysunku nie natrafilo
na trudnoéci.

Metoda, ktérag obral nauczyciel, prowadzacy lekcje z druga gru-
pa, réznila si¢ biegunowo od poprzedniej.

Wyszed! on mianowicie od rysunku perspektywicznego, ktéry
dzieci znaly troche¢ z lekcji rysunkéw odrecznych. Polecit dzieciom
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mianowicie narysowaé pewien prostopadloécian tak jak go
widza.

Przed rozpoczeciem pracy oméwil ja z dzieémi: ktére Sciany
bryly widza dzieei z réznych punktéow klasy, ktore krawedzie wy-
daja im si¢ dluzsze, ktore — krotsze, ktére — réwnolegle, ktore
si¢ pozornie zbiegaja, ktore katy zmienily ksztalt itd. Przy sposob-
noéci krotka pogawedka o tem, ze przedmioty wydaja si¢ nam tem
mniejsze, im bardziej sa od nas odlegle, skad wyniklo uzasadnie-
nie pozornej nieréwnoéci krawedzi bryly.

Rys. 132

Wybrawszy nast¢pnie pare lepszych rysunkéw, nauczyciel przy-
czepil je na tablicy; obok nich przedstawil rysunek tego samego
prostopadoécianu z krawedziami przedluzonemi, schodzacemi sie
w jednym punkcie, ktéry nazwany zostal érodkiem widzenia (,.Jak
szyny"“, méwia dzieci. Rys. 13 a).

Po tym wstepie, nawiazujac do czasu, jakiego rysunek powyzszy
wymagal, oraz do trudnoéci, jakie si¢ w wykonaniu nasunely, nau-
czyciel doprowadzil dzieci do wniosku, ze chociaz rysunek wyko-
nany w perspektywie t. zw. malarskiej jest calkiem prawidlowy, bo
odtwarza przedmiot wlaénie tak, jak go widzimy, lecz dla nauki
geometrji jest niepraktyczny: jest zbyt trudny; wymaga dlugiej
uprzedniej nauki; pochlania duzo czasu; na podstawie rysunku
perspektywicznego nie mozemy latwo zorjentowaé si¢ w wymia-
rach poszczegdlnych elementéw bryly itd.

Stad wniosek praktyczny: bedziemy na lekcjach geometrji,
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w rysunkach technicznych itd. rysowali przedmioty nie tak, jak je
naprawde widzimy, lecz prosciej, fatwiej, wedlug pewnych uméwio-
nych sposobéw.

Tutaj nauczyciel pokazal model prostopadloécianu wraz z jege
rzutem na plaszczyzne, przyczem druciki, poprowadzone od wierz-
chotkéw bryly do plaszczyzny rzutéw, wyobrazaly promienie rzu-
tujace.

Dzieci orzekly, ze gdy promienie rzutujace sa (jak na modelu)
réwnolegle do siebie, to krawedzie rownolegle bryly pozostaja i na

Rys. x35

rysunku réwnoleglemi, r6wne miedzy soba pozostaja réwnemi. Ale
jedne z nich zachowuja w rzucie wielkoéé naturalng, inne ulegaja
skrétowi, rzuty katéw prostych czasem sa katami prostemi, czasem
staja si¢ katami ostremi lub rozwartemi.

Badajac na modelu polozenie §cian prostopadloécianu wzgledem
plaszezyzny rzutéw, dzieci z latwoscia doszly do wniosku, ze $ciany
réwnolegle do plaszczyzny rzutéw nie zmieniaja w rzucie ani ksztal-
tu, ani wielkoéei; rzuty innych Scian pozostaja wprawdzie réwnole-
globokami, lecz nie prostokatami. Wéwezas nauczyciel podal im
liczby, potrzebne do samodzielnego wykonania rysunku: wymiary
prostopadloécianu, skale, kat skrecenia, stosunek skrétéw. Rysunek
nie nasung! trudnoéci (Rys. 13 b).

Poréwnywujac obie préby, doszlismy po ozywionej dyskusji do
wniosku, Ze po pierwsze, wazna jest rzecza poréwnywanie rysunku
w perspektywie malarskiej z rysunkiem w rzucie ukoénym réwno-
leglym i zwrécenie uwagi dzieci na zgodnoéé pierwszego z nich z na-
szemi oczyma, podczas gdy drugi jest tylko wynikiem pewnej umo-
wy. Dzieci zrozumieja, ze krajobraz namalowany przez artyste,
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zdjecie fotograficzne czynia wrazenie prawdy, bo odtwarzaja przed-
mioty tak, jak si¢ one przedstawiaja naszym oczom. Ale w nauce,
w technice uzywamy rysunku w rzucie ukoénym réwnoleglym ze
wzgledu na jego prostote i przejrzystosé.

Powtoére, pewien drobny szczegél z drugiej lekeji doprowadzil
do wniosku, ze badanie cienia bryly w sloficu w duzym stopniu ulat-
wia dzieciom zrozumienie techniki wykonania rzutu ukognego réw-
noleglego. Mianowicie, obserwujac na modelu druciki, przeciag-
nigte od wierzchotkéw bryly do odpowiednich punktéw rysunku
w rzucie, dzieci zauwazyly samorzutnie, ze ,to wyglada jak pro-
mienie stonica®. Sluszng wiec jest rzecza poprzedzié umowe co do
rzutu ukoénego réwnoleglego obserwacja cieni bryl, a lepiej je-
szcze cieni szkieletow bryl w slonicu. Zarzuty stawiane przez nie-
ktérych nauczycieli, ze promienie stoneczne nie sa calkiem réwno-
legle, nie wytrzymuja krytyki, gdyz dzieci tych réznic zauwazyé
nie 83 w stanie.

W dalszym ciagu dyskusji nalezalo rozstrzygnaé watpliwoéé
w jakim zakresie i w jakim porzadku wprowadzaé rysunek w rzu-
cie ukoénym réwnoleglym. Jakkolwiek bowiem program méwi je-
dynie o ,umiejetnofci rozpoznawania figur plaskich, gra-
niastoslupéw prostych i walcéw obrotowych®, oraz ,,0 rozumie-
niu rysunku graniastostupa prostego w rzucie réwnoleglym
ukoénym®, staneliémy jednak na stanowisku, ze jeSli uczern ma na-
prawde rozumieé i rozpoznawaé, musi wlasnorecznie wykonaé pewna
liczbe rysunkéw w danym rzucie. Stad ustaliliémy taki maksy-
_.malny wykaz pozadanych rysunkéw, oraz nastepujacy ich po-
rzadek:

a) szefcian (w polozeniu najlatwiejszem wzgledem plaszczyzny
rysunku); b) prostopadloécian dowolny; ¢) kwadrat i prostokat
(jako skladowe elementy bryl uprzednio wykreélonych w caloéci) ;
d) tréjkat, przyczem dla wykonania tego rysunku opisujemy na
tréjkacie prostokat; e) wielokat dowolny lub kolo (réwniez przy
pomocy opisanego prostokata); f) walec, wreszcie pare bryl dowol-
nych wedlug wyboru nauczyciela.

Réwnolegle z kreSleniem i8¢ musi czytanie rysunkéw w rzucie
ukoénym réwnoleglym, czyli opis ksztaltu i obliczenie wymiaréw
(pdl, objetoéci) bryly czy figury plaskiej danej w rysunku.
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DYSKUSIJE
NA TEMATY OGOLNIEJISZE






l. Zadania ukladane przez dzieci.

Zadania, ukladane przez dzieci, stanowia dla nauczyciela po-
wazny sprawdzian umiejetnoéci dziecka i zrozumienia przez nie
danego dzialania. Dziecko, ukladajac zadanie, ma juz przewaznie
w myéli plan jego rozwigzania, a wiec rozumie swe zadanie; sfor-
mulowanie trefci czasem jest nasladownictwem poslyszanego sza-
blonu, czasem — wyrazem osobistych upodoban.

Zakres liczbowy ,,wlasnego® zadania jest w wigkszoéci wypad-
kéw przykrojony do mozliwoéci wykonawczych dziecka; zauwazyé
latwo, ze dzieci, nie majace wprawy w liczeniu, dobieraja w swych
zadaniach liczby latwe, okragle, podczas gdy zdolni rachmistrze lu-
buja si¢ w wielkich liczbach i trudnych kombinacjach.

Bledy popelniane przez dziecko we wlasnych jego zadaniach
moga nauczycielowi wiele powiedzie¢ o poziomie umystowoéci
i o psychice ucznia. Czesto dziecko nie umie dostosowaé tresci do
dzialania, o ktdére idzie; np. zamiast zadania na mnozenie ulam-
kéw, uklada zadanie na dzielenie, i odwrotnie; widaé stad, ze nie
rozumie jeszcze doéé jasno tych dzialan. Czesto w trakcie ukladania
zadania gubi watek i nie wie samo, o co mu szlo poczatkowo, a wiec
brak mu planu pracy, ktérg ma wykonaé. Czesto wreszcie, majac
w glowie zupelnie rozsadng treéé zadania, nie potrafi wyrazié jej
slowami i blednie formuluje swe myéli; szwankuje zatem raczej
zdolnoéé jezykowa niz myélowa.

Zadania, ukladane przez uczniéw pozwalaja nauczycielowi wej-
rze¢ glebiej w zainteresowania dziecka. Bedziemy mieli zadania
o treici egzotycznej: podréze po dalekich krajach, stonie, wielo-
ryby; o treici technicznej: pociagi, aeroplany, maszyny; o tresci
praktycznej: kupno, sprzedaz, warunki pracy; wreszcie zadania cal-
kiem banalne, podyktowane przez uboga wyobraZni¢: mamusia ku-
pila..., kto§ wydal..., ile zostalo... itd.

I tu nasuwa si¢ pytanie, jak zuzytkowaé te¢ réznorodng pomy-
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slowoé¢ ku pozytkowi caltej klasy? Czy owe zadania maja pozostaé
tylko sprawa prywatna miedzy nauczycielem i uczniem, czy tez moga
i powinny staé si¢ wspélnym dorobkiem ogélu dzieci?

Chege te sprawe rozstrzygngé glebiej, wykonalam nastepujacy
eksperyment. Dzieci w danym okresie klasy VI przerabialy z aryt-
metyki mnozenie i dzielenie ulamkéw, z geometrji — obliczanie
dlugoéci okregu. Polecilam kazdemu z dzieci napisaé na oddziel-
nych kartkach po dwa zadania: jedno na mnozenie przez ulamek,
drugie na dzielenie. Tematy geometryczne byly pozostawione woli
dzieci.

Przejrzawszy kartki i poprawiwszy je pod wzgledem jezykowym,
lecz nie zmieniajac ich treSci matematycznej, zrobitam ,klaséwke*,
przyczem kazde z dzieci dostalo jedna kartke kolegi. Zainteresowa-
nie bylo bardzo duze. Autorzy byli zaciekawieni, komu si¢ ich
praca dostanie; wykonawecy uwaznie notowali nazwiska autoréw.
Nie przeszkodzilo to krytyce; dawaly si¢ elyszeé glosy, potepiajace
badz zewne¢trzna szate zadania: napisane nieczytelnie, krzywo,
brudno, badz treéci: niezrozumiale, zbyt dlugie, nieprawdopodob-
ne, niemadre, za latwe, badZz wreszcie dobér liczb: ceny niezgodne
z prawdg, ulamki niedajgce si¢ skrocié, miary zle uzyte. Te spo-
strzezenia kolezenskie byly oczywiécie o wiele dla dzieci cenniej-
eze, niz wezelkie uwagi nauczyciela.

Poniewaz klaséwka nie wyczerpala wszystkich zadan ulozonych
przez dzieci, cz¢éé ich odrabialam na lekeji z cala klasg. Tym razem
szlo mi o gloéng krytyke i korekte ogétu.

Po przeczytaniu zadania i zanotowaniu danych na tablicy i w ze-
szytach, zapytywalam dzieci, co maja do powiedzenia o tem zada-
niu, co jest w niem bledne, lub nieprawdopodobne. Uzgodniwszy
zarzuty z cala klasa, poprawialiémy dane, a nast¢gpnie wykonywa-
limy zadanie. Czasem znéw pozwalalam wykonaé zadanie bez po-
prawek; krytyka nastgpowala pédzniej w zwiazku z otrzymanemi
wynikami. Oto przyklady:

1) Za %/; kg masla zaplacono 2,95 zi. Znaleié cene 1 kg.

Dzieci odrazu orzekly, ze zaden kupiec nie sprzeda 3/ kg i po-
prawily na %/s, bo ,,na 6semki maslo sprzedaja*“. Rowniez i cene
1 kg masla skrytykowaly, jako w danej chwili zbyt wygérowana.

2) Z parceli, wynoezacej 25 m?, odcieto ?/: na ogréd. Ile m?
zajal ogr6d?
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Dzieci nie zglosily protestu, wobec czego pozwolilam im wyko-
na¢ zadanie, skad otrzymaly pole ogrodu = 10 m?. Nastepnie popro-
sitam o okreélenie ,,na oko“ wymiaréw klasy. Podaly liczby: dlu-
goéé okolo 8 m, szerokoié okolo 5 m. Gdy obliczyly pole podlogi,
powstal émiech: ,,C6z to za parcela, ktéra moglaby si¢ prawie dwa
razy zmieScié w tym pokoju! A ogréd jak czwarta czesé klasy!
Pewno autor chcial podaé liczbe 250 m?, zamiast 25 m?!

3) Okret na 15 dni drogi zabral 2500 tonn wegla. Ile wegla po-
trzeba mu na 8%/s tygodnia?

Tutaj krytyka dotyczyla gléwnie owych 8%s tygodnia. ,,Tydzien
ma 7 dni. Nikt nie dzieli tygodnia na 6sme cze¢sci. W dodatku le-
piej juz powiedzie¢ /s zamiast ?/s*. Na razie nikt nie zaatakowal
owych 2500 tonn. Ale na powtérne pytanie, czy nic nie maja wie-
cej do powiedzenia, jeden z uczniéw odezwal ei¢ nieSmialo: ,,Zdaje
sig, ze 2500 tonn wegla na 15 dni to troche za duzo®.

Zaczelismy o tem pogawedke. Ile tonn zawiera jeden wagon we-
gla? 10 do 15-tu. A wige 2500 tonn to, liczac 1 wagon za 10 tonn —
okolo 250 wagonéw, czyli 10 pociggéw po 25 wagonéw. Chyba to
nieprawdopodobne; nawet pewno na okrecie tyle si¢ nie zmiesci.
A wigc ile? Tu przyznalam si¢ uczciwie do niewiedzy, dodajac jed-
nak, ze gdybym ukladala takie zadanie, postaralabym si¢ tego naj-
pierw dowiedzieé. Byl to zarazem pewien chwyt wychowawezy:
sprawa sumiennego przygotowania si¢ do pracy.

4) Pudelko ma 10 cm dlugoéci, a 4 cm szerokoéci. Objetosé pu-
detka wynosi 1 m®. Obliczyé wysokoéé pudelka.

Z tego zadania autor byl bardzo dumny: sam jeden w calej kla-
sie ulozy! zadanie ,,0 objetoéci“! Pozwolitam wykonaé to zadanie
bez komentarzy. Bylo troche¢ klopotu z zamiang 1 m?® na cm?®, w kon-
cu jednak dzieci wyliczyly, ze 1 m? to ni mniej ni wigcej tylko mi-
Ijon ecm® Po dokonanej zamianie sam autor si¢ zaniepokoil, czy to
aby nie za duzo. A gdy po wykonaniu dzialan otrzymal jako wyso-
koéé pudelka 25000 cm, czyli 250 metréw, $mial si¢ razem z innymi
z tej ,wiezy“, ktérg w zadaniu umieécil. Zadanie to rzucilo duzo
gwiatla na miary szeScienne i na ich zwigzek z linjowemi.

W dyskusji nad powyzszemi eksperymentami daly si¢ slyszeé
glosy, ze proby podobne istotnie rzucaja duzo Swiatla na psychike
i zas6b wiadomoéci dziecka, lecz w normalnym trybie pracy niema
na nie czasu.
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Mysle, ze tkwi w tem pewne nieporozumienie. Istotnie, nauczy-
ciel przy przerabianiu kursu nawet w ramach obecnego programu
nie ma ani chwili do stracenia. Jednak dzieci niejednokrotnie sa
przez nauczyciela powolywane ,na ochotnika* do ukladania zadan,
tylko czynia to przewaznie ustnie, a nie piémiennie, krytyke za$
bierze na siebie calkowicie nauczyciel, a nie wspoltowarzysze pracy.
Przy owem krytykowaniu. pomysléw dziecigcych traci si¢ nieraz
sporo czasu i faktycznie sie go traci, bo reszta klasy w owej
korekcie nie jest wcale zainteresowana, a sam delikwent wie tyle
tylko, ze si¢ ,,pomylil“ i Ze nalezy ostrozniej zglaszaé si¢ na ochot-
nika.

Natomiast krytyka lub aprobata kolegow, to calkiem eo innego,
to nietylko zly lub dobry stopien, lecz dowéd uznania lub lekce-
wazenia gromady! Przytem z kolegami mozna si¢ sprzeczaé, co
czyni sprawe bardziej wazka. Z drugiej strony klasa, powolana do
wypowiadania si¢, musi glebiej wniknaé w dana kwestje. Czegsto
pewne zagadnienia matematyczne dopiero w oéwietleniu gromadnej
dyskusji staja si¢ dzieciom jasne. Warto zatem od czasu do czasu
poswiecié godzing na wspdlna z cala klasa ocene zadan ukladanych
przez dzieci.



2. Wstepy do lekey]j.

Poruszaliémy te calkiem ogélna sprawe na naszych dyskusjach
w przefwiadczeniu, iz jest ona bolaczka lekeyj rachunkéw bardziej,
niz innych przedmiotéw, a bolaczka lekeyj t. zw. pokazowych bar-
dziej, niz tych, ktére nauczyciel w normalnym trybie przerabia.

Istotnie, na lekeji przyrody okaz: roélina, rysunek itd. juz same
stanowia punkt wyjscia. Na lekeji jezyka moze te role odegraé
czytanka. Natomiast temat rachunkowy, np. znajdowania ulamka
danej caloéci, czesto wprowadza nauczyciela w klopot: jak tu po-
dejéé do tematu w spoedb ,,zajmujacy“? Stad owe ,,wstepy* niejed-
nokrotnie catkiem zbytecznie obciagzajace lekeje.

Oto pare przykladéw: Nauczycielka zaczyna od pytania: co sie
robi przed zima? Odpowiedz dzieci: ,,Opatruje si¢ okna wata, obija
drzwi, kupuje ciepla odziez, itd.”“. — ,,A czy robi si¢ zapasy? Jakie
zapasy?*“ Stad dlugie opowiadania dzieci o.. konserwach z pomi-

- doréw i jarzyn itd. Az w koricu ktéres rzucilo slowo ,,ziemniaki®.
Aha, wige kupujemy na zime¢ ziemniaki. Ile? Poczemu? Znowu dtu-
gie dyskusje dzieci: korzec, p6! korca, po 3 zl, po 5 z! itd. Az
w konicu (po uplywie 20 minut) dochodzimy do sedna rzeczy:
W pewnym domu kupiono /s korca ziemniakéw po 3 zI itd.

Co dala dzieciom i nauczycielce cala ta pogawedka? Niewatpli-
wie nic po za strata czasu. Jeéli bowiem szlo o postawienie lekeji
na gruncie zyciowym, zadanie o ,,pewnym domu* niczem nie bylo
zwigzane z dzieémi, ani tez.nie moglo wywolaé ich specjalnego za-
interesowania.

Czy nie proéciej bylo, skoro szlo o taka a nie inng tresé zada-
nia, zaczaé odrazu od pytania: poczemu kupujemy obecnie ziem-
niaki, — a stad: ile zaplacimy za /. korca, za /i korca, za %) itd,
po tej samej cenie. Zagadnienie nie straciloby nic na aktualnoéci,
a zyskaloby na bezpoérednim kontakcie z zyciem dzieci.

Inny przyklad: nauczyciel wprowadza w VI klasie pojecie réw-
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nolegltoboku. Poniewaz jest to w danym roku pierwsza lekcja geo-
metrji, zaczyna wigc od pytania, jakie figury geometryczne po-
znaly zeszlego roku. Dzieci wymieniaja bezladnie: prostokat, kat,
linje proste, krzywe, szeécian itd. O kazdym z tych utworéw poga-
wedka: co to jest, jak wyglada, itd. Az dopiero po takim wstepie
nastepuje pokaz prostokata i réwnolegloboku, oraz poréwnanie
tych czworobokéw.

Czy nie proéciej byloby zaczaé prosto z mostu: pokazaé dane fi-
gury i przeprowadzié poréwnanie? Gdyby si¢ okazalo, co trudno
przypuscié, ze dzieci tak doszczetnie zapomnialy o prostokacie,
iz nawet jego nazwa uciekla im z glowy, byloby miejsce na dorazne
powtérzenie tego odcinka pracy zeszlorocznej bez dlugich oméwien.

Przykladéw takich moznaby cytowaé bez liku. Zdaje mi sei¢, ze
owe dlugie i niepotrzebne wstepy maja swe zZrédlo w pewnem po-
mieszaniu pojeé: mamy zludzenie, ze pogawedka z dzieémi juz sama
przez si¢ wystarcza, aby obudzi¢ zainteresowanie. Tymczasem
dzieje si¢ odwrotnie: zainteresowanie dzieci wyladowuje si¢ w roz-
mowie; jesli jednak po owej rozmowie nastgpuje zadanie, czy obli-
czenie nie przedstawiajace nic ciekawego, to i najdluzsza rozmowa
nie zdola ciekawoéci obudzié. Nawet czasem osiaggamy efekt wprost
przeciwny: wstepna rozmowa stwarzamy pozor, ze oto nastgpi cos
bardzo zajmujacego, az tu wszystko koriczy si¢ na stereotypowem
zadaniu: ,jedna pani..“ albo: ,w pewnym domu..“ itd. Wobec
czego nastepuje tembardziej zniechecenie i nuda.

Waniosek: jegli temat sam przez si¢ moze dzieci zainteresowaé,
jak to ma miejsce w wypadku, gdy z treécia lekcji zwiazane sa po-
kazy, kreflenie, wycinanie, itd., strzezmy si¢ ,dolewania wody*,
w ktdrej moze si¢ rozplynaé cala ciekawoéé i zapal klasy, lecz od-
razu przystepujmy do rzeczy; niech dzieci nie czekaja zbyt dlugo
na stwierdzenie, w jakim celu rozdano im np. nozyczki, lub co si¢
bedzie dzialo z figura przypieta przez nauczyciela na tablicy.

Jeéli zaé temat jest nieciekawy, (a przecie i to si¢ moze zda-
rzyé), nie prébujmy sztucznemi érodkami ozywiaé atmosfery, lecz
starajmy si¢ pracowaé w szybkiem tempie i z mozliwie najmniejsza
strata czasu, nastawiajac dzieci na odwazne pokonanie
nudnej ale koniecznej pracy w imi¢ plynacych z niej
wlagnie ciekawych korzyéci.



3. Wykresy poréwnawcze.

Nowy program matematyki, wyrzucajac ze szkoly powszechnej
nauke réwnan i funkeyj, wyrzucil tem samem i wykresy funkeyj,
pozostawiajac jedynie wykresy empiryczne i dopiero w klasie VIIL
Zmiane t¢ powitali z radoécig wszysey nauczyciele szkoly powszech-
nej.

Istotnie, pojecie wykresu funkeji, a wigc pojecie zahaczajace juz
o geometrj¢ analityczng, jest trudne nawet dla ucznia wyzszych
klas szkoly éredniej. Dla dziecka ponizej lat 14 jest calkowicie nie
do zrozumienia; nie moze ono wyj§¢ poza mechaniczne wyuczenie
si¢ sposobu sporzadzania wykresu, co przecie zadnej korzyéci nie
przedstawia.

Natomiast zrozumienie wykresu poréwnawczego kilku liczb, zdo-
bytych doéwiadczalnie, nie przekracza mozliwoéci ucznia VII kl.
szkoly powszechnej, o ile, oczywiscie, sam nauczyciel nie pogmatwa
sprawy. Niestety, ogladajac nieraz wykonywane przez dzieci wykresy
temperatury, frekwencji uczniéw, zestawien statystycznych itd.,
mialam moznoéé niejednokrotnie przekonaé sig, ile nieporozumien
i nieécisloéci spotyka si¢ jeszcze na tym odcinku pracy.

Dlatego tez dyskusji nad tym punktem programu poéwiecaliémy
na P. W. K. N. oo roku sporo czasu.

W ciggu dyskusyj wylonila si¢ przedewszystkiem sprawa, czy
w szkole powszechnej poprzesta¢ na t. zw. wykresach slupkowych,
czy tez odwazyé si¢ na wprowadzenie osi spélrzednych. Ze wzgledu
na czeste praktyczne zastosowanie tych ostatnich, zdecydowaliSmy
si¢ w pewnych wypadkach powszechnie znanych uzywaé wykreséow
na ogiach spélrzednych, tembardziej, ze program nie wypowiada si¢
w tej sprawie doéé wyraznie. Jednakze wszyscy zgodziliSmy si¢ na
to, ze wprowadzenie takich wykreséw musi byé polaczone z wielka
ostroznoscig.

Z doswiadczen metodyki rachunkéw 9
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Zacznijmy od wykreséw t. zw. slupkowych. Oto mamy wyjete
z Malego Rocznika Statystycznego i zaokraglone do caloéci liczby
przedstawiajace sklad zawodowy ludnoéci Polski w procentach: rol-
nictwo, leénictwo i rybactwo 72%, goérnictwo i przemys! 10%, han-
del i ubezpieczenia 4%, komunikacja i transport 2%, inne zawo-

dy 12%.
A oto dwa rodzaje wykresu poréwnawczego tych liczb (rys.
14 aib):
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~ Oba te wykresy z réwng écisloicia przedstawiajaz wzajemny sto-
sunek liczb; drugi jest latwiejszy i predszy do wykonania; nato-
miast pierwszy moze jest plastyczniejszy, zwlaszcza gdy uczniowie
zechca kazdy stupek zabarwié innym kolorem. Zaznaczyé nalezy,
ze na obu wykresach nieodzowna rzecza jest graficzne przedstawie-
nie liczby 100; bowiem liczby 72%, 10% itd. sa to liczby, wyrazajace
stosunek ludnoéci rolniczej, gérniczej itd. do ogélu ludnoéei wzietej
za 100% i tylko w zestawieniu z obrazem graficznym liczby 100
obraz graficzny kazdej innej liczby procentowej ma racje bytu.
Inaczej rzecz si¢ ma z temi wykresami, ktére obrazuja nie sto-
sunki procentowe, lecz liczby istotne, np. liczbe ludnoéci réznych
wyznan, ilodé ha zasianych réznym rodzajem zbéz itd. Na takich
wykresach obok stupkéw, ilustrujacych pewne liczby, umieszczamy
na widocznem miejscu stupek, przedstawiajagcy obrana jednostke
miary. Oto np. rysunek (rys. 15) przedstawiajacy iloé¢ ziemi za-
sianej (wzglednie: zasadzonej) pieciu najpospolitszemi u nas rodza-
jami ziemioplodéw w 1934 r. Za jednostke wzieto 500 tysiecy ha.

9&
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Przejdzmy teraz do wykreséw na osiach spéirzednych (oczywi-
écie, jedynie prostokatnych). Aby z nalezytem zrozumieniem i bez
razagcych bledéw matematycznych stosowaé takie wykresy, nauczy-
ciel musi sam bardzo dokladnie i jasno zdawaé sobie sprawe z dwéch
pojeé: po pierwsze, wykresy wyrazane linja ciagla (krzywa czy
prosta) sa wykresami funkeyj cig glych, tj. takich, gdzie kazdej
wartoéci zmiennej x odpowiada przynajmniej jedna wartosé funk-
cji, oraz gdzie w danym przedziale zawsze mozna dobraé takie
dwie wartoéci xo i x1 zmiennej, aby réznica miedzy odpowiedniemi
wartoéciami yo i yi: funkeji byla dowolnie mala.

Np. zaleznoéé miedzy polem prostokata i jego wysokoécia przy
stalej podstawie jest funkecja ciagla i wyrazi sie linja prostz; nato-
miast zaleznoéé miedzy liczba robotnikéw i iloécig czasu zuzytego
na pewng prace nie jest funkcja ciagla, bowiem liczba robotnikéw
musi byé liczba calkowita, a wartoéciom calkowitym zmiennej od-
powiadaé beda tylko niektére liczby z zakresu wartoéci czasu.

B b
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Otrzymamy wigc na wykresie nie linje ciagla, lecz szereg oddziel-
nych punktéw.

Rzecz ta pozornie prosta nieraz jednak staje si¢ Zrédlem ble-
déw. Widzialam np. nastgpujacy wykres frekwencji uczniéw

(rys. 16):
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Przyjrzyjmy mu si¢. Na osi poziomej dzieci oznaczyly dni tygod-
nia, na osi pionowej liczb¢ uczniéw obecnych w szkole kazdego
dnia. Punkty, otrzymane na wykresie droga zestawienia dwdch liczb
(liczby uczniéw 1 liczby porzgdkowej dnia tygodnia) laczyly linjami
prostemi. Wynikly stad géry nonsenséw. Przedewszystkiem laczac
linja ciggla punkty ilustrujgce iloé¢ dzieci obecnych w klasie np.
w poniedzialek oraz iloé¢ dzieci obecnych we wtorek, zakladamy, ze
w ciggu 24 godzin dzieci wcale z klasy nie wychodzily, bowiem
kazdej liczbie na osi poziomej wyrazajacej przebieg czasu odpo-
wiada jaki§ punkt wykresu, a wigc i odpowiadajagca mu liczba
dzieci na osi pionowej. A dalej: przyjrzyjmy si¢ niedzieli. W so-
bote liczba dzieci w klasie wynosi 45, w niedziel¢ réwna si¢ zeru,
w poniedzialek znéw wynosi 50. Kreski, laczace te trzy punkty wy-
kresu oznaczalyby, ze liczba dzieci w klasie z soboty na niedziele
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stopniowo topniala, jak 16d na wiosne, az do zupelnego zaniku, aby
znéw z niedzieli na poniedzialek rosngé stopniowo az do liczby 50.

Takie to cuda czyni z frekwencja zle narysowany wykres. Gdyby
nauczyciel pamietal, ze dzieci powinny nietylko kresli¢ wykresy,
ale je czytaé, niewatpliwie nie dopuécitby do podobnych bledéw.
O ilez prostszy i Scislejszy bylby w tym wypadku wykres slupkowy,
dajacy tylko obraz poréwnawczy oddzielnie wzigtych liczb.

Druga sprawa, o ktérej pamietaé musimy, jest fakt, ze jesli dwa
punkty wykresu lagczymy odcinkiem linji prostej, to zakladamy, ze
pomiedzy temi dwoma punktami przyrosty obu wielkoéei, ktérych
zwigzek ilustrujemy wykresem, sa proporcjonalne. Mozemy zatem
z czystem sumieniem Yaczyé dwa punkty wykresu linja prosta wtedy
i tylko wtedy, gdy w danym przedziale zachodzi owa proporcjonal-
noéé¢ przyrostéw, lub gdy dla uproszczenia obliczenn owa proporcjo-
nalnoéé z géry zakladamy, jak to si¢ dzieje np. w wypadku obliczen
poprawek logarytmicznych (interpolacja).

Wezmy przyklad konkretny: wykres temperatury. Przypusémy,
ze obserwujemy temperature powietrza i notujemy liczby dwa razy
w ciggu dnia: rano i wieczorem.

Jesli na osi poziomej, czyli na t. zw. osi odcigtych notowaé be-
dziemy liczby dotyczace czasu obserwacyj, a na pionowej, czyli na
oel rzednych — liczby wyrazajace temperature, wéwcezas na wykre-
sie otrzymamy szereg punktéw, odpowiadajacych kazdej parze liczb.
Czy mamy prawo lgczyé te punkty linjami?

Niewatpliwie, kazdej chwili czasu odpowiada jakas wysokosé
temperatury; nie jest zatem bledem polaczenie dwéch punktéw wy-
kresu linja ciggla. Ale czy linja ta jest linja prosta, tj. czy tempe-
ratura od chwili jednej obserwacji do drugiej réwnomiernie pod-
nosila si¢ lub réwnomiernie spadala, o tem nic nie wiemy. Miedzy
godzing 8 rano, gdyémy odczytali na termometrze np. + 10° C,
a godzing 8 wieczorem, gdy termometr wskazywal np. +12° C,
mogla temperatura podniesé si¢ w poludnie np. do + 15° C, potem
o zachodzie storica spaéé do 11°, aby w godzine pézniej znéw pod-
nieéé si¢ do 12°.

Linja prosta nie ilustruje tych wahan, a nie wiemy, jaka linja
nalezy ja zastgpié, skoro nie obserwowaliémy temperatury bez przer-
wy. Mamy do wyboru: albo wykres pozostawié w postaci punktéw,
ilustrujacych poszczegélne obserwacje, albo, laczac je dla latwiej-
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szego odczytywania linja prosta, zwrécié jednak uwage dzieci na po-
pelniona niescisloéé.

Do wykreséw wykonywanych doéé czesto, naleza wykresy w po-
staci k6l. Maja one te niedogodnoéé, ze kolo nieraz trudno podzie-
lié na tyle czeéci, ile nam ich potrzeba w kazdym poszczegélnym
wypadku. Zato wykres kolowy daje jako caloié bardzo plastyczny
obraz wzajemnego stosunku liczb, zwlaszcza gdy wycinki sa kolo-
rowane.

Wspomnieé¢ wreszcie nalezy o tzw. wykresach obrazkowych, jak
np. przedstawianie spozycia cukru w postaci réoznej wielkoéci glow
cukru, naturalnego przyrostu ludnosci w postaci dziecka itd.

Wykresy takie, bardzo interesujace dla dzieci i stanowigce mile
urozmaicenie lekeyj np. podczas godzin ,,Nauki obywatelskiej*, nie
moga jednak mieé zadnych pretensyj do Scistoéci matematycznej.
Glowa cukru jest bryla tréjwymiarowg; poréwnanie jej z inna
glowa cukru nasuwa watpliwoéé, czy w gre wchodzi jedynie wyeo-
koéé bryly, czy tez i pozostale jej wymiary.

Wazne jedynie 83 liczby napisane na owych obrazkach, czy tez
pod niemi; mozemy je z powodzeniem wykorzystaé w zadaniach;
natomiast sam obrazek gra role podrzedna, dajac jedynie bardzo
ogolne pojecie o stosunkach liczbowych, ktére ma ilustrowaé.



4. Pomoce szkolne.

A. Pomoce sporzgdzane przez nauczycieli.

Obserwujac caly szereg lekeyj t. zw. pokazowych, zastanawia-
lam si¢ niejednokrotnie nad zagadnieniem, jakie pokazy i jakie po-
moce nalezy uwazaé za pozadane, jakie sa zbedne, a jakie staé sig
moga calkiem szkodliwe. Zauwazylam np., ze nauczyciel czesto za-
daje sobie wiele trudu i poswigca wiele czasu na wykrawanie, ma-
lowanie, klejenie ,,pomocy“, ktére w gruncie rzeczy do niczego nie
dopomagaja. Oto pare przykladéw:

Nauczyciel przygotowal na lekcje t. zw. powtérzeniowa zadanie,
ktorego celem bylo przypomnieé dzieciom obliczanie. pél niekto-
rych wielokatéw. Treéé zadania obracala si¢ dookola obliczenia po-
wierzchni jakiego§ domku dla krélikéw. Pomijajac fakt, ze powdd
obliczania owej powierzchni (malowanie domkuv) byl doéé sztuczny,
chce jedynie zwrécei¢ uwage na przygotowany w tym celu pokaz.
Oto nauczyciel zrobil z tektury 6w domek (siedzial nad tem nie-
watpliwie cala noc!) i zademonstrowal dzieciom: ,,Oto tak wygla-
dal domek dla krolikow Janka®. Cala reszte lekeji domek 6w stal
sobie na stole, nietknigty reka zadnego z ‘dzieci: nauczyciel bowiem
pomiary domku podal calkiem niezaleznie od wyklejonego przez sie-
bie modelu.

Pytanie, czy caly 6w trud si¢ oplacil? Co dzieci skorzystaly na
przyjrzeniu si¢ zdaleka modelowi?

Oczywiécie nic; raczej ladny model byl przeszkoda w lekeji, bo
rozpraszal uwage dzieci i budzil cheé do zabawy. Gdyby nawet nau-
czyciel zuzytkowal go lepiej, kazac np. jednemu lub kilku uczniom
porobié¢ odpowiednie pomiary i obliczyé je w uméwionej skali, czy
nawet wtedy warto bylo poéwigcaé kilka godzin na przygotowanie
te] pomocy naukowej, bez ktorej lekcja przy odpowiednich ilustra-
cjach wykonanych ze wspétudzialem dzieci moglaby mieé przebieg
réwnie jasny i pozyteczny, a wobec wiekszej aktywnosci dzieci moze
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nawet bardziej zajmujacy? Mamy tu przyklad pomocy catkiem
zbednej.

A oto inny przyklad. Nauczyciel mial z dzieémi opracowaé ob-
jetos¢ walca. W tym celu wykonal (czy kazal wykonaé) na tokarni
sporg liczbe walcéw drewnianych, pocigetych plaszczyznami przesu-
nietemi przez o walca na bryly, zblizone do graniastostup6éw tréj-
katnych (rys. 17 a).
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Dzieci mialy z tych bryl ustawié¢ zamiast walca inng bryle, kto-
rej objetod¢ umialyby obliczyé. W rezultacie ulozyly coé w rodzaju
koé§lawego ,,rownolegloécianu®, ktéry w dodatku wecigz si¢ rozsypy-
wal (rys. 17b). Analogja z rzeczywistym réwnolegloécianem byla
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bardzo daleka, bowiem ze wzgledéw technicznych niepodobna byle
cigé walca na bardzo drobne wycinki.
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I znéw pytanie, czy trud, koszt i czas nauczyciela oplacil si¢ na-
lezycie? Czy nie moznaby osiaggnaé celu przy mniejszym nakladzie
energji, nawet w zalozeniu, ze metoda obrana jest sluszna, czyli ze
dla wdrozenia dzieciom pojecia o objetosci walca pozadane jest
przeksztalcaé walec w innag bardziej jeszcze obca dzie-
ciom bryle?

Te przyklady dowodza, jak wiele nieraz daremnego trudu wkla-
damy w przygotowanie zbednych pomocy.

»Ale — powie kto§ — pomocy takich nikt na codzien nie przy-
gotowuje. Lekeje cytowane byly to lekeje pokazowe, ktérym musi
si¢ w przygotowaniu poéwigci¢ wigcej trudu“. Na to odpowiedZ na-
suwa si¢ sama: lekcja pokazowa ma wartoéé jedynie wtedy, gdy od-
bywa si¢ w warunkach calkiem normalnych, codziennych, latwo da-
jacych si¢ odtworzyé w kazdej klasie. Pomoce zatem musza byé
przygotowane réwniez do codziennego uzytku, proste, niekosztowne
i tylko takie, ktdre istotnie daja rekojmi¢ powaznych korzysci
w osiggnietych wynikach.

B. Pomoce sporzqdzane przez dzieci.

Zapatrujac si¢ doéé krytycznie na pomoce przygotowywane przez
nauczycieli, podwieémy natomiast nieco uwagi przygotowywaniu po-
mocy szkolnych przez same dzieci.

W dyskusjach prowadzonych wiele razy na P. W. K. N. docho-
dziliémy zazwyczaj do wniosku, ze prawie wszystkie przyrzady i mo-
dele, ktéremi dziecko postuguje si¢ w szkole, moga byé wykonane
przez same dzieci, badZ na godzinach zaje¢é praktycznych, badz do-
raznie podczas lekcyj matematyki. A wige kolejno dzieci moga eo-
bie tanim kosztem skonstruowaé linjal, ekierke, cyrkiel, katomieraz,
oraz komplet modeli bryl, o ktérych si¢ ucza.

Wykonanie wlasnorg¢czne przyrzadéw potrzebnych na lekeji ma
wartos¢é podwéjng: po pierwsze — wartos¢ metodyczng; uczen, wy-
konawszy dany przyrzad wlasnemi r¢koma, o wiele lepiej go rozu-
mie i pewniej si¢ nim posluguje, a przytem lepiej zdaje sobie
sprawe ze stopnia dokladnoéci przyrzadu. Powtére — wartodé wy-
chowawczg; umiejetnoéé wykonania przyrzadu ,,na poczekaniu“ do-
daje uczniowi pewnoéci siebie i jest skutecznem lekarstwem na bez-
radnoéé; uczy sumiennoéci wykonania, bo zle i niestarannie wy-
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konany przyrzad nie nada si¢ do pracy; wreszcie przeciwdziala sku-
tecznie czestym u dzieci wyméwkom: nie mam cyrkla, zapomnia-
lem ekierki itd. Przejrzyjmy kolejno niektére z najczeéciej uzy-
wanych pomocy szkolnych:

1) Linjal. Zanim damy dzieciom do reki linjal drewniany,
dziecko moze zrobié go sobie samo. Wystarczy w tym celu podwéjnie
lub poczwérnie zlozona listewka papierowa, doéé sztywna, aby sie
nie uginala, gdy uczen przy niej kreélié bedzie linje oléwkiem. Jeéli
linjal 6w masluzyé réwniez do pomiaréw, uczen zrobisobie na nim
podziatke wedlug kratek zeszytu (2 kratki =1 cm), znaczac kreski
kolejno cyframi od zera do 20. Co 10 cm zrobi kreske dluisza, a je-
8li eam si¢ o to upomni, zrobi¢ moze podzialke gestsza, co 5 mm,
juz bez pisania cyfr, aby zbytnio nie zamazywaé listewki. Taki
linjal, oczywiscie, nie bedzie mial pretensji do dokladnosci i musi
byé na ookolwiek wyzszym poziomie zastapiony przez kupny, drew-
niany. Do czasu jednak wystarczy, a w ubogiej wiejskiej szkole
oszczedzi nauczycielowi cigzkiego mozolu zbierania pienigdzy na
kupno linjaléw od rodzicéw dzieci.

2. Ekierka. Podobne ustugi moze odda¢ wlasnoreczna kon-
strukcja ekierki, jeszcze przytem latwiejsza. Jesli bowiem prof. Ru-
siecki i Zarzecki w swojej ,,Matematyce” dla kl. IV, kaza pojecie
kata prostego wyprowadzaé zapomoca podwoéjnie zlozonej kartki,
to ta sama kartka (zlozona) stanowi¢ moze pierwowzér ekierki.
Dziecko moze przykladaé ja do katéw i sprawdzaé, czy sa proste,
a nawet od biedy kreélié¢ prostopadle. Nie zawadzi, jesli pozostale
brzegi kartki nie beda linjami prostemi, bowiem wéwczas tem wy-
razniej] uwydatnia si¢’te brzegi, ktére stanowia ramiona kata pro-
stego. W zadnym zaé wypadku nie nalezy écinaé ekierki w trojkat
taki, jak to widzimy na ekierkach drewnianych, aby momentéw
calkiem drugorzednych nie wysuwaé blednie na plan pierwszy.

Oczywiscie, tak samo jak linjal, w dalszem stadjum nauki ekierke
papierowa zastgpi ekierka drewniana jako dokladniejsza, praktycz-
niejsza i trwalsza, niemniej nawet i wtedy w razie potrzeby (mnp.
w razie zapomnienia) dziecko moze zawsze skonstruowaé sobie na
poczekaniu wlasny przyrzad z dowolnej kartki papieru. I tu przy-
pomnieé¢ warto jedna wskazéwke praktyczna: nauczyciel musi mieé
- zawsze w zapasie pewna iloé¢ kartek papieru, choéby okladek ze
starvch zeszytéw, aby w razie potrzeby méc ich dziecku uzyczyé.
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3. Cyrkiel. W klasie V dziecko kresli kolo, wigc nauczyciel
poleca kupié cyrkiel. Na nastepna lekcje pojawia si¢ paru uczniéw
najzamozniejszych z porzadnym cyrklem, kilku mniej zamoz-
nych z lichym cyrkielkiem nasadzonym na oléwek, reszta bez
zadnych cyrkli. Wobec tego lekcja idzie kulawo, w tempie po-
wolnem, bowiem jedno dziecko pozycza swdj cyrkiel pigciu in-
nym, niektére radza sobie ,,obrysowywaniem* pokrywki od kala-
marza, a nauczyciel ponawia nakaz, ktéry znéw nie zostaje spel-
niony.

A przeciez listewka ze zlozonego parokrotnie papieru ze szpilka
wbita u jednego konca i z oléwkiem u drugiego moze calkiem nie-
zle sluzyé za cyrkiel. Trzeba tylko, aby nauczyciel mial tez w swej
szafce papierek szpilek. Cyrkiel tak skonstruowany ma nawet te
wyzszo8é nad metalowym, nasadzanym na oléwek, ze listewka pa-
pieru moze posiadaé podzialke centymetrowa, pozwalajaca przy
pomocy przesuwania szpilki (nie oléwka) okreslaé bezpoérednio
dlugoéé promienia kola bez uzycia osobnej miarki. Nawet cyrkiel do
tablicy moze byé niezle zastgpiony kreda umocowang na sznurku.

4. Kagtomierz Na konstrukcje katomierza nalezy poswiegcié
osobng jednostke metodyczng. Przekonaliémy ei¢ o tem na P. W.
K. N. Poprzedzaé te konstrukeje musi lekcja, dotyczaca podzialu
kata pelnego na 360 stopni. Pomoca ku temu bedzie model kata
pelnego, poci¢tego promieniami na réwne czeéci (Patrz Rusiecki
i Zarzecki ,,Matematyka“ dla kl. V, str. 70). Pami¢taé jednak na-
lezy, ze nie idzie o podzial okregu kota na Yuki po 1°, lecz o po-
dzial kata pelnego na k a3 ty po 1°. Dziecko bowiem mierzyé bedzie
katomierzem nie luki, lecz katy. Dlatego tez, jakkolwiek model
przygotowany przez nauczyciela nie moze mieé¢ innego ksztaltu jak
ksztalt kola, niemniej przy rozwazaniu z dzieémi modelu, nalezy
zwraca¢ uwage dziecka na katy miedzy promieniami a nie na po-
dzialk¢ numerowana na okregu. Podzialka sama rzuci si¢ dziecku
w oczy, gdy bedzie odczytywalo, ile stopni ma kat pélpelny i pro-
sty, oraz gdy z modelu zechce zrobi¢ uzytek do mierzenia katéw.

Lekeja o podziale kata pelnego na 360°, ilustrowana modelem
powyzszym, oraz samorzutne préby oceny katéw zadanych przy
pomocy modelu kata prostego zajma niewatpliwie cala godzine.
Dopiero wiec na nastepnej lekeji zabiora si¢ dzieci do budowania
katomierza.
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Jeéli pozostawimy im w tym wzgledzie swobode, a nie znaja sig
jeszcze z kupnym katomierzem, przypuszczaé nalezy, iz zaczna od
budowy kata pelnego, a nie pélpelnego. W zasadzie beda mialy
slusznoéé, lecz przy mierzeniu katéw okaze si¢ to niewygodnem ze
wzgledu na trudnoéci w przylozeniu érodka katomierza do wierz-
cholka kata zadanego. Wycigé dziury w katomierzu nie mozemy, bo
wowczas 6w srodek calkiem nam si¢ zgubi. Stad wyniknie wska-
zéwka praktyczna: budujmy katomierz tylko w zakresie kata pol-
pelnego.

Dzieci, z ktéremi mieliémy do czynienia na Kursie, znaly juz ka-
tomierz z wygladu, wi¢c zacze¢ly od nakreslenia pélkola o érednicy
20 cm. Nastepnie podzielily kat pélpelny na dwa katy proste (z po-
moca ekierki), a potem, za porada nauczyciela, juz na oko podzie-
lity kat prosty na trzy réwne katy, a kazdy z tych ostatnich znowu
na trzy réwne katy, otrzymujac w ten sposéb podziatke po 10°.
Wiele z poéréd dzieci popelnilo przytem charakterystyczny blad:
chcialy zamiast kata prostego dzieli¢ na trzy czesci cigciwe podpie-
rajacg 6w kat. Nauczyciel zwrdcil uwage na to, ze katy zbudowane
na tych trzech réwnych odcinkach, beda nieréwne: érodkowy jest
najwigkszy.

Pozostale czynnodci: numeracja podzialki, wyznaczenie srodka,
wykrojenie tektury niepotrzebnej poszly gladko. Korzysé z tej ro-
boty byla podwéjna: po pierwsze, kazde z dzieci mialo wlasny ka-
tomierz (po za trojgiem, ktérym si¢ robota nie powiodla), podczas
gdy normalnie bywa nieraz pi¢é katomierzy na cala klasg, co ha-
muje niepomiernie tempo pracy; powtére, dzieci rozumialy skon-
struowane przez siebie katomierze daleko lepiej, niz to bywa za-
zwyczaj i daleko lepiej umialy si¢ niemi poslugiwaé.

Praca zatem nad tym przyrzadem calkowicie si¢ oplacila.



5. Z .mianem“ czy bez ,miana?“

Nie bylo prawie roku na P. W. K. N,, podczas ktérego nie dy-
skutowaloby si¢ na temat t. zw. ,,mianowania* liczb w zadaniach.
Czy w dzialaniach na t. zw. liczbach mianowanych dopisywaé
miano? Czy zawsze to czynié, czy tylko w pewnych z géry okreslo-
nych wypadkach? Jak sobie radzi¢ z mianowaniem liczb w dwéch
wypadkach dzielenia, w obliczaniu pél i objetoéci, w obliczaniu
wymiaréw bryl i wielokatéw? Jak od owego mianowania w zakre-
sie elementarnym przechodzié na wyzszych stopniach nauczania do
zapisu jednostek zlozonych, jak jednostka przyspieszenia, sily, pra-
cy? Oto caly kompleks zagadnien i watpliwoéci, ktére prébowaliémy
rozstrzygnaé i ustalié. &
Nie ludzac si¢, zeSmy w dyskusjach naszych istotnie te trudne
sprawy zdolali wyjaénié, chce jednak przytoczyé pewne glosy
i wnioski, ktére rzuca moze nieco §wiatla na te zagadnienia. Zaczne
od kolejnego przegladu dzialan na réinych poziomach nauki.
Zazwyczaj juz w klasie I, a najdalej w II, przyuczamy dziecko
w dodawaniu i odejmowaniu do pisania miana przy wszystkich licz-
bach, wchodzacych w sklad tych dzialan. Obliczajac np., ile ma
oléwkéw w obu raczkach, dziecko pisze w myél polecen nauczyciela:

Sol + 20l = 7ol

Jesli opusci ,,miano® przy ktérejkolwiek z tych trzech liczb, nie-
watpliwie przypomnimy mu: ,,7 czego? Olowkéw!“ Ze zaé pisze
niewprawnie, duzemi literami, nieraz litera ,,0* wyglada jak ,ze-
ro“, co staje si¢ zréodlem wielu bledéw.

O ,,mianowaniu“ na poziomach najnizszych, w klasie I i II, roz-
mawialam nieraz z niezyjacym juz dzi§ prof. Lucjanem Zarzeckim;
byl on zdania, ze pisanie mian na tym poziomie jest calkowicie
zbedne, a nawet szkodliwe, bo utrudnia zapis i zwalnia tempo pra-
cy. Na to ustepstwo dla pierwszych lat nauczania zgadza si¢ zreszta
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wielu pedagogéw. Ale poczynajac od klasy III przestrzegamy
»mian®“ z gorliwoécia, godna lepszej sprawy.

Pél biedy jeszcze z dodawaniem i odejmowaniem; tu dziecko
nie potrzebuje przynajmniej namysélaé si¢, przy ktérej z liczb po-
stawi¢ owo miano. Gdy jednak, poczawszy od klasy II, zaczyna
wchodzié¢ w gre mnozenie i dwa wypadki dzielenia, wéwczas wobec
pietrzacych si¢ trudnoéci mamy do wyboru: albo z nieublagana pe-
danterja pilnowaé ,Jlogicznego® stawiania mian, przyczem, jak wnet
zobaczymy, owa pedanterja na nas si¢ zemséci; albo pozwalaé dziecku
dowolnie stawiaé lub nie stawia¢ mian; albo wreszcie przyjaé jakas
umowe, np.: w kazdem dzialaniu stawiamy miano tylko przy
wyniku, niezaleznie od ,logiki*.

Rozwazmy pierwsza ewentualnoéé, ktéra zreszta zachodzi naj-
czgsciej. Pilnujemy wiec, aby dziecko stawialo w mnozeniu miano
przy mnoznej (bronn Boze nie przy mnozniku, bo to ,niema sen-
su!“), oraz przy iloczynie. Dziecko, wdrozone przez nas do odpo-
wiedniej wypowiedzi slownej, méwi 1 pisze: 3.5 zt. = 15 zb (trzy
razy po 5 z1. jest 15 zl.).

Ale oto przychodzi w klasie IV obliczanie pola prostokata.
Dziecko zmierzylo i zapisalo wymiary: dlugoéé 5 cm, szerokosé
3 cm, a teraz chce obliczyé pole, wiedzac przytem, Zze ma w tym
celu obliczyé iloczyn liczb wymiarowych.

Ktéra z liczb wymiarowych jest mnozna, ktéra mnoznikiem ?
Jak to si¢ dzieje, ze majac czynniki, wyrazone w miarach linjo-
wych, otrzymujemy iloczyn w miarach kwadratowych? Jak wobec
tego poradzié sobie z mianowaniem?

Jeéli chcemy trzymaé si¢ logiki, musimy wdrozyé dziecko do
rozumowania nast¢pujacégo: mnozymy jednostke kwadratowa
(w tym wypadku 1 cm?®) przez 5, czyli obliczamy liczb¢ jednostek
w jednym rzedzie, a otrzymany iloczyn mnozymy przez 3, aby obli-
czy¢ liczbe jednostek w trzech rzedach.

Zapis: 3.5.1 ecm? =15 cm? (Trzy razy po pieé razy po 1 em?).

Taki przebieg rozumowania i zapis powyzszy spotykalam dosé
czesto; przyczem w skréoonej formie rozumowanie wyglada naste-
pujaco: Mnozymy 5 cm?, czyli liczbe¢ jednostek w jednym rzedzie,
przez 3, czyli przez liczbe rzedow.

Zapis: 3.5 cm? = 15 cm?, lub, zaleznie od tego, ktéry wymiar po-
ghuzyl za punkt wyjécia: 5.3 em? =15 cm?. Tym sposobem oblicza-
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nie pola prostokata wlgczone zostalo, jako szczegélny wypadek mno-
zenia, do ogélnego prawa: miano piszemy przy mnoznej i przy ilo-
czynie; mnoznik jest ,,niemianowany“.

Ale idzmy dalej. Dziecko w nizszych klasach zostalo wdrozone
do surowego rozrézniania obu wypadkéw dzielenia, i przestrzega
odpowiedniego mianowania. Dzielenie na réwne czesci nie jest
trudne; dzielac np. 20 zl. na 4 czesci, dziecko odrazu zda sobie
sprawe, ze dzielna i iloraz nosza to samo ,miano“, bowiem czeié
skladaé si¢ musi z tych samych przedmiotéw co i calosé. Napisze
wiec:

20 zt : 4 =35 zl, i odpowiednio zapis 6w przeczyta.

Ale zapis dzielenia ,,po réwnej czeéci®, czyli t. zw. mieszczenia
budzi watpliwoéci.

Wezmy np. zadanie: ilu uczniom mozna z 20 stalowek rozdaé
po 4 stalowki? Nie przedstawia ono trudnoéei rachunkowyeh; dziec-
ko rozumie, ze stalowek wystarczy dla tylu uczniéw, ile razy po
4 stalowki dadza si¢ ,,zabraé® z 20 stalowek, a wiee dla 5 uczniéw.
Ale zrozumieé zapis jest dziecku o wiele trudniej, jest to bowiem
w zakresie czterech dzialan jedyny wypadek, gdzie wynik jest
»liczba oderwang“. Dziecko pisze: 20 stal :4 stal. = 5, ale 5
»C2ego™‘?

Nauczyciel dopowiada ,,razy“. A gdzie si¢ podziewaja uczniowie,
ktérych liczbe dziecko ma obliczyé z zadania? I oto pojawia sie
kolizja zapisu z faktem zyciowym, nie ulegajagcym dla dziecka wat-
pliwoéci.

Gorzej jeszcze przedstawia si¢ sprawa, gdy zadanie jest tresci
geometrycznej, np.: podloga izby szkolnej ma 48 m?; jeden z jej
wymiaréw wynosi 8 m. Obliczyé drugi wymiar.

Nauczyciel (a z nim i dziecko) ma do wyboru: albo uwazaé
liczbe 8 za liczbe ,,rzed6w* i rozumowaé: poniewaz 48 m? ulozono
w 8 rzedéw, wiec kazdy rzad zawiera 6sma czeéé, czyli 6 m2
Jesli 6 m? mieéci sie¢ w jednym rzedzie, to dlugosé rzedu musi wy-
nosié 6 m. Albo tez wziaé liczbe 8 za liczb¢ m? w jednym rzedzie
i objaéniaé: Jeéli w jednym rzedzie jest 8 m? to poniewaz 8 mie-
gci sie w 48 szefé razy, wiec 48 m? stanowi 6 rzedéw. Jesli rzedow
jest 6, a kazdy rzad ma 1 m szerokoéci, to izba ma 6 m szerokoéci.
Stad dwa zapisy:
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48 m?:8 = 6 m?
lub 48 m?:8m? =6.

Ani jeden ani drugi zapis nie daja jednak dziecku odpowiedzi
bezpoéredniej na pytanie, ktéore ma rozwiazaé.

Cé6z dziwnego, ze w tym chaosie dziecko zaczyna si¢ plataé.
W miare narastania materjalu naukowego bledy w mianowaniu
staja si¢ coraz czestsze, a nauczyciel — coraz bezradniejszy. Gdy zas
jeszcze przybeda liczby t. zw. dwumianowane, miary szeScienne
itd., wowczas zdarza sie, Ze energja nauczyciela w egzekwowaniu po-
prawnych zapiséw slabnie i stopniowo ustala si¢ zwyczaj patrzenia
przez palce na dziecigce nieScisloéci. Nastgpuje woéwezas druga
z przytoczonych na poczatku ewentualnoéci: pozostawienia dziecku
wzglednej swobody: ,Nie chcesz, to nie pisz miana, byleby$ nie pi-
sal go blednie®.

Ta droga jednak, jak wszelka droga najmniejszego oporu, nie
moze nas zadowolié; przemawiaja przeciwko niej zaréwno wzgledy
metodyczne jak i wychowawcze. Wobec tego musimy szukaé jeszcze
innego wyjscia.

I tu po wielu goraeych dyskusjach, przeplatanych powolywaniem
sie¢ i na powagi naukowe, i na obecny program dla szkél po-
wsezechnych, i na poszczegélne glosy badz nauczycieli, badz inspek-
toréw, odwazyliémy si¢ na wniosek ,,wywrotowy*!

A wiec stwierdzi¢ musimy przedewszystkiem, ze ,,logika® zapisu
dzialania arytmetycznego niezawsze przemawia do praktycznej lo-
giki zyciowej dziecka; dalej, ze to, co nie jest w pelni zrozumiane
i, co wazniejsza, aprobow ane przez zmysl praktyczny dziecka,
bywa przyswajane z trudem i jedynie droga pamieciowa; ze wre-
szcie w miare przejicia do coraz wyzszych poziom6éw nauczania,
musimy sami czynié¢ niejednokrotnie ustepstwa od przyjetych z a-
sad w imi¢ um 6 w, podyktowanych wzgledami praktycznemi lub
naukowemi. ‘

Z tych rozwazan wynika, ze w nauczaniu elementarnem nie po-
pelnimy grzechu, jesli zamiast meczyé dziecko i siebie wymagania-
mi bardzo poprawnych zapiséw, uméwimy si¢ odrazu, ze
zachowujgc cala, na jaka dziecko staé, zaleznie od poziomu, ja-
snoé¢ i poprawnoéé wystowienia, pisaé mu kazemy miano tylko przy
wyniku koncowym, przyczem takie miano, jakie bedzie odpo-
wiedzig na zawarte w danem zagadnieniu pytanie.

Z do$wiadczess metodyki rachunkéw 10
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Tak np. w dodawaniu (lub w odejmowaniu): Jesli komorne
kosztuje 75 2, a zywmosé¢ 168 z! miesiecznie, to razem:
75 + 168 = 243 z! (ogélny wydatek miesigczny).
Wyrazy ujete w nawias s3 zarazem odpowiedzig, lub, jeéli zada-
nie ma pare¢ dzialan, pomoca w dalszej pracy.

W mnozeniu: ile kosztuje 10 m plétna po 2% z?
10.2,5 = 25 zt (kosit plotna).

Albo: jakie jest pole prostokata o wymiarach 20 ecm i 15 em?
20.15 = 300 cm? (pole prostokata).

W dzieleniu: Poczemu zaplaciliémy za 1 litr mleka, jesli za
3 litry policzono nam 1 z1 05 gr?

105 : 3 =35 gr (cena 1 litra).

Albo: Obliczyé szerokoéé prostokata, jesli jego pole wynosi
0,5 m?, a dlugoéé 125 cm. :

Przedewszystkiem 0,5 m? = 5000 cm?.

5000 : 125 = 40 cm (szerokoéé prostokata).

Ten sposéb pisania, ktéry niewatpliwie zostanie zakwestjono-
wany przez wielu pedantéw, spotkal sie jednak z zyczliwa aprobata
niektérych pedagogéw uznanych za powagi. Nie jest on zreszta
tak ,rewolucyjny®, aby jego stosowanie moglo zepsué dalszy ciag
pracy.

Na wyzszych poziomach, gdy uczen zacznie operowaé zlozonemi
jednostkami fizycznemi (predkosci, przyspieszenia, sily, pracy itd.),
wejda w zastosowanie nowe umowy. Wowezas ,,miano“ liczby, po-
czatkowo oznaczajagce pewne znane dziecku ,,przedmioty“: metry,
zlote, itd., stanie si¢ umownym symbolem, nie majacym odpowied-

nika w &wiecie konkretow. Cé6z np. znaczy symbol przyspieszenia
cm 9
sekt

Znaczy tylko tyle, ze w ruchu jednostajnie przyspieszonym przy

predkosci poczatkowej = 0, dlugoéé drogi przebytej jest wprost
proporcjonalna do kwadratu czasu.

A jednak na tych wlaénie symbolach dokonywamy dzialan. Je-
§li np. mamy obliczyé, jakiej sily potrzeba, aby masie 5 graméw
nadaé przyspieszenie 4 ;—‘;‘,, piszemy woéwczas:

cm g.cm | 1
5g.4 @_20 g.cm, czyli 20 dyn.

Te nowe, umowne sposoby zapisywania, przyjete w nauce, osta-
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tecznie przekreéla w umyéle ucznia wezelkie nawyki, pozostale
z nizszych poziomoéw szkoly. Pisaé bedzie wéwczas bez leku:
Powierzchnia kliszy fotograficznej:
9 cm.12 em =108 cm?;
albo: Droga przebyta przez pociag:
45 2.5 godz. = 225 km itd.

Lub tez bedzie wykonywal dzialania na liczbach ,,oderwanych*
notujac tylko wyniki ostateczne.

Zaréwno jednak ,,z mianem* jak i ,,bez miana*“ sprawa zasadni-
cza bedzie nie zapis, lecz zrozumienie zwigzku, zachodzacego mie-
dzy danemi dzialania.







	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0001
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0002
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0003
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0004
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0005
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0006
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0007
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0008
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0009
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0010
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0011
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0012
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0013
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0014
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0015
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0016
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0017
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0018
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0019
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0020
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0021
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0022
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0023
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0024
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0025
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0026
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0027
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0028
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0029
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0030
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0031
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0032
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0033
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0034
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0035
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0036
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0037
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0038
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0039
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0040
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0041
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0042
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0043
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0044
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0045
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0046
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0047
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0048
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0049
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0050
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0051
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0052
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0053
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0054
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0055
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0056
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0057
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0058
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0059
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0060
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0061
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0062
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0063
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0064
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0065
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0066
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0067
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0068
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0069
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0070
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0071
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0072
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0073
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0074
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0075
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0076
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0077
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0078
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0079
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0080
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0081
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0082
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0083
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0084
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0085
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0086
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0087
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0088
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0089
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0090
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0091
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0092
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0093
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0094
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0095
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0096
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0097
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0098
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0099
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0100
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0101
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0102
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0103
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0104
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0105
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0106
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0107
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0108
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0109
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0110
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0111
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0112
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0113
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0114
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0115
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0116
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0117
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0118
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0119
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0120
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0121
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0122
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0123
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0124
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0125
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0126
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0127
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0128
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0129
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0130
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0131
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0132
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0133
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0134
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0135
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0136
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0137
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0138
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0139
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0140
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0141
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0142
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0143
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0144
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0145
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0146
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0147
	Z doswiadcze+ä metodyki rachunk+-w0148

