
INTER ATIONAL FEDERATION 

OF AUTOMATIC CONTROL 

Op.timal Control 
of Discrete Systems 

Fourth Congress of the International 
Federation of Automatic Control 

Warszawa 16-21 June 1969 

Organized by 
Naczelna Organizacja Techniczna w Polsce 



INTERNATIONAL FEDERATION OF AUTOMATIC CONTROL 

Optimal Control 
Discrete Systems 

TECHNICAL SESSION No 62 

FOURTH CONGRESS OF THE INTERNATIONAL 
FE ERATION OF AUTOMATIC CONTROL 

WARSZAWA .16- 21 JUNE 1969 

Organized by 
Naczelna Organizocja T echniczna w Polsce 



Paper 
No 

62.1 su 

62 . 2 su 

62 .3 N 

62 .4 A 

62.5 Pl 

k- ~24g 

Contents 

Page 
- K. B. Alexeev - On the Synthesi's of Optimum Cont-

rol Systems with Account Being Taken of Set Re-
liability. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 

- L.A.Volodin , A.I.Moroz, M.G.Ogulnik- On the 
Practical Realisation of Time-Optimal Synthesis 
Functions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 

- 0. A. Solheim , F. P ohner - Optimal Control of a 
Class of Discrete Systems....... . . . . . . . . . . . . . . 34 

- H. Florian l- Optimal Control of Nonlinear Discrete 
S·ystems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 

- J. Kurman - Chain Models as Inertialess , Optimal 
Controllers of Multidimensional Pro~esses. . . . . . . 64 

Biblioteka 
Pol itech n i ki Biatostockiej 

1111111111111111111111111 
1120435 

Wydawnictwa Czasopism. Technicznych NOT - Polska 

Zaklad Poligraficzny WCT NOT. Zam. 58/69. 



3 

К СИНТЕЗУ ОПТИМАПЬНЫХ СИСТ~М. УПРАВЛЕНИЯ 

ё УЧЕТО11А ЗАДАННО~ P~iЧoCYJtl 

АЛгК &В .• Б . 

(Москва, vCCP) 
ЗаБод ВТУ З nри аБтоэаводе им. И .А.Лихачева 

Из общего числа требований, предьявляемых к сис­

темам автома~еского уnравления с nродолжительным 

временем раба~, требование надежности является основ­

ным. Тем не менее при расчете и :ароектировании таких 
си стем это требование обеспечивается в последдюю оче­

редь, после ·rого каR произведен выбор струк туры и схе­

мы сист~мн. Данное обстоятельство объясняется не толь­

к о трудностью выявления зависимости каче ств енных: и 

эне ргетических характеристик системы от статистических 

аокаэателей нцдежности, входящих в ее состав элементов, 

но и несовершенством испальэу~мых методов исследования. 

Раэрабо~аннае в последние го~ методы иссл~ованин сис­

тем управлени.а с общиХ теоретических nозиций и, в част­

ности, оптимальных систем, nозволяют использовать су­

ществующую зависимость между указанНI:iЫИ характеристи­

ками и nоказа~елями на начальной ста~и их проек~ро­

вани.я. Одним из таких метqц,ов , получивших широкое 

распространение на практике, является принциn максиму­

ма Понтрягина ( 1] 
i3 док.паде дл.я определенного класса систем: впер­

вые делается nоПI:iтка nредложить способ синтеза систем 

на основе обобщенного критерия оптимаrnъности, включаю­

щего требования к точности • энергетическим затратам 
и заданной надежности. 

1. Метод исслgцования 

Сущность nринципа максимума Понтрягина заключает­

с~ в нахождении экстремального значения некоторого 

функционала, лвляющегося мерой количественной оценки 

соответствия синтезируемой системы, аред~являемыы R 
ней требованияы. В качестве после~х для рассыатри-
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-
ваеиого класса &втоматических систем nринимаютс.я: 

1 wнимум взвешенной дисперсии ошибки системы; 

2) минимум потребления энергии. 
При этои преддолага е тся, что система отвечает 

заданной надежности ~3 (вероятности безотказной ра­
боты ). 

Согласно принципу максимума, система, удовлетво­

ряюща.в: при веденныы треб ов аниям, явм е~ся о11тимал ьно . , 
причем она имееr релейную структуру. Это nозволяет 

свлэать надежность системы с. максимально допустимым 

числом nереключений . релейного элемента. В свою очеред 

число переключений зависит о~ реализуемог~ качества 

рабо ы системы. Обозначая через i ве~~ор-столбец 
о ибки системы и полагая nотребление энергии nроnор­

ционалъiШЫ величине уnравляющего воздействия 1 u 1 

nрикладываемого к объекту уnравления, выражение функ­

ционала , исn апьзуемого при удовлетворении nриведеиных 

треб ований к системе , макно заnисать в вцце 

t~ ~ . t It' 
-~ ,=!J ( t, х + tl х ) dt + 1 u 1 dt 

' ' 
( i ) 

где t~ - время управления, 
С 1 и с 1 - весовые коэqфициентн. 

Вследс~ие недостаточности nринцила максимума 

и
• 

определение оптимального управления nроизво-

дится из множества зкстремаnьннх уnравлений U 
Эта задача является наиболее сл~ой· и, как nравило , 

ре ается путем иссл~ования nроцесса уnравления в фа­

зовом: nрострв.нстве о Для замкну~ ав·томатических сис­

тем nри nровед~нии такого исследования nрименяется 

ме тод инверсного врем~ни t при к отором оnтимальные 

· траектории находятся реШением системы ~фференциаль-
у авн ений no инверсному времени от векоторой ~оч­

к в фазов ом nрос~ранстве. 8 с оо . ветствии с вычис­

ительно~ цр ацедуро принциnа мВltсимума вначале в 

.. о пространс:rве вщеляются области эк стремальнь.-х: 

np'" rзла :н:.r4 , где функционап ( 1) cr: и обретает относитедь ­
н~tй ~~г пимум. азовые траектории сост .f'.ЯИЯ системы в 

· дQЕН ..! ~б лас и отличаются моментами пе реключений 

i-:-'р'1ВЛ ~Нlчt u аждая компонента к оторога имеет 
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в общем случае три возмажвых значе~ч: + 1~0; - 1. 
При интегрировании исходного дифференциального урав­

нения системы в ~нверсном времевиt указанные моменты 

nерекЛiочений управлении можно вырази ть через время 

t 1 , характеризуDщее время действия на · систему 

управляющих воздействий. Тог~ абсолютный минимум 

функци он ала { 1 ) нах<ЩИТСИ из условия 

ll_ =о 
' at1 \ 2.) при 

n >0 
it1 J 

t 
где 

~ \.Xo,U)=- 3(t,} 
Io - начальное значение ошибки ( t : О ) или ава­

чение ошибки, при которой nроисходит срабатывание 

реле (включение управления). 
Выбор ~ ив условИя (2) о~означно определяет 

оп тимальвое управление U _. 
Надежность сие Те& !1 является функцией стр . -

туры систе:ыы S и времеШI ее функцт..1онирования i 
Понятие структуры: систеw включает в себя в данном 

случае комnлекс конструктивных мер, позволяющих обес­

печить различные уровни надежн ости системы. Время 

функционирования систеШ:i Т может бы~ь nредставлено 

зависимостью от ~ 

Таким . обрааоы, 
f = f ( s ) т ) = f l s 1 t , ) 

Тогда нахождение опти~~ного управления сводится R 

решению задачи о минимуме функцконала (1) при допол­
ни ельнам ограни ении 

~ : f ( ' 1 t ) ~ ~3 . 

Для это~ ели мажет быть испаль эов ен ме~од 

Лагр н.же о 

Уел вие \2 ) ne enиw .• ся тоnерь в~е 

~ ( j (1.' + 5I ( if i s )) = о 3 ) 
iJ l r \ 1 
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где .А - кно:юи~ель Лагранжа. 

Когда- времs управления 1~ 'lакже подлежит опре­

делению, оnтимальное управление нахо~тся из следую­

щих ус.пови й 
~ \ j ( t ~ 1 tt) 1' 1 f \ t g J t 1 1 s)) 

dt~ 
d \ ~ \ t ' ) tt ) 1' 1 ~ ( t ~ 't 1' s )) 

dt1 

( 4 } 

Полученные условия (З) и (4) облегчаю~ выбор структу­
ра системы, отвечаюЩей предъявляеыыы требоваг~ям с 

учетом заданной надежности. 

2. Обоснование метода исследования 

Р.ассмоrрим си~тему управления ориентацией лета­

тельного аппарата. 

Пусть угловое положение аппарата з~ается в орби-

Т~1ьной базовой системе отсчета OX~Z с началом в 

центре Земли. Обозначим через ~ угловую скорость вра­

щения этой систе~ы вокруг оси О! {фиг. 1). Задача 
управления, рассматриваемая ниже, заключается в совме­

щении оси ОЯ системы координат OI~l , жестко свя:­
эанной с аппаратом, CD геоцентрической вертикалью в 

плоскости, проходящей через ось О'У системы отсчета и 

вектор скорости V центра масс аппарата. 
Система ориентации включает в себя: 

- од~оl!lоординатную вертикаль для: измерения: угло­

вого рассогласования (ошибки управления между осями 

О! и о~ ); 
- две пары струйных сопел, соответствующим о6раэ·ом 

устан овленны:х на к opnyc:e- апnарата, ДJШ nриложеник к 

аnпарату управляющего момента М~ ; 
- усилительно-ареобразующие устройства и электро­

магнитные клаnаны соленоидного тиnа, пред~азначенные 

ддя управления работой струйных сопел~ 
В IIредположении, что аппарат является абс·олют­

но твер.п.w• телом, а ось оу - главной осью инерции, ди-
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намические свойства объекта уnравления ОIIИСI:iБаются 

уравнением 

I ~'t·~ = м~ t t ) + м с t t ) 
где 'f - угловое отклонение аnпара~а; 

I - ыомен~ инерции; 

"с- в озыущающzй момент. 

t 5 ) 

_ вследствии орбитаnьного дЕИжения аппарата сигнал 

на входе систеыы ориентации буде~ 

'fcx = ~t t Ч' о ( ь) 

rде Чо - начSJiьное значение <fcx nри t • О • 

Сл~овательно, ошибка ориента~и определяется 

равенством 

На фиr. 2 изображена блси-схема замкну'rой сиете­
ЪШ ориентации. Требования ·, которым должна удовлетво­

рять данная сис~ема, были nриведены выше. 

Работа сие те:ыы ориентации происходит сле,цующи:м 

образом. 

При отклонении аnпарата на угол 8 ~ 83 , где в9 -
допустимая ошибка ориентации, nроисхо~т включение 

струйных сопел. В результате действия на аnпарат 

управляющего момента ошибка устраняется. Од~ако орби­
тальное движение аnпарата ~ влияние возмущающего мо­

мента снова приводят к накоплению ошибки и включению 

сопел. 

Обозначим время отработки ошибки ориентации 

Q= е 2 через t, , а время накопления ошибки через 

tn • Тогда число циклов n отр а ботки и накохшения 

ошибки за время i полета аnпарата будет равно: 

n = _r_ cs > 
-t, ~ t n 

Для релейной системы ориентации в течение одного 

цикла проиэо~дет четыре ne аключения в системе {репе 
и клапана), а всего за время nм.erra Чn переключений. 
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Если этому чисху переключений соответс~уе~ вероят-

ность безо!!!Казно~ раба~ систаш ~ ( s, t 1 ) <. f 3 , ~о 

rребование к надежности ве выполняется. Это азначае~ .; 
что достихr.шаи nрв выбравной стру.к~ре 5 систеw 
точность ориентации не отвечае~ иазначевию ~етателъ­

ного апnарата. 

- ~ссмотрик внбор значеН!I.а t 1 , соответствующего 
оптимальному управлению. 

Папагая угловую скорость аппарата пос~ояниой 
( ~ = ton~t ) из равеис~в (7) нахсщик 

ИJПI 

где 

J.L - ~ - J1_ ) ..t!. - dt <р 
it - dt dt" -- di'1 

Это позволяе~ переnисать уравнение (5) в вцде 
· d1a м, мс 

dt" =-т -т-
dta 
dtt ~- uutt)· mc (t) , (9) 

Q=--1- ' .u(t)= м,мtt>' mc(t)= Mcllt>. 
1 

м1 - предельно допустимое значение управляющего 

момента. 

Поскольку м, >> Мс · , то в течение всег·а вреке­
аи работы соnел t, влиянием возмущающего момента на 

угловые движения аnпарата ма~но пренебречь. За времн 

накопления ошибки возмущающий момент изменяет угловую 

скорость апnарата на величину ~~ tn nри Мс = . tOП$t . 

Вследствие малости Dременного интервала trt . бу- · 
деи рассматривать М:(t)как имnульсное возмущающее 

воздействие на аппарат в момент включе.tiИ.я сопел ~t =О} , 
т.е. 

где Мсо - nлсхцадь и.маулъса; 

Ъtt}- функция ,4ирака. 
Обозначим 

( 10) 
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x,tt) = 8 ~t)= ~t + 'fo- 'tt)' 

de • 
1 1 tt) - dt • ~ - <f t t ) , 

• представим уравнение (9) в вце системн ив PJ3Y% 
уравнений первоrо парцдJ& 

dx. ( t' = 1 1 t ) ~ = - au t t ) dt t\ J dt \ ·. <. t1 ) 

Прl CJieдyiOЩU ВаЧ8.'1ЬШiХ }'Cll· OBRЯX: . (tl) 

Xt to) = Х 10 = Cfo , х 1 ta) = Х&о = ~-;(о) . 
С уЧетом выражеНIIJI ДllJ! в оакущающеrо момента ( 1 О) пос­
J[едвее .уел овке MQ&e4r бtпь &&ПIIсаво nи: 

Xto = ~- m&o • 

М Со 
mco= т 

Xapu!repвo, Ч!!!О действие вхсщвоrо саrвала 11 вов­

мущающеrо коuен~а проавиsо~ через вачапьВ&е значе-

ВJIJI вектора coc~ВIIa CJIC!!eJIIi 

--i -( 0 ) • _ {.Х 10· t х, tO ) · 

ЗначеDJI э1!ого век!rор& в момеи2 t = t 1 прикем 
p&BBSl нулю, ~.е. 

(1S) 

причем t1 ПОR& ве опредеJiево. 
Тuим образ·ок,. rрав_ичнsе ус.повu систе& урав­

нений О 1) uи одного уравнеНJIJ! (9), вапксанноrо в 
новых обазначениях иак 

& ' 

d : ~ ~t) = - 11 ц ( t ) J ( 1 ~ ) 
огав opem cr алвос!rьо. 

а соответс~вии с принц•пом макси~ка на~ек вы­

ражение ДJIЯ гаМИJiь~аниана . 

i & t & r ' . н =т &, х, t t ) + т t1 х .. l t > + ц ( t > - .tt l t) Pt t t ) . t t s ) 
Уравнении для сопрuенша перемен:вых Р1 tt) • P2. tt) 

JlкeiO!r вид 
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dP, tt) =- _i!L =- с1 x.tt) , 
dt . dXt (16) 

dPz. \t) =- _i!L =- ta,x"(t)- P1(t) . 
dt dla. 

Поскольку начальные и конечные значения век~ора состоя­

ния X\t) заданы, граничные условия ддн оnределения 
Р1 l t) и Р" ( t} из уравнений ( 16) ыогут бь-ть в зятн 

nроиэвальными. Систему уравнений (16) мОжно заnисать 
одник уравнением второго nop~a 

dr.P,. \t) 
dt2. =t,x,tt)+t,_au(t) . (.t1) 

Как видно из уравнений (11) и (16), оnределение 
оnтимального уnравления ц• t t) связано с нахождением 
сопряженной nеременной Pl.(t), которая в свою очередь 
зависит от текущего значения вектора сос~аяния. 

Выразим вначале U t t J RSR фуНRцию Pt t t >.. Мини­
мум гамильтониена буде.т nри условии, что 

[ t u •1- а* Р"]- min [ 1 u 1- а u Р,.] , (13) 
при 

-1< tL< i 

где u• t t) - оnтимальное уnравление. 

Из уел овин ( 18) находим 
\ 

t +1 ПРU Р1 (t) ~а t 

u*(tJ= о 
i (19 J -"- /Ptlt)/< Т ' 

-1 
f - .. - Ptlt)'-а 

Введем инверсное время t- t,- t ,Q~«:t~итываемое 
от конца nроцесс-а управJ!е.щя. Учитывая, что dt =- dt , 
перепишек уравнения {14) и {17) 

dl. Xt (t) 
d t,. =- а u l Р~) t z. о J 

причек 
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dx1tt) :- х l\) . 
ctt t 

Интегрирование данных уравнений в анверснок вре­

мени свидетельствует [ 2 J , ч1!о моменты nеремючения 
управления tt и t" {ф4г. 3) находн!lся в области, 
ограниченн ой nараболой 

1 " х, tt)-=- ~~~ . х,. t't') 

и . линией, дпя к оторой 

nричем: t, = t, + tz. ·. 

Выбор значений ~ и tt в давной области произ­
в qцится из условия оптимизации nриВJI~ого хритерии 

качества. 

Расчеmая схема сантеза 

Дла аллюстрации рассмотренного ке~ода сивтеза 

из.папм кра тхо с одержание вычисптеJIЪноl проце.цуры. 

Для большей ·tизической наг.пядаосп (q&г. 4:) ПfJIWM 

.х 10 < о , х z.o = ~ - mc, • о. 

Из nоследнего условия вахqцим 

г~ tn=-­
Mc 

С учетоы: .моментов nерекnючения в инверсном 

времеШI имеем: 

{

+J .,.. о~ t~t, 

u•ttJ= е -))- t, < t < t" 

-1 -.,- .ta. < t ~т.+ ft .. 
Интегрирование уравнеШiй ( 11) в инверсном в реме-

t&t) 

Ш1 дает 
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iJt)= - at, tt-tт.) -.- t, < t < t" 1 { 
-+ at & , nрч 1 ~ t ~ t t , 

-а {t1+ t,.)t+ +а (t~+ t:+ tt) - .. - t, < t • t,• t z.. 

at npu а ' t ~ Т1 , 

Xatt) = at, -"- t1. <. t < ta, ' 

at, tt, t t~,)- ц t -~.- t 1. < t <. t t ... t r. 1 

С учетом начаnьвых условий из nосле~ равенств 

получаем 

Отсюда 

.t &о а. ха l tt + t t ) • О 

Х10 • Xt (t, + t&) c-ut1ta.. 

х,. 
t =--1. CITt 

Следовательно, время __ t .1 = ~ + t &. · , з течение которо-

го nроисход.ит о~бова ошибка, :vоа.но Вн:Jаэить в функ-

ции t, It81t 

8 чис.по ЦИRJJ ов 
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Далее выражаем вероятнос~ь беэо~азной работы 

системы в функции S 11 tt • Тогда значение t; • 
минимиэирующее функциовап качества системы \1) nри 
ограничении 

оnределяеrса из усnовия 

d(1-t191 =О 
at, 

az.t'l+lt> ) 0 at," 
* В с.учае, еспи ~ , на~енное таким образом, 

соответс'l'Вуе~ ~l', t
1
* )< ~3 , то а то ука:эывает на необ-

хqдимос~ь изменения структуры системы. 

Л и т е р а т у р а 

1. IIОН.ТРЯГШН л.с. • др. Математическая теория оптималь­

ных процессов. Lизкатгиз, 

1900. 

2. ''1 W. И. I-EE.E Tttl\. of ltttomcttic tonttot, 

Jt- 8 , N г, , 1H3r. 
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I{ ПРОьЛЕ !, i Е РЕАЛ113J-\ЦИ1t1 uПТИ1~~ АJ11НЫХ ПО .SP~lJ1SHИ 

С ~ HT~31lPYIJЩ~LX ФУН1ЩИй 

Л . А .Волоцин, А . · . k ороз, ~ .Г. Uгупьник 

:~i о сква 

·Ь цокладе излагаются результаты nроведенных paCor по реали­

зации опти .-.~ альных по времени синтезирующих функщ!й для пинейных сис­

тем регупи~оБания третьего и четвертого nорядков. 

Несм отря на большое пракrическое значение, которое ~Iыеюr регу­

пяторы, мию1ми эирующие время nepe~OZIJi ого nроцесса, до сих лор не 

существует сколько-нибуДь общих методов их пр.оектирования. Применя­

емые в настоящее время методы nроектирования оптим алъных·регулято-

о~ мнению а:вrоров oб iia дают rем недостат i\ОМ, что к каждой кон-
к. е ТНОЙ ·задаче тре_6уе ТСЯ СВОЙ ПОДХОд, а fаюке CTpaдaiqf чрезмерНОЙ 

с:rо :кн остью сред с:rв, необходимых при реализации оnт.имальнЪIХ закЬнов 

tJегул ировгния . Кроме того, применим остЪ эrих методов ограничивается 
( 

с и е те ~,1ами час т н ого вида . ::3тим в не которой сте пени объясняете Я тот 

:.: · ак т , что на практике оптыь. альные по времени системы еще недоста­

... ' очно uшроко распространены . · Uграниченн ое приыенение существующих 

.. : етодов оnреде ления оnтшлальн ого закона _ управления и п ро~ктированио 

вы чiСiiИ1е n~ного устро ~ства, кото~ое бы его ~еал изовало, о 6ъясннется .. 
с ~ре•ление~ попучить повер~ность переключении в виде ~вной функции 

i а эовых коо рдинат управ ляе мого о бъекта, что, как пра:еи.ло, невозм qж­

но сделать . 7) тех же час тных случаях, когда это удается сде11атъ, 

J "'a ·~ упкщя 1; 1е ет 1/ СЕ<ЛЮЧ.[,!Теn ъно ложный в ид. 

3 нас т оя щей :ж ра б оте исnользуется цругаи подход к реа.л изацн и . 

~сходriым пр и расчете аигоритм а яв11яется одна форма пара ~етрического 

зэ ::J;аг.шi п о.зе ;х:1 CT}'i п ..... )е к11ючени я, которая окгзывает.ся оченЬ удо6но:И 

п р ~ ~ з: ч~~д; гeo~t r_ ~: i ~ Jв е ~хн осr. и ее ос о 6еннQс~ей . В ос н ове 
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11 дея ап:1ро вс нJац .1. и .. :аж ~ о г о и з .:н оже с тв , раз де ленных п о:ве . ·хн oci· ъ ;~. 

пе рвключения ( э т о с:вод '. т ся к а ппрJ:r~С И !·f. ации п о :ве}l}:ности пе ыt л .3че~:lя 

ппосr.остяыи ), .н о гог р с.зншt; и вып;)клыми телами и :в.:;едения логики , 

согласно котороИ J'с тапа:вш.r :в ае т ся, кс::к ому из эт их ste л принадл е:· r·:r 

ii зо ор ажающая точка. П олучаем~'" · пp it:; этоr:. а лrоритl'J. легко ре ализуе т я 

на "н· u ог о:аых :вычис ли тельных r.:; ь шинах с небольшим ч ислом элвыен:rов 

и с · - ел инейн остяr . .r и шшь 1:ипа реле. 

riекот орые приведэнные ниже утве рждения, относящиеся к геомет­

рю п о-в ерхн ости п ере кл :о чения и к обоснованию п редпагаем ого а лг оrлт-

м е управления, зде сь не доказываются, nоскольку эт о не является 

це лью до клада ( ма теы ат и:ческое обоснование имеется в работах, ко т о­

р_: е :а н аст оящее время находятся в печати). 

- . ll о стан о:вка за дачи 

.~е~т ся систем а ав т ом ат ического регулирования , которая оnисы-

:в ае т ся ура вriени ем 

х =-Ах 1- ~и (I) 

где Х ( t } - ~ - м е рНЫ1! :век:r о р , А - по.с 1· о ян . , квалратная ма~ри-
ца, с ::э.J с~венные значени я ко TQ.fJ:JJI~ де11 с т:а ~:i т ньнh , . ~ - nостоянный 
вектор , скалярное управление U огранvчен о Urt: ~ ц ~ U11: 

1 f 

( и~ < о ~ и;~> о ) · . Здес ь бц~у т расс ir. о трень случаи n = ... ..., 
3 и 

n = 4. 

бозначим через 
\v 

G обла сть ~"зового пр о странства, из точек 

к о торо~ ~о~~ ожен переход в нач ал о к о ординат с допу стимы~ кусочио­

по е r оянным управлением зс. врз:. :я пе Л l;евосхо дящее Т. (}У' являе:rся 
з а; .. юiутши вып уltл ь,;: тело.: [2]. 

:_ с ть 1зве с т на о п т~: ~ .. D i'IЫia, п о вр е·i~· е ни с ин те з v;рующа я r_ ункщ,. я 

и -::;;f (x), L~щ ~ F(;(J ~ ~~,EoтopaF. оn )е::;;е!!яе тс я п оверхн ос тью перекл:оче­

ниfl Q~ од аппр окс ·; ·.' aL,. е ·: с: ~ п н: i :i·j F ( х} з акон о~ . упра :в леi и я Гi{"J 
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понимается 6ЛИЗI)СfЬ F(x) U @ {х) по i.iepe, т.е. для зада1щого 
§.>0 и ~>О ыожно ук~зать такую ~ (х), что 

~ {х: /F(xJ-Fl!)(xJf .. ~G j <{. 
· 'ребуется оnределить wункцию ~{х) и постр о ить процедуру ее 

реа а изации, :з пр~нципе, не с ложными среде т вами. 

2. Уравнение поверхности первключения 

~lспольэуя nринцип максимума t'J] м ожно n о лучить следуюЩ.vlе пара-
. L'- W 

ые трические уравнения .поверхностей nервключениЯ Q : · 
а) для n = 3 им еем для куска nовер_.еости , на котором U{x') ~и1\ 

x=-'Jrv/~·.$J=-Lf.i~Je~d'C-tp1{e~d'r (2). • 
о (J l. ' . 

1 ДЛЯ куска nоверхности., на KOfDpOM U Х} -: UfO) 

х =- 'fil{~, Щ ~ -~~fe~ d'C - lfilf е~ d1. (с ) 
. с с . 

6) для n = 4 ишеем для куска nоверхносТk1, на котор~м U(xJ-: Ч.g\ 

х: ~~·М:)'= -""'~fe~d!-~~JI.-'fqfi% d! ( 4) 
~ " с 

V1 для куска паве JХНости, на ко тором и (х J = U J 

х : ~<f.N1 ~ -'М~e~di-~(Wf~oi -if11f~r 1s) 

.rассмо трим вначале задачу для n = 3. 

м ожно nокаэать, что 1) каждая точка Х , при ньдле~ащая л иб о 

поверхности (2), либо поверхносfи (~ ), являе rся эллип ~иче~кой, и 

что, 1 спольэуя это свойство, можно кажды:и иэ эrих ку<.;КОВ поверхнос­

ти переключ~ния разбить на выпуклые куски; 

2) nоверхность первключения является однозначной в наnравлени у 

выо~ ора Ь ; 
3) п роекции коорl(инактных линий ! = О поверхностей (2) и 

(3 ), т.е. проекции _ кривых -. \::!У . 
х ~ x~{i.) : - 'f4 r е 6 di (б) 

и 
(7) 
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на ПJ!ОСI\ОСТЪ (b;t) = 0 ЯВЛЯЮТСЯ ВЫПУКЛЬП.Ш 1:'~ И :ВЫМИ . lt OCR011bl·:y 

i=f~) V f!1~ о т де ля е т част ъ nове ~н ост и пере кл ючения, :в точках кo­
TO LJ O'l и (х) о: ~ ~ о~асти, :в точках като ~J ой U (xj = 'fiJ, то :в с v.лу 

однозначности S2w . по направлению & ~ове рхность.,..- с\:::1 v с~..!( 

х : x'i."J + к Ь r1.. >.О - ' - ' 
где ~ { . с = х. - ~>D· < к "" о-- } 

с~= f х: х : ~(!f} +к· б, ot. >о, -~ ·<К< о.:.} 

о т .де ля е т в фазо_вом n.- ·о .странс·тве чвстъ n·оверхнос т и перекл:Qчения, 

задаваемую уравнением (2.)., ·. о т части, задаваемой (3) • .D сиnу сво й-
. . ~ '# 

с тв а (3 ) каждая из . цип.индрических n оверностей С " С явля-

ется выnукnой поверхдостъю. 

3. Общий nоцод к nостроению Р(щ(х) 
· в случае n = 3 

Построи%ь . закnн реrупиро:вания в данной задаче означает оnисать 

nравиnо, согn.асно которо!4у будет определяться, по какую сторону по- · 

:верхности первключения нахоцится изображающая точка. Это оnределе­

Юlе r.; ожет быrъ осуществпен.о повташi о nутем nоследовательной nровер­

ки ус:Iо:вий принадлежн ости точки некоторым множеством, которые да-

ют в сум 1. е все ы~ожесrв.о ~ Сами 1.1ножества будуr апnроксимиро­
ва~ься :выnукльши многогранныыи телами, . которые .. оnисываются систе~ши 

линейных неравенсrв. 

Чтобы точка принадлежала · некоторому фиксированному множес~ву, 

,, ео оходим о и достаточно удовлетворения в данной точке всех нера­

венс т:в соJтветс твт~щей системы. Таким образом, регулирование сводит­

ся к п ~ оверке условий nр~нац~ежн осrи точки фиксированному множеству. 

Пост ~оение таких выnуклых мн ожеств nредлагается осуществить 

следу ·и щим о бразом. Вначале фазовое npoc трансrво Х разои.вается -
lf} . 

nлоское тъю [6, А~ 1 Х] = О на два nолуnространства и на nервом 

)[) через [ rifn~ n~ J обозначен . оn ределитель, у крт·орого столбца-
ми являются век1оры n'u, rfY. n'6: 
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этаnе опрецеияе тся, какому из этих полуnространств принадлежит на­

чальная т очка. Э то сводится к определению знака линейной формы 

[6, А6, х] . 
i ОЖНО ПОКазать , ЧТО кривая xld(i_) ЦеЛИКОМ IIeiltИT В ОДНОМ ИЗ 

вышеопреде пенных nолуnростргнств. Тогда и ·выnуклые цилиндрические 
~ cw . поверхнос ти с и целиком лежат каждая ·в своем nолуnространстве. 

на .в т ор о м этапе поверхности С(;:; и С~аnnроксимируются сист емой · 
~ ~ -

п лоско сте й Р и Р и вып исываются д:ве системы nивейных нера:Венст.в, 

кото рые с о ответс твуют этим nnоскостям. 

Т огда, если начальная т очка Х такова, что все нера.венства, 

напрit1м ер , с ие темы p'd выпоnняются в ней, то точка riринадnежит вы-
1JКл ому те пу , границей которого явnяется многогранная nовеJОСность, 

каторая аппр оксимирует поверхность С~ Есnи же хотя бы одн о нера­
венств о не выпол~яе т ся, то т очка · Х nринадлежит множеству, доп олни­

~ ельн оы у в этом п о лJпространстве к вышеуказанному выпуклоыу телу. 

r.; с ли в качес тве ап п роксимации брать касатеnъные плоскости к по:в е_JВf-

'd 
а о с ти С , то уразнения этих плоскостей будут иметь вид 

Гб е~б x-F{It:\} j"' =О . гц_е n п r·.ооегает конечно е чис ло зн а-
- ' ' {91'1f . ' t' 

е н I~r . 

r - ... С~ cW 
dаt.iетиы , ч то каждая и з поверхностеи и отделяе т в соо т-

ье:rс iB.'J ; ще · t попуп р остранс тве часть поверхности перекл ~очения , к о то_)а я 

опр-.. ~ е !rre те я :f ор ~·д у ло й (2), от час т и , зада:ваеыой фо рыуло ·ri (3 ). Г и э-

то:.:у , е с тЕ r но в т о р о м э тапе уьта н овiiено, что :rочка Х п рина щi е ~с-' Т 

3:J i'YEi10:.л y l'e тry , OП};8Д8 1Ifl8f!! O ~,y пове рхНОСТЬЮ C':::.J (И 1I И ДОП ОЛН ~ T8 1I Ь:i ' ­
,.';i ~.н.о .: естjjу) , ·-l дтr я: о предепен·i я, no какую ст орону о тнос иrе л ьн о 

r:o · еi-' ··н о -.~ rи пе1::екn·очения: о на на одит ся , д ос т а r о чно n р ове ри т ь успо­

:s: .н , ~<o ·r _рье соатвеrсrвуют n ишь куску п ов е- рхн ос ти п е рекпючени н (С: ) , 

:т s ·· :::::1у в зто;, в· m;кл о м ;д.нuжестве ( итr;л соо т:ветс твуrцщие куску поверх· 
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Таю1 ,: о б разом , на третъе r.1 этапе :в ка·; дом из , н ожес тв, ко т ~) :") 

были оп ~!са н::.I на втором этапе, куски пове!-)хности nервкл ючения аш;>"J !"­

с имt руют с я на6оршzи пл оскостеи и выш;сываются. со о т ве тствуыr.v.е с .. ..:. ,-· 

мы л ~не fuных нера:венст:в. 

Уравнения касательных nno кос т е ; , которые апn роксимиру· т . 'J ­

верхностъ nepeюr юч ения, иr.; е ю т :и д : 

[ д !1 (~ '~ д g (~.д) х - о ;1.. , ~)J = о oi , аА. ' (} - l~J 
где J.. и /2.- nробеrв.:Jт r: нечн ое ·j сло значений . 

нреJi\де че r..1 пе~ ехо:цитъ к конкре тноr.~у ош: с а н ию проце дуры р о е-

та регуля то ра , зС:Jn ишем ура:вныг е пов t.;; _t.: ХНОС и Jе р еклю8 ения в Zi tJ".:.' :.1 

ви де. для этого сделаем згмену парш:; е т р о в , no o :юlf, r:J.. .= 't -S "'- -=5 
~kW - ?v 

И вве дем о бо значение X\d( 't) : J е-... 5 di. ·~ак l{aK ri 
1 

f;_ ~ 0 . 
о 

то О ~ S ~ "!. , ·" огда у_1.:авне н ш (2) и · 3 ) nереп ту т е я :в виде : 

х ";- ~"~ j' e~d'f.- (Ц1(1itJ1 J е~ di = < в J 
' v ~ = xb( r..J - х~ s} + }!Y(s} = х -( :) - ( f - -~ Х -( s) 

Ана п ог L· ч о n ~ лJчaer.i уравнен и е ...... т о р о 1 час1ТИ no:в epxн oc T i'I Пt 1...: .:;~ · r. -

чения: 

'.i. а к кю: 

х -=- x'~{t; - t 1 - *Г, xld( s J 
x+'( t. .: -: ~ x.'d "!..} ·, :0 31' 0 раьн 

.. е : /} 

1 ' 

i L·18 · · al~,. е М ОАН О G.!: ~ ,-

са ь ь . 

у •c:D.ie H··,f. J ... J35 vXE ' (: Т· . ii рЬIС:О ' З:f . ;. :"'- ;:~r t;.З i:'<T г .. ;: -: :В V е 

х ~ '/. i~/( 1j - 2 х\:1( S) 

(12) 



Эдесь вез~е пара~етр ~ имеет смысл общего времени прихода 

изображающей точки в нача·ло координат. тогда граница nоверхности 
. ~ . 

п ереключения, расnоложенной в . с; является коорд~натной ~инией 

't =т' r.e. линией х ~ xti(т)- ( 1- $1) x'1sJ' о~ s ~т 
Другая nоловина границы дается форм~ой 

х ~ · х '&' ( т J - ( J - .УА. 1 ). x\!J( s J · о ~ 5 ~ т Ui) , 
В nроцецуре расчета алгоритмА 'управления нигде не исnо~ьэует-

ся конкретный виц систеыы, nоэтому оnисание ее.. на какоi-.1 -лио о· кон­

кретном nример.е не nривецет к ограничению ooщнocT Jil применимости 

развитого nо10(оца. Вместе с тем изло&ение выиграет .в нагиядности. 

1I ример .r. Эада&а с симме тричныыи огран:иЧениями • 
. , k, 
шменно, nJ~ь дана система 

$ 

t.a1 = х~ с I3 ) 

~=~ 
Х,4)= -О,СО25 ~ + 0,107 ~- 0,275 ~+ O,I \.v 

и на U наложено ограничени е fu( S J. • 

нустъ далее начальные условия rако:вы, что они равновероятно 

принимают значения из обласrи G'\!/ ,' причем Т = б сек. i3 соот­
ве те тв и и с вышеиэпоженньш вначале фазовое П f.ЮС транс т во разбивае тся 

п~оскосrъю 

(I4) 

на два полуnросrранства. Рассмотрим полупространство XriJ>O , Если 

изо бражающая то~ка таковая,· что ~>О ·, то она принадлежит либо 

выпу~лому телу, ограниченному поверхносrью С"-~, Либо дополнител ·ъ-
- ~· 

но у к этому телу множеству. qтооы это установить, nоверхность С 

еппрокс i!ыи.руется системой nлоскосте .. , т.е. :выnисывается система не­

равенс ТВё:i. для этого воэыаеы еле дующие нера~енства: 

2,5'$1) .+ I,б~>О (IS) 

4, 7 5 ~+ 7 ·, 24 ~ + I > О 
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далее апп р о кс ииируе тся ку ски по:верхн ост i п ~ ключения: 

I) в т очках котор~ система (IS) удовлет:ворлется и 2 ) в т очках ко­

торых хот я бы одно иэ не равен с т .в (15) не удо.вло творяе тся. е во i, у 

ку~ку соответству.еf часrь пове рхности (II). ~ спольэуя уравнени е (Il) 

nолучае м систему: 

' 
1,3~+ 7~~+ 8Xti) ·r 0,8,. О (Iб) 

Xtf\ + I , б ~i} + О. , I? ~ + О , 2 > О , 

0,331~+ I ,б ~i)+ I ,3 ~ + I,14 > О 
Для аппроксимации второго -r.:yoa брелась одна плоскость, т. е . 

вычислялось оцнn неравенство: 

u, 95 ~ + 2 , 8 ~ + 2 ,.5 ~ > О , ( I?) 

i!icnи fpeoye rся оольшая · rочность реализации, ·число вырабатыва­

емых nлоскостей :цолж-но -6.ыть увепичено. 

Теперь :цля формирования у-п равления, с.оответствующего точке 

стр оится следующая логическая :.ункция: 

IO если ~>О • 
(I5) удов леrворяеrся и (Iб) удовлетворяется, то U = -I; 

2) если ~ >0, 
IS) удовлетворяется и (Iб) не у д о в л е тв оря е l'СЯ, то и = I• (А) 

J 
3 ) если xt11 ,.. о~ 

( I5 ) не удов/Iет · оряется и (I?) удов лет:сор. еrс я , ТО и = -r ·· 
' 4) 8011111 Х,41 >О, 

( IS) 1е удовлетворяется и (I7) не удот· ~ ет:воряется , то и = I. 
н 

оа:ве дем сл& ду:ощие л огические пер еа е· .·ые: 

1.1 · _ i 1; ее л г [ g, А 6, х. ] ~ О , 
J(!\-

D , если [&tAb,X]>~, 
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( 
е е и v ~· ~_; ·Тем а (I5) в точке х удовпетворнетvн 

г У2, -= 
е сли сие те.м а (I5) в точке х не удо влеrворнется . ' ' ) 

г · 
ес л и с .и сте ыа (Iб) в точке х удовлетворяете я 

~~!=- u' если система (Iб) в точке х не удовлетворяется 

~~~ ·= { I , 
если неравенство (I7) в. точке х удовлетворяется 

' 
О , есл и не равенство (I?) в точке х не удовлетворяе тся 

1 

r огда на осно вани и (А) по лучаем следующую таJлицу и с т~. н н о с r и 

Таблица I 

~~ ! 1 1 1 

Е 
1 1 о о 

1 о - -- - 1 о 

:UYJ о L о L 
Пр очерки в этой таблице означают, что при заданных значен r ях 

ос :rальных логических переме_нных значения логической функции не за­

в иси т от переменных , которыD соответствуют эти прочерки . Отсюда 

l'ем самым в каждой точке Х полупрJ странства ~1\> О :жиюа~­

о дно зна чн о опре де лено управление U(x) ; 
1пя другого попупространства, т.е . для Х,11 <О алгuритм уп-

а впен ия рассчитывается совершенно анапогично . _ В за даче (I3) ап­

пры~сшшруощие ппоскости в -Х~~~ О С5ыпи взяты сиi.:r. е тричными ппоскос­

т ~ми (I4), (I5) , (Iб) и (I?) о т носительно начаrtа · координат (это 

'ве ;r uсь пиш ь к и зменен ию знака свободного чпена в этих не равенствах ) 

... о де пирование на эг~· У-8 э того а п го ри тм а для с истемы (I3 ) цало 

е л -~.Т·J Щitie перехо днь. е п · оце с--- ь ( фи г . I). 1· з этих осци л л ограr-,; ·.;, видно , 

что п ~J ехо:цно й п роцесс вс :о цу бrrи зок к оп т ш ально ~ .у . В ,'Janoi1 ок ре ст-
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1.ости Еачапа кo JpДИiia.i: ес тестве нн о в о зникает с ко r. ьэя щий 1;е:,;.:; ~ • 

--------• За ца ч а с нес иы~етр ~чн 1· и граниченiliи и. Оне ~ жет 

быт ь ре ш на то чно та кже , как и предыдущая за ц~ча , но мы хот к п ро­

инпюстр , ровать , ка :к о бщий п о дход п о зволяе :;; г. о л учить :в н екоторых 

случ аях упр още нный алго рv·тм :,rп равnе ния . 

для эт ого рассм отрим з адачу, когда на а льны е уел овия та 1\овы , 

чт о о ни пр ~ним а ю т значения и з о б ласти N опре де ляв н ой с оотн о шени-

RМИ 

l ~ ~ ~ ' l ~~ ~ Q(ё) ' 1 ~~ ~ ~ ~ 
В э то ~ случае . иногдn возм ожны уп рощения о бщего а пгоритыа за 

счет у ен ьшения ко личества условий , nодлежащих п роверке. Пр о ин ш~с т­

е 
рируем эт о на примере системы (I3), когда на уп равление на ломньiЕ 

ограничения : - 0 , 7I5~ U ~ I и ОА\ = 0 ,2, ~= 0,05 и 0;3\ = 0 , 035 • 

.. атрица А имее т с л едующие с обственные значения: ~= - 0 , 5 ~ 

~~= о , о25 и ~ = ·o , z 

Qjлас ти N с оотве тс тв } еТ на п оверхности перекп ючения мно-

)ке~т.во , в ""' OЧitax кот ор о г о происходит пе ре кuючение на т раект о риях, 

нач.viн а ·оJ;, хс _ в N .:: то ннЬ :r~-:есrво 1 \ ОЖН О опреде лить аналитически , 

напуи;,; ер , опре ц;е л яя т о чки х_ { "!. , S} на n о верхно ст1т. nереключения , 

кото рые vu e ~a ' д л я г:ат. д о г о С:и ксироввн _ого t 1 .. : и п иwj альн о е и r:аус и-

_ а п н ое Зiачеrие 5 м Iсоторые co or: ... rcт уют т _t;ае ктори ri.~ , нач · н-1 а-

ю~V: •. ; ся в N . :!: о ра з ц о про '8 э ·то м н Jiеств о оп ре де ляется rра с}:и че ·сю'i 

\ПУТ8i,_ f ЕСС \1 0Тре Н11Я пр е к 1; "-' К D p7iJr:нэ ·rныx л :'nИ t' ! -:. COn'.)t tJ -S -::: Q 

на 1 л ci ост 1 ~i\~~ ц Xfi1 Xfj) ) • 
r•"at: , пус т :ь на ~;цены nozt ii_o :-;: o щ.:e гпnpDI-~c i:, ацюi о б ласти на п ове рх-

нос TRX 9(i) ( !.i s} ц ~~ (r, s;:-::e )e ti дet.:i I{ аг. пр :;кс ю.; аф' I '; З R :к о на регу лирова_ния 
td" . ~( ) Г:(х } . :::.a :.i er~~~~·i , чт о ц л r: pac ci,: arpl·; .:.; aei., O ~l з а ··-;L чи _, ~i :вые Х 7"r..) U Х 't 

з а ,:с}: ;; · _:ченЕеi:. т очек в ~.: a n o ti о т·: _!-iе с тго с1' и n' ::an.a г: о:; рдп1 ат (ч то с о-
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от ветст ...:ует м алым значениям napaivi eтpa t. ) не принадлежи т обпасти~, 

п одлежащим аnnрокс имации. Это значит, что нет · необходимости апnрок­

с.и .про:вать ц.vщиндрические поверхности c'du с~ что nриводит к 
уrтрощению общего алгоритма. 

В данной задаче также было обнаружено, что еспи из апrоритма 

с~ с~~~ 
искнючаетса аnnроксимация поверхностей и \,:.; ro целесооб-

разнее осуществлять разби~ фазового пространства на два попуnрост-

ранст l3 а не плоское тью [ 6, А 6: Х]: О , а близкой к не~i плое-
кост ью [ 8.

7 
.J=I( t'f

1
. х] : О, где . .,_'е! - малое число. для этого 

была · нзята nлоскuстъ, соответствующая !\s/= 0,5. Отсюда одно из . 
nолуnространств определяется неравенствоы ~ 

· I,5~+ 2,3~~0 (I8) 

ll о верхностъ 9Р1 апnроксимироваласъ неравенстваА::и: 

3 , 3 ~ + 4, б ~ + I, 5 fi1 + О, 003 > О 

2,2 ~ +· 2,Iб ~ + 0,9 t3l + 0 ,02 :> 

О, 79 ~ + 2, I ~ + О, 5 Х{3) + О, 025 > 

(~ 

о 
(I9) · 

о , Iб x;n + 3 , 4 ~ + о, 4 ~ + о , 092 > о 
ь качестве аппр окс~ш ациirr fг. бы ли взяты слецующие r.:еравенства : 

- 0 , 86 х;~ - 1,3 ~ - 0,5 13} + O,OI4 > о 

-I,3 X'i) - 2,6 'YJ1 - I,8 X{;f + 0, 066 > о (20) 
t1 

-I,2 f-1 - 4,3 Xti) - 5 .-': .. 3) + 0,36 > о 

- 0,2 Л(11 - 2 X~l - 1,7 Xfj! + 0,4 > о 
/ 

--i аконе ц , ДiiЯ r армирования управления строится следующий ал-

го р т ·'" .. . 
I ) ес ты (IЗ ) удовлетворяет и (I9) удо в летворяется, то IJ = -0~ 715; 

~ ) c.1~i (13 ) удовлетворяется и (I9 ) не удовлетворяется , то U = I{A 
~ ) есп;: 3) не удовiiе ТВ :)ряется и (2~) удовлетворяется, то U = I~ 

(20 ) не удовлетворяется, то 

и = - 0,715 с 
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dведем следу~щие логические пере~енные: 

- ( -
если I_, 5 Х.41+ 2,3 ~)о О ~= ti, 

О, е спи I,5 ~ + 2,3~< О 

.. {L, (I9) Б х J 

если система точке удовлетБоряется 

~~~? 
о, если система (I9) в точке )( не удовлетворяется 

v - { l, ее ли~ .сие тема (20) в точке )( удовлетворяется 

J{i\- о' если с.ис тема (20) в точке х не удовлетворяется 

'.lог да на основании А nолучим fа6лицу истинности 

Таблица ~ 

~ 1 1 о о 

~ l о - -
~ - - 1 о 

[МУJ о 1 J. о 
откуда lfi'\ ( у j : ~~ ~ 1- -~ WЭ) и 

') 

• 

~l!}(xi-:- о, 715 + 1, 715/(А)[ Yfx.J] . 
Э тот алгоритu был реализован на модеnирующеи машине ЭМУ-В и 

были поnуti е ны следующие осциллограммы (фиr.2). 

~педует отr:rетить,что алгориТl'' Ы (А) и (А) реализуются в виде 
вычис л ~ rельн ого · уст~ойства непрерывного действия достаточно n~сто, 

~ пя чег о т _ сi6уются лишь станiартные релеиные элементы, поэтому соз­

цание )егупя тор.)в на основе разра j отанного алгоритм а не dудет вы­

э ыва rь з атруднений . 
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4. С~чай n = 4 
Общий подход к реализации закона \Л-:: ~( .r ) , основанный на ап­

nроксимации nоверхности nереключении nлоскостями и введении в ал­

горитм управления ввrики, может быть использован и для расчёта 

субоnтимальноrо регулятора для систем чет:вёртого порядка. 

Трёхкерная поверхность п~реключения ~~ для систем 4-го 
порядка, матрица объекта которых имеет только дfйствительные соб­

ственные значения, обладает теми же геометрическими свойствами, 

что и соответствующая поверхность переключееия для систем третьеrс 

порядка. Именно, I) она является однозначной в направлении векто-

_ра Ь и 2) каждая точка поверхности является эллиптической 
( исключая, конечно, точки, являющиеся граничными для кусков паве­

. рхности, на которых и.=- - i и 1А ~ .i ) , т. е. поверхность оказы-
()\У . 

вается локально выnуклой. Это nозволяет разбить ~ на куски, 

каждый из которых является выпуклой поверхностью, и аппроксимирох­

вать их наборами трёхмерных плоскостей. 

Общий алгоритм для систем 4-ro порядка является довольно гро­

моздким. Если выделить :в области управляемости некоторое подмноже­

с тво тиnичных начальных условий, то общий алгоритм может быть све­

дён к алгоритму, который получается ·незвачительным усложнением то­

го, который используется для систем 3-го порядка . Проиллюстрируем 

это на следующей задаче. 

Пусть для системы, описываемой уравнениями 

kfi\= ~ ~ , с· . 
~:::: ь f О ll . ~ ~ О r · ) 2., 1 J 
~-=о; се xfi\- 01 0 · ~~- ) ' Хв) + 1 0~ ч. , 
х1~ =-о> 3 Xfi1 + OJo:t ~ + 011 r~ + 01 о -1 Xtl)- 0103 Ч, 

где / и. ( ~ 1 , требуется расчитать регулятор, который был 6ы 
близок к оптимальному по времени, причём область начальных значе-· 

ний оnределяется условиями: i~<.f:J) ~., \ -1~\~ о~ о~ )\~:.!: \ ~c>t '{ и 1 -~ -\ 1 { ~ , 
Матрица /\ имеет следующ~е с обственные значения: J

1
1\ :=: - ' ) ~ , 

~19.:: - о ;2. ) ~ \ -::: о) 1 ) ~~ iil -= о) (1 J.. 
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Переnишем уравнения поверхности Переключенин в другом виде • 
• 
Аля этого сделаем следующую замену параыетров: 

!Ь ~ 't - ~(1) ') 
~ ==- ~ 1~ - -3,~, , 
~--; ~(i:\ . 

Тогда из ( 4 ) и ( s- ). получаем уравнения поверхности 
1:-= '):~"\.). - tx.l.d( 11) + :t..JC.'-71(--1,~) 

и 
·х ~ #( '\.)- J..x ~ ( ~11)) ·t 1 x~i( rfl) . 

2~ 
( 2~) 

с 13 ) 

Исnользуя эти у.равненин, ДJIЯ заданного множества начальных ycлo-lv 
вий можно определить на трёхмерной поверхности ~ nодлежащие 

аппроксимации области. Для системы ( ~1 ) эти обласши были найде­
ны,и соответствующие неравенства nриведены ниже. 

Вначале всё фазовое пространство разбивалось на два полуnро­

странства плоскостью 

(:..у ) O}z.,t :>zf\ + 0
1 
ч;, )C(.t)-f o111xfi\ + Qи,~.,cs l(v) ?/О 7 ~._ 

которая близка плоскости Г g ) .fl g ) Jl\J:Jg J Х J -::= О ( угол между 
нормалями этих nлоскостей мал ). На двумерной координатной повер­

~ности ~~О , т.е. поверхности, по которой происходит движение 

изображающей точки после первого Переключенин управления, были вы 

ораны плоскости, которым сооJветствуют неравенства: 

"'1 1 vc·;r X!i) t /..i 1 .Yi ~-ij-+ ':11 V1 )Зj + D/li.Г ;? 0 'J 

- ~~ 1 . ,П x(fj _... .L ~ , 1-% ~ - i , с Ь ~'3 . - ~ 1
7 

G 7 о . 
Область, ограниченная трёхмерной поверхностью 2~ - , annpo 

ксимировалась многогранным выпуклым тsлом, которое описывается 

следующими неравенствамИ: 
..flt~ 6:Lx(,j\-i 6'1~--r Н Г1 Xtj)- О DYJG ХС\- o';Jtf?O 
. " \ 1 I.Lj 1 ""/ J , 7 i J . 'J (' ~ 6 
3J9..1YYf11+Yi &~x4f -t ~J{,Ъ ~·~ -c)o:L~~ ?YJ -01 .!~'1 70, l•· ) 

12>> 't х/1) ·t- :. 1 G ~ 'У~ - ~ь} о.) ~!) +с·) о15 ~ ~ -f'D1 36 ~О , 
Поверхность St?'z- , лежащая в множестве, доnолнительном к мно-
жеству, оn~сываемому веравенетвами (~5 ), аппроксимировалась 

гиnерплосн:остью: 

- 10 C)Xr/j т 1.)ь1 ~ -+- 3 ,-fLi Х. :,\ -· 01 o/'1-f А " · О~~ ЭЬ .?·0. 
Тогда получаем следующую логическую ~ункцию: 

(W) 
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I) если ( }.)( ) удоВJiет:воряется, ( ts- ) У.1tОВJiет:вориется и ( t 6 ) 
удоuет:ворнется, то 1.А :::: 1 

2) если ( ~ ) у.цоВJiет:воряется; ( t.A ) )?tОВJiет:воряетси ·и · · ( t 6 ) 
в е у.цоuет:вориетси, то '\,t. = -! ; 

3) если ( V-1 ) у.цоВJiет:ворветси, ( 1.S ) JX в е у.цо:влет:вориетси в 

(Л t ) у.цо:влет:воряется, то '\.А.-== - 1 
4) если ( ~ ) удовлетворяется, ( ~) ве у.цовпет:воряетсв и . 

( 1. t ) не удовлет:вориетсв, то '\.\. ~ i 
В случае 0 1 1A'tf1y~-o,'ttЩ+~,4t~+o,cc.5~<0, т.е. кor)ta. ( V{ ) . 

ве удовлетворяется, алгоритм авалогичен :вышепри:ве.цёввоку. Заметик 

что nлоскость сtЧ >обеспечивает последнее перекпючевие упра:вле-

ввя. 

Введя логичеспе перекеавые ~~ , ко!орsе имеют тот ze 
смысл, что и ранее, попучим 

~(У): ~li)~'S~ +~~~ 
и ~(х) = - i+J.~(Ycx>). . 

Этот алгоритм был проuо.целиро:вав и попучевн сле.цуащие осцип-

лограJОIЬI ( рис • 3 ) • 

В заключение отметим, что при реализации этого алгоритма 

бьшо бы полезно иuеть :вместо логических функций ~ (У ) о;цву по­
роговую логическую фуцкцию. К сожалеиию, · про:ве.цёвиый анаЛиз пока.­

зал, что с поuощъю одного порого:вого зпеuевта .з!о с,1tелатъ не:воз­

коzно. 

ЛИТЕРАТУРА. , 

I. А.А. Павлов,• Сивтез релейных систем, оптикальных по бы­
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2.· в.r. Болтянский," Математические методы оптимального уп­
равления," Наука, М., !966. 
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OPTJ;MAL CONTROL OF A CLASS OF 
DISCRETE SYSTEMS 

Ole ·A. Solheim and Freddy P~hner 

Division of Automatic Control 

The Technical University of Norway 

Trondheim, Norway 

1. I~troduction. 

The problem o_f optimal control of processes where the 

control variables can be varied only at discrete times is en­

countered for example in a computer controlled system. An 

important question in this connection is how the discret.ization 

of the control variables will influence system performance. 

If the absolute optimum ~s defined as what can be obtained 
when the control variables can be varied continuously, one 

should for the dis9rete case expect _ that the longer the 
sampling periods, the farther will the system be from the ab­

solute optimum. It is however possible that even with rather 

long sampling periods (compared .with the dynamics of the pro­

cess) one will be sufficiently close_ to the absolute optimum. 

One powerful method for solving this kind of control pro­

blems is the discrete maximum principle. An elementary proof 

of this principle is given below. We shall here not discus s 

the problem of optimal control of discrete processes in general 

but restrict ourselves to the special case where the set of 

diff erence equations approximates a system of aifferential 
equations describing a contlnuous process. For a discussion of 

discre~e processes in general we refer to Halkin 1 , Holtzman 2 

and Fan and vJang 3
• 

2. Formulat ion of the control problem~ 

Let u e t nside:L'' the non-linear process 

.... =- f.C ~ , ~ ' t ) (1) 
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where the state vector ~ is an element of the Euclidean space 

En, and the control vector~ an e~ement of Er. 

For the special case that the process is linear the 

process equation can be written 

~ = Ax + Bu 

wher~ A is an nxn matrix 
B is an nxr matrix. 

( 2) 

The control vector ~ is supposed to be varied only at t h e 

discrete times t = '() . ., T·, 2T .•. kT ..• NT, and is assumed 

constant within. each interval, which implies a zero-·order 

hold circuit. 

The process equation (1) can be approximated by the 

difference equation 

~(k) - x(k-1) = f(~(k-l),~(k)) 
(See Figure 1.) 

In the linear case (2) may be replaced by 

x(k) = ~(T)~(k-1) + ~(T)~(k) 

where ~(T) is the nxn state transition matrix 
V(T) is the nxr control transition matrix. 

( 3) 

( 4 ) 

We shall consider the pro·cess within the time interval 

O~t~tf where the final time tf = NT is assumed given. The 

performance criterion to be used is of the followi ng form 

n 
q = I 

i=l 
c.x.(N) 

l. l. 

N 
L f 0 (~(k-l),~(k)) 

k=l 
( 5) 

By introducing an auxiliary state variable Xo defined by 

the criterion may be written 

n 
q = I 

i=O 
c.x . (N) 

l. l. 
= c'x(N) 

(6) 

(7) 
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where ' denotes th~ transpose of a vector (or matrix) and 

x(N) here d_enotes the augmented state vector 

~(N) = col(x 0 (N),x 1 (N) .,. xn(N)). 

The control vector ~(k) must for all k = 1 ... N belong 

to the given subset UCEr. 

The control problem consists now of determining the cont~ol 

vector ~(k) E:U (k = 1 ... N) tha:t will bring the process from 

a given initial state ~(0) to the final state ~(N) along an 

optimal path so that the criterion q is maximized. Several 

methods exist for solving this problem. We shall here re­

strict ourselves to the discrete maximim principle. 

3. The discrete maximum principle. 

When the discrete maximum principle is being used, the 

function fC~(k-1), ~(k)) in the system equation (3) must 

satisfy the following conditions: 

a) fC~(k-l),~(k))'must be defined for all (~(k-l),u(k)~Enxu. 

b) fC~(k-l),~(k)) must be twice differentiable with respect 

to ~ for all ~ E:U. 

c) f(~(k-l),~(k)) and its first and second derivatives with 

respect to ~ must be bounded over X x U for any bounded 

set XC En. 

In addition to these conditions, there are for the general 

case a few additional conditions, especially certain convexity 

requirements that must be satisfied. But for the present case, 

where the process to be controlled is basically continuous, 

these additional conditions are always justified 1
'

2
• 

Similar to the continuous maximum principle we shall de­

fine an impulse vector £Ck). If no component of the final 

state ~(N) is prescribed, the impulse vector is defined by. 

( 8) 

where£ is given in (7), 
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1 

[ 

Clf(x (k-1), u(k) ) -. 
£Ck-l) - E_(k ) = -- - j £Ck) 

ax.Ck-1) 
(9) 

The Hami l ton i an is defined as the s calar function 

1 

H(k ) (E_( k) ) f C ~(k- 1 ), ~( k)) 

I 

= (E_( k )) (~(k) - ~( k- 1)) (10) 

The ma ximum pr i nciple now s~at .es that the optimal control 

vector iiCk) E: U will maximize the Hamiltonian H(k) for all 

k =. 1 , 2 ... N. The maximuJit of HC·k) may occur at an interior 
ClH point where Clu =_0, or .at a boundary point, £or example 

u ( k ) = umax' Figure 2~ 

If one or more component s of the final state x(N) are 

given, for example · ~i{N:), then the corresponding impulse 

function pi (N), · is no.t specified. Otherwise the problem is 

the same. 

We ·shall her.e ,g·ive a - simple proof of the discrete maximum 

principle. A ·more complete and mathematically more rigorous 
. 1 

proof may be found in for example Halkin . 

Let us denote the o~timal control vector by gCk), the 

optimal state vector by E_{k) and the corresponding impulse 

vector by E_(k} • . We shall demonstrate the principle for a linea-

rized system that is valid near the optimal state. 

We have then 

x<k) = x<k) + !Sx(k) (11) 

The condition for optimality is 

£' (~(N) - ~(0)) ~ £I c~:<N) - ~( 0) ) (12) 

or 

£I . E. ( N) ~ £ ' (~ ( N ) + 0 ~ ( N ) ) (13) 

Since by definition E_(N) = £ this can be written 

(E_(N)) · ox(N) < o (14) 
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Equation (14) can be given a geometrical interpretation. 

Let W(N) represent the set of reachable states at the final 

time N. An optimal path will always end on the boundary of 

W(N). Equation (14) states that at this point it must be 

possible to draw a tangent hyperplane whose normal is £(N) 

or c. This is illustrated for the two-dimensional case in 

F_igure 3. From the same figure we n<?te that a requirement is 

that W is convex in the £(N)-direction. As mentioned above 

this convexity ,requirement is always satisfied when the pro­

cess is basically continuous. A closer discussion of this 

directional convexity -requirement for the more general case 

is given' by Holtzman 2
• 

Introducing ~(k) as defined by (11) into the process 

equation (3) gives 

This equation can be simplified to 

Transp.osing equation ( 9) gives 

<£<k)) I . - <£<k+l)) I = (£Ck+l)) I (~~f(~(k) ,~(k+l)) '~=E) 

(16) 

(17) 

If we now multiply this equation with o~(k) and (16) with 

(£(k+l)) the right-hand side in tne two equations will become 

identical, and we arrive at the relation 

(18) 

This result combined with (14) states that an optimal path 

has the property that 

" I 
(£(k)) o~(k) < 0 for all k = 1 ... N (19) 

This is illustrated for the two-dimensional case in Figure 4. 

It now remains to show that maximizing the Hamiltonian _H(k) 

leads to the above condition (19). 
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Maximizing H(k) means ~hat 

(20) 

which can be simplified to 

(2 1 ) 

Since (21) is identical with (19) the control vector u( k ) 

t hat will maximize H(k) for all k will also maximize the 

criterion q. 

If one or more components of the final state ~(N) are 

prescribed, then the corresponding components of the impulse 

vector £CN) are not specified, but have to be chosen so that 

the prescribed state i s reached. From condition (14) we note 

that if for example xi(N) is prescribed then oxi(N) = o, and 

Pi(N) may take · any value. 

4. Com:p·u·tatio·na·l aspects of the opt.imal control problem. 

Let us first consider the special case of a linear proce s s. 

The system o.f difference equations may be written as given in 

(4). The vector valued function fC~(k-l),~(k)) becomes in this 

case 

Let us fur·ther assume that the criterion q is quadratic i n 

u (k): 

n 
q = I 

i=l 

N 
cixi(N) + c 0 I (u(kl)' R u(k) 

k =l 

wher~ R is a positive def in i te matri x. 

The ad joint system i~ gi •en by 

which can be developed to 

(22) 

(2 3 ) 

(24 ) 



£(k-l) = ~~.E,(k) I 
Po ( k -1) = Po ( k ) 
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The boundary values of the adjoint system -are given as 

(i = 0, 1 •.. n) 

( 2 5) 

(26) 

under the assumption that no component of ~(N) is prescribed. 

We note that the adjoint system is completely autonomous in 

this case, and may be determined independent of the process 

s tate x. The only connection to the process state is through · 

an eventually prescribed final state ~(N), since in thi~ case 

the -boundary values .E,(N) will depend on ~(N). This of course 

l ead s to a two-point boundary value problem. 

The Hamiltonian . for the pres.ent linear system is 

where x 0 is an auxiliary state variable defined by 

X o ( k) 
, I 

: : o ( k -1 ) + ( !'_ ( k) ) Ru ( k ) I 
(28) 

The maximum of H(k) can be found by differentiation 

aH(k) 
= '{'I .E,(k) + 2R~(k)c 0 = 0 

a~(k) 
(29) 

or 

u (k) = 
1 R-1'1' I ·.E,(k) 

2c 0 
(30) 

We note t hat once t he adjoi'nt system is determined, -rhe optimal 

control vector can easily be found . 

Let u s next consider a criterion which is linear in u: 

q 
n N 
L cixi(T) + c 0 L a

1

u(k) 
i =l k=l 

Lhe adjoint system wil l be the same as developed above in 

<2 S . 26 ) . _h e Ha rr. i_tonian becomes 

(31) 
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If now the set U of admissible contro_s is given as a 

hypercube, the conditions for a maximum of H( k ) may b e giv er. 

in the form 

n 
u. ( k) = ( u . ) for I Pr (k) '¥ 

ri + ccai) > 0 
l l max 

r=l 

( 33) 
n 

u . ( k) ( u .) 
m in for I p (k)'¥ . + c a.) < 0 

l l r=l r rl 0 l 

This implies a bang-bang system, where the swit c hing po~nts 

may be foun ~ once the adjoint system has been determined . 

The computation of the optimal control vector i n the 

linear case presents no great difficulties, as i t is in t his 

case possibl e to express the vector valu ed function 

f C ~Ck-l),~(k) ) expl i citly in terms of the transition matrices. 

A different situation arises in the general non-linea r 

c ase. If the l e ngth of the sampling interva l is very short 

(N i s large), we may be able to find a function fC ~ ( k - l),~(k)) 

tha~ repre s ent s a satisfactory approximation to the continuous 

process . J f on the countrary the sampling interval is long, 

tha t is N is a low number, we· may have great diffi cult i e s in 

finding a f C ~( k - l )) , ~(k)) that wil l approximate the con ­

tinuous beh a vior o f the process in a satis f actory way. It is 

h owever possible to get around this difficulty . Looking at 

the Hamiltonian as defined in (10): 

I 
H = C£ Ck )) (~(k) - xCk - 1)) ( 10) 

we note t hat we need the values of s t ate vector and impulse 

vector a t Lhe time t = l , 2 .. . N. The state vector can be 

obtained by inte grating the process equation (1) with suffi­

c iently s mall d iscreL ization intervals . One should be aware 

of the fac L that these intervals have nothing to do with the 

control interva ls that we have considered above, but is merely 
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a consequence of using a digital computer to integrate the 

differential equations . . To ·this end we may approximate the 

proces s equation (1) by 

j = 1 ... m 

where &(~(j-l),~(j)) for example may be chosen as 

~·I<~Cj-l),~(j)) with~ as the integrating interval. 

It remains to determine the impulse vector £Ck) as de-

(34) 

fined in (9). We need here the expression 

o.fC~<k-1) ,~Ck)) 
, but since .fC~(k-l),~(k)) is not explicitly 

ax(k-1) 

known, this expression cannot be found. We shall therefore 

compute the impulse vector in the same way as the state vector. 

From (9) we get 

a&<~< j -1) ,~< j) > 
-------) '£(j) 

a~Cj-1) 
(35) 

Since & is kno~n from (34), the derivative of & used in 

(35) is ' also known. It has however to be shown that the 

impulse vector determined by (35) will have the same value 

at the points k = 0, 1 ... N as th~ impulse vector 

given by (9). For the sake of simplicity we shall show this 

for the one-dimensional case. 

Let T = m~ where T is the control interval and ~ the 

integration interval. (See Figure 5.) From (35) we get 

p(k-1)-p(k) = 
m(k-1)+1 

\ ag(x(j-l),u(j) p(J') 
j~mk ax(j-1) 

which may be developed to 

(36) 

p(k-1)-p(k) = {h(mk-l)+h(mk-2)(l+h(mk-l))+h(mk-3)(1+h(mk-l)+ 

+ h(mk-:-2) (l+h(mk-l)J)+h(mk-3) (1+ .•. )+ .•. }p(k) (37) 

where h(i) 



From ( 34) and ( 3) we get 

mk 
x( k )-x(k-1 ) = ( -L g(x(j-l),u(j)) = f(x(k-l),u(k) ( 38 ) 

j=m(k-l)+l 

Based on this expression we may develop the derivat~ve 

used in ( 9): 

of(x(k-l),u(k)) = 
ax(k-1) h(mk-m)+h(mk-m+l)(l+h(mk-m))+ 

+h(mk-m+2)(l+h(mk-m)+h(mk-m+l)(l+h(mk-m)))+ ( 39) 

Because of the symmetry the right-hand side of (39) is 

identical with the expression i~ brackets on the right-hand 

side of (37). We may therefore conclude_that the impulse 

vector determined from (35) is identical with the impulse 

vector determined from (9) at the points k = 1,2 •.. N. 

The structure of a computer program for determining the 

optimal control vector based on the discrete maximum prin~ 

ciple is shown in Figure· 6. 

5. Numerical results. 

Example l 

The first exampl~ is the linear proces s 

The transition mat r i c es in the e quation 

x(k) ~(T)x( k- 1 ) + ~(T)~(k) 

becomes 
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-T 2(1-e ) 

'l'(T) = 
2 -T 

5(3" - e 

The performance criterion to be maximized is 

N 
q = X 2 ( N) - I 0 • 5 ·T ( u 1 ( k) ) 2 

k =l 

Final time tf = NT = 4 

The adjoint system £(k) is determined from (25) together 

with the boundary conditions: p 0 (N) = -0.5T, p 1 (N) = O, 

p 2 on = 1. 

The optimal control variable is then determined from (30}. 

In Figure 7 is shown the optimal control variable for 

N = 2 - 4 - 8. For the sake of comparison, the optimal 

control variable for the continuous case is also shown. 

The value of the performance criterion for different 

values of N is given in Table 1 below. 

Table 1. 

2 4 20 

1.85 1. 93 2.07 2.08 

It is worth while to note that the deviation from the 

absolute opt imum (obtained in the continuous case) is rather 

s mall even with a long sampling period. 
/ 

Example 2 

Thi s example is a chemical reactor where the following 

recct ion t akes place: 

A + .R 

:;~ ere A i s the r eactant, R the valuable product and S a by­

~trr!J ~t . ~e ~an~ to max imi z e the final concentration of the 

·:a-:.. : ::. b le r·, o .. ~: c t R . 



With x 1 as the concentration of A, x 2 ~te c centration 

of R and x 3 the concentration of S, t he roe-ss e~ ations 

are 

xl = -k
1
(u)x

1
-k

2
(u)x

1 

x 2 = k 1 (u)x 1 

x3 = k 2 (u)x 1 

The reaction rate constants are given by the Arrhenius 

equation 

k( u) = A exp(E/(273+u)) 

where u is the temperature (OC). 

The following numerical values are used 

x 1 (0) = 8.0 x
2

(0) = 0 x 3(0) = 0 

k
1 

= 3 .3·10 6 exp(-5000/(273+0)) 

k 2 = ll"l0 12 exp(-lD000/(273+e)) 

Final time tf = NT = 2 

Maximum temperature 600C or 70°C. 

The ·criterion is 

q = x 2 (N) 

In Figure 8 are shown optimal values of the control 

variable u for N = 1, 3 and 50. The value of the performance 

criterion for different values of N is given below in Table 2. 

N l 2 3 5 10 50 

q 

u =60 max 4.281 4.452 4.486 4.488 4.497 4.499 

q 

u =70 max 4.281 4. 452 4.508 4.552 4.561 4. 566 . 

Table 2. 

6. Concluding remarks. 

The class of discrete systems dealt with in this 

paper is of spe~al interest in connection with corn-



puter controlled processes. Besides the determination of the 

optimal control law, it is here of interest to find out how 

the l ength of the sampling period will ·influence upon system 

performance. The examples given indicate that even with long 

sampling periods (as compare~ with process dynamics) the 

fa l l in performance as compared with the continuous case is 

l ow. Studies of other processes not referred here also indi­

cate the same~ 
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F i gure 4: No t e xt . 

p(k-1) l ---
x(k)t ___ l_ _ _ 
p(k ) -- -- t-

1 

x(k-1) 

( k- t) ( j-1) j k 
· .1 
f-4 T 

Ftgure 3: Integrat ion an d c ontrol intervals . 
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N 0 N L I N E A R D I S C R E T E S Y S T E N S 

Institut fur Angewandte Mathematik Technische Hochschule Gr az , 

Austria. Vorstand: Prof . Dr. H. Florian 

1. Introduction 

This paper is concerned with the optimization of systems 

with state constraints described by nonlinear difference 

equations. Problems of this type have already been consid­

ered by some authors [1, 2, 3) . Their papers describe the 

extended maximum principle, an iterative solution of non­

linear optimal contrel problems ·and the derivation of a 

discrete maximum principle via convex programming. The 

optimal control of discrete systems with constraints in 

the control only has been treated by Jordan and Polak [4] 

and Halkin [s] . 

In the present paper the nonlinear discrete optimal con­

t rol problem is considered as an approximation of a non­

linear continuous problem with a convex objective function 

to be minimized . The constraints for the state and the 

control are assumed to be convex functions. The discrete 

problem is then considered as minimization of a convex 

function subject to nonlinear equality constraints and 

convex inequality constraints. For this problem a theorem 

for convex disjoint sets and the Farkas lemma are used to 

deriv2 necessary conditions for an optimal solution . . In 

the linear case these conditions are necessary and sufficient. 

Furthermore these conditions represent a discrete maximum 

principle for the optimal contro l problem with state con­

straints. 

2. Statement of the problem 

The discrete problem will be considered as follows. The 

state vector x(k) will be an element of an Euclidean space En 

at time k, the corresponding control vector u(k) .will be 
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an element of an Euclidean space Er and the time k will 

assume the discrete values 0,1 ... N-1. The initial value x(O) 

is specified as we~l as the terminal time N. 

The system satisfies the difference equa~ions 

x(k+l) = x(k) + f(x(k), u(k)) k=0,1, •.. N-1 (1) 

where each x (k) must lie in a convex, compact subset X 

x(k)€ X CEn ( 2) 

and each u( k ) must be selected from a convex, compact sub­

set U 

u(k) E U C Er ( 3) 

It is assumed that the sets X and U are specified by a system 

of inequality constraints 

X = { x I h1 
(x) ~ 0 J 

and 

U = { u I h
4 

(u) ~ 0} 

h 1 (x) is a function from En to E 1 with h " € C' ani convex 

on En and h1 (u) is a function from Er to EID with h 2 E C' 

(4) 

(5) 

and convex on Er . The sets X and U are convex by the convexity 

of h1 (x) and hl(u) . 

It is further assumed that f(x,tr) is a function from En X U 

to En with f e C' on En X U. Trajectories and controls' which­

satisfy . (2) and (3) are called admissible. The cost of a 

transition from the state x(k) to the state x(k+1) caused by 

the control u(k) is given by f 
0 
(x(k~, u(k)). _The cost of oper­

ating the system from the initial to··:the terminal state is 

therefore 

N- 1 
L 

k=O 
f (x(k), u(k)) 

0 
(6) 



Let x
0

(k) be the cost of operating· the system from time zero 

to time k . Then x
0

(k ) satisfies the difference equation 

It is assumed that f E c~ on Enxu. 
0 

The optimal control problem fo~ the system described by ( 1) 

with given initial state X10) and terminal time N is to 

determine the vectors J(k) (k=0,1 ••• N-1) and x 0 (k) (k=1, •• N) 

satisfying (2) and (3~ so ·as to minimize the performance index 

(6). The results obtained hold for the more general case where 

f
0 

and f de end explicitly on time k. For simplification it 

is assumed ~ ~ · ver that f
0 

and f do not depend explicitly 

on k. 

Now the nwn Jacobian matrix 

F ( k ) = l f ( X (:k ) , U ( k ) ) 

~X 

and the n~r Jacobian matrix 

G(k) = )f(x(k),u(k)) 

~u 

k=O, •••• N-1 

k=O,.. N-1 

( 8) 

( 9) 

of f are defined . The state vector is augmented by x
0

(k), the 

vector f is augmented by f • Thus these n+1 - vectors are 
9 0 

x<k> (x
0

(k),x(k))' ( 10) 

and ,.., 
f (f

0
,f)' (11) 

The matrix 

'F<k> = ) f'·c x Ck > , u < k > > ( 12) 
~x 

is t he (n+ 1) X ( n+ 1) Jacobian and 

- = lf(x(k)!u(k)) G(k) ( 13) 
~u 
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-is t he ( n+ 1) •r J acobian o f f. For simplificat ion a specif ic 

control ( u (O) , (1 ) ~ ••• u ( N-1)) a nd the corres ponding tra j ectory 

( x( O) ,x ( 1 ) , ••• x ( ) a r e denoted by a v e ctor yE Es, where 

s = ( N+1)n+Nr and the prime de notes transpose of a col~ . 

vector . 

y = ' x ' (O) ,x' (1) , ••• X' ( i) ,u'(O), ••• u' (N-1) ) ' ( 14) 

--! C Es is the dire ct product o f the sets X and U 

1 - 1 
Y =1fX (k) X1J"U(k) with X( k ) X, U( u (15) 

k =o k =o 

Y is a convex and c ompact set, since X and U are convex and 

compa c t . The ordered pair of vectors x(k) and u(k) is d noted 

i?Y y( k) 

(k ) = (x ( k) ) Y u {k ) (16) 

Now e obejective funct ion (6) can be represented by 

( 1 7) 

The N•n = t equations ( 1) ar~ finally writt en as 

l'<k) f(x(k) , u(k ) ) + x(k) - x( k+ 1) 0 k =O, . N- 1 

or 
.1( 

f ( y) 0 (18) 

With this notation the minimization problem can be stated 

as follows 

( 19 ) 

y 0 is the o ptimal sol~tion of the di screte control probl e m. 

'::' h e augmented s '-dimensional ve ctor .... ( s ' = ( n+ 1 ( N+ 1 ) +ri..;) is 

( 2 
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~he set o f aq~iss ible points y is 

lC 
f ( y) 

IC 
: : is 3 -onve x set onl y if f (y) is lin ~ ar in y, tha~ is 

=( x,u is ·inear in x and u. If components of f are on­

l i ne - r in x or u , M is a noncbnvex set. 

11 
3y c ons idering the linearized func ti o n f ( ) aroL~d the 

S.) :!.. ' tion y 0 

t~e set of admissible points 

( 21 ) 

(22) 

is con1ex. Corresponding to ( 1 1) the function ( 18 ) ·r a u~-
~• 

~en ~ec and d e noted by f (y) . Its t •~ s ' Jacobian ma · rix 

~ - ' ·
0 is 

i 1 , ••• t', j 1, ••• s t 

-.:~ ': :--. r-=l at ions ( 12 ) and ( 13) the matrix A i :: 

.-

( F 

0)- I -I G(O) 0 

0 F(1)+I -I 0 G'c 1> 

... 
I 0 F ( J- 1 ) + 1 -I 0 

. . = ont a~ ~s _ t '11t' lower t:iangu l ar matr ix with elements ~ 1 

_: .) ,.~ i ~ ~ ~ iagonal . Therefore the r 3nk of A is t•. The 

-~r.a tr~in~s for the sta te ( 4) and the control (5) are 

· .. .::- ::.. ':t .. :-1 as ':h e Hl +m) vector 

h(y 

4 

h ' x C 1 )) . .. . 
h ( x (N)) 

hz(u(O) ) 

~ . 
h (u ( · - 1) ) 

( 26) 
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. Furthermore the N(l+m ) ~s' matrix B i s defined. The jth row 

of B is grad h.(y) (j = 1, ••• N(l+m)~ if the j t h component o f 
0 y J - th . 0 

h(y ) 0 and zero if the j • component of h (y ) < 0. 

·3. Conditions for an o,ptimal solution 

Now consider a small deviation c!y at y0 1tJh ich is given by 

A·~y = 0 and B•ly ~ 0. dy = (dx' ( O), •• ix'( N),Au'(O), •• du'( N-1))' 

is element of a convex subset T of Es' which contains the 

origin and is defined as follows 

( 2 7) 

An admissible vector y 0 E. M' is a relative minimum i f 

(28) 

for every .. ~dmissible deviation Ay €: T and sufficiently small t1(. 

T is ' a p~oje6tion of ·T obtai ned by deleting the rows with f 
0 

in A and B. From (28) and the subsets W and S of Es+ l de-

fined as follows, conditions for a relati veminimum are 

obtained. 

W is called the set of all rea chab l e poi nts. 

s 

(29) 

(30) 

Let z"E. w. If y 1 y0~T, t hen z"*s. I f y 1
- y

0 
=iy€ T, 

then by assumption it is z~ >cp< y
0

) a nd t her e fore z
1 4::- S. 

Thus W and S have no point i ~ common . For t he nonlinear pro­

blem and f o r nonconvex f
0 

these s e ts a r e not necessar~ly con­

v e x and hence not separ a ted. ~ow t he sets W' and S' are d e ­

fined i n t he same way a s W a nd S b u t wi t h r espec t t o t he 

line ari zed prob lem and f o r c onvex f
0

• Then t h e s e t s W' and 

S' are convex. Halk in [ sJ prov e d t hat i f the s e t s W a nd S 
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h ave no point.in common the $ets W' and S' are separated by 

hyperplane. It exists a vector· ,b = ( :o) ~ 0 such that 

(31) 

~or y 1 = y 0 it follows 

(32) 

and f or the augmented system 

(33) 

a t a relative minimum y 0 of ~(y). In [s] it is pointed out 

t hat it is incorrect to conclude that W' and S' are disjoint 

if the sets w and s defined for the nonlinear problem are 

dis joint. Hence ~he optimal solution of a nonlinear opti­

mizat i on problem is not necessarily the optimal solution 

of the linearized _problem. 

• Optimal Control Problem 

The relation (33) derived from some properties of disjoint 

convex sets and the constraimts (26) are now used with the 

F , rKa s theorem to state necessary conditions for the opti­

ma solution of the control problem. Equation (18) describes 

the system dynamics whereas c(26) represents the constraints 

fo r state and control. The system dynamics are 

( 

c ; c o > + I > . ~ x-c o > - J x c 1 , + G c o > . J u < o > ) 

~FCk)+I>·Ax<k> - dx<k+1> + G<k>·du<k> 

c:FcN-1)+I>·Ax<N-1>-Jx~N> + G<N-1>·~u<N-1> 
(34) 

F r om ( 34) it is obvious that JiCk) satisfies the difference 

'2.:-:ma t -ion 
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According to ( 33 ) there is no J yE T which satisfies 

a·· A:;> o and the system 

A·Jy = 0 

has therefore no s ol uti on J y ~ T . Thus by t he theorem o f 

Parkas [6,7] the system 

A'• p = ~ 

has a solution p E EN(n+ 1 ). The system (3 7) is 

Now consider the 

B•Jy ~ 0 

a- ··~Y > 0 

<i<o )+~> • ·pC 1) . 
< FCk )+~r·. p< k+1> - P'< k> 

(F(N-1)+I) '· p( N ) - p(N-1) 

-p( N) 

G'< o>··~<1) 

~~(k ) ' . p( k +1 ) 

G CN- 1) '. P'on 

system 

a 

Since there is no J ~ E. T sol u t ion of ( 39 ) , the s ystem 

..... 
B'• w a 

( 35 ) 

36) 

( 37 ) 

(38) 

(39) 

(40) 
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h a s a solution w 1 ' 1 t 2 • 2 • t (l+m)N (w (1), ••• w {N),w (O), •••• w (N-1)) EE 

-B' w = 

H1 ' (x0 (1))rw1 C1) 

' • 
H1 ' (x0 (k)) •w1 Ck) 

H1 ' (x0 (~) )• w1 (N) 
f 

H2 ' (u0 (~) )•w2 CO) 
J 

2 1 0 I 2 
H (u (N-1)) 'W (N-1) 

-= a ( 41) 

In e quation (41) H1 Cx,k)) is the l¥(n+1) Jacobian matrix of h 1 (x) 

h 1 (x0 (k)) evaluated at x 0 (k) and H2 Cu0 (k)) is the mxr Jacobian 
X . 2 0 2 0 

matrlx hu(u (k)) of h (u) evaluated at u (k). 

Fr om equations (38) and (41) it follows that at a relative 

mini mum y 0 of ( 19) there exist vectors p{k) E En+ 1 , w 1 E E1 

~ 2 ~ m t · f · th t · anu w cE sa lS ylng 1e equa lOns 

k=l •••••• N-1 

0 

p{N) 1' 0 1 - H (x (N))•w (N) 

a nd 
,... ,-.o 
G' (k )• p(k+1) k=O •••••• N-1 

FurtheFmore the equations (4), (5) and (40) represent the 

comp l e i.tentarity relations ( Kuhn-Tucker-relations) for an 

optimal solution 

0 k=1, •••• N 

nd 

k=O, •••• N-1 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 
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~f. 
Sincelx~ = o, the component p

0
(k) of p(k) is constant and 

because 8f (32) there is 

( 4 7) 

If f(x,u) is linear and f (x,u) is convex then ~(y) is convex 
0 . ~ 

on Y and M is a convex set. A stationary point of a convex 

function is a global minimum, thus the conditions obtained 

are necessary and sufficient for a global minimum. 

If there are no constraints for the state, equation (42) 

becomes 

k•1, ·• ••• N-1 (48) 

This is the adjoint equation used for the· derivation of the 

discrete maximum principle [4] . 

5. A Discrete Maximum Principle 

The results obtained in the previous section represent a 

maximum principle for discrete systems as it was first 

formulated by Rozonoer [s] for constraints in the control 

only. From equations (33) and (38) it. follows 

~(k) = (<~'(k)+:)·p(k+1)- p(k)) 
G' (k)• p(k+1) 

and for the inner product ~{k)4y(k) 

From ·( SO) it i s obvious that the Hamiltonian 

H( p(k+1),x(k),u(k)) = , 

- ' -= p(k+1 ) • (f( x{ k ),u{k) ) 

( 4<3 ) 

(51) 
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has a stationary point or is a maximum at x 0 (k) and u 0
(i<) . 

In addition ther e is p 0 (N) ~ 0 and the transversality 
0 

condition (43) . 

6 . Summary 

This paper shows how a theorem for disjoint convLx sets 

and a theorem for systems of linear equation~ and 

inequations can be used to obtain necessary ~ptimality 

conditions for discrete t .ime problems. The optimal 

control problem is formulated as a problem .of mathema­

tical programming, the techniques of which may be used 

f or the finding of optimal solutions. The conditions 

are not necessarily minimum conditions. There are 

however many _systems which have only one local minimum 

and for ~hese systems the results derived in this 

paper are useful. In the linear case and for a convex 

objective function the conditions are necessary and 

sufficient for a global minimum. Furthermore it is 

d emonstrated that the conditions obtained represent a 

d iscrete maximum principle for systems with constraints 

in the control and the state. 
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6-4 

CHAIN MODELS 

AS INERTIALESS OPTIMAL CONTROLLERS OF l-'IULTI-

DD,ffiNSIONAL PROCESSES 

Konstanty J.~RMAN /Poland/x 

1. In t r o d u c t i on • The paper presents a wethod of' . 

optimization of' new perspectives- chain models ~ethod3, 4 ,5. 
As long as the present methods are used the computational 

ef'f'ort f'or optimization grows with the square of' the dimension-

ali ty of' the problem at least5 using the described method .. 

it grows linearly. 

The basic problem in an efficient computing of' optimal 

-control is solving differential equations with given initial. 

and final conditions5 • In the described method this difficulty 

disapears since ~he dynamic problem are reduced to the static 

one: real time is not represented by the t~me, but by a certain 

space coordinate of' the model. Theoretically 'the model is 

inertialess, the solving time equals zero. 

Practical.ly - the model realizes Arrmi-Hur\..ricz gradient 

method2 • The computation of' gradient presents no difficulties, 
1 . 

due the application of' the mod~f'ied Dennis analogy to the , 
determination of' the model s structure; the model receives 

therefore self'-optimizational featu res - -.;.,rhich result · from 

the modified Hax'l·rell' s principle of. minimum power con~umption 1 

The introduced modifications cause that the complexity of' 

the model is proportional to dimensionality of' the problem. 

The chain model used as an optimal controller, which 

i n principle is inertial.ess, is the practical mediuo. of' 

solving the problem of' the optimal system synthesis with 

x / Department of' Automatic and Remote Control, Technical 
Universi ty of' lf arsmv, ;'/ ars m-: , Nm·rmviejska 15/19. 
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various forms of the final cond:i ... ions. The important 

theoretical result is the disapearing o f' the "dimens i onality 

barrier 11 and the constatation of no nee d f or d ecomposi ti on 

methods for those problems, which can be solve d effec tiv ely 

b y the chain modelling. 

2. T h e problem 0 f t h e ;:; t a t i c 

o p t i m i z a t i o n. Let us consider t h e static optimizat­

i .on problem: determine a n -dime~sional vector of the decisi on 
. 0 . 

variables y=[y1 y,_ ... YnoJ which locally minimizes -che 

given cost-function )(z, 9) · where the vector z=[z4 z2 • • • zL] 
is given, under the additional conditions /which will be 

called equality constraints/: 

. . . /1/ 

where mo <no. 

Either we assume that there exists an unique local 

minimum, or we must ~gree, that just one optional of exist­

ing l 'ocal · minimums will be determined. 

The above formulation -of' the problem is sufficiently 

general from the point of view of practical applications, 

under condition that all inequality constraints such as 

""(z, g>' D 'iere replaced by "hal ~-square" 

cost components: 

for 

for 

where ck a sufficiently large positive number. 

These components are conRidered as "penalty functions" 

for the violation of constraints. 

Let us introduce the m0 - dimensional vector of 

Lagrangian coef'ficie~ts ·x :[A., A.z •.. A,)and the 

Lagrangian function 
m 

J*cz,y,).) = J(z,g) + f \<jl.cz, g>. /2/ 
lc•1 
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The optimizat ion problem is under certain conditions 

equivalent to the problem 0~ determination 0~ .the n.+m.­
- d imensional vector o~ the new independent variables 

v • [ V4 V1 • • • v,._..,,._] a [g A J t ~or which the ~unction 
J*(z-. ") , • reaches a stationary va·lue. 

So {~ we call the relation 

i.:!*=a 
av. * 

the relation o~ optimality o~ J with respect to 

/J/ 

then solving the optimization problem is reduced to solvin~ 

the system equations consisting relations o~ optimality /J/, 
f or le ::11 1' .•. , "· .. m •. 

J . E n e r 

f' u n c 

g e t i c 

t i o n 

m o 

~ o r 

d e l 

t h e 

0 ~ Lagrangian 

l i ne a 'r p r o b l e m 

Let us focus ~or a '\vhile on the linear optimization problem, 

f or 'lvhich · the equations o~ constraints /1/ are linear, so 

t hat they have the ~orm: 

le= 1, . .• , ..... /4/ 

while the cost ~unction is 

a quadratic form. · 

L+n. L+, 

Jlw) =)0 (w) = 2: ~ j3,i w~ w; 
" i=d l•1 

1·1 i th fJ,1 pj, =D for 

Above implies the form of' Lagrangian ~unction: 

L+ n.~m. / 

;:> ·. Tiiu, uJ , 
~. 1 

T:JDJt :::0 for j ~ i, 

a= [u .. "'.a • • • U L~ ,_..,m.] • [ i g X J . 

/5/ 

/6/ 

T:1e f orm of t h e expression /6/ imp lies the linearity of' 

e c~uat i ons / J/. 
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Let us form au. ~.J..ectrical net,'lork model i ng the 

Langrangian function /6/ in such a way that the given variable 

u, represents · the node potential in the model 'vhile the 

(for ~ #0) of the f'unc t -given component T,1 u,u.j 
ion /6/ is represented by an TT -element, w·hich consists 

of positive res.istances /"+R"-elements/ and negative 

resistance·s /"-R"-elements/, coanecting the node " u, " 
and the node " U; ". The IT -element is show·n on Fig.1 

where tb,e resistors are represepted by ·their conductances. 

A "-R"-element i.s an active element /a source of energy/ 

whi eh differs . from element . "+R" by the direction of' the 

current, with identical voltage on the terminals. 

The _power consumption of the · IT -element from Fig.1 

/this value- may be negative, too/ is expressed by 

~~ ::c 1ij (~ J' - Tq (u,- u.j t .,.Tij ( u.1 )
2 

• -2 Tij ur u1 
/the power c -onsumption is equal. to the ·doubled value of the 

La~ang~an function's component, which . is modelled by the 

TT -element/. By int+oducti.on vector i:i to the model in the 

form of potentials of the corresponding nodes we receive 

the complete power consumption o~ network /from the U 

sources/ equal to the doublep value of the function J*(u), 
on the b.asis of the principle of conservation· of energy. 

4 . Se 1 f- o p · t i m i z at i on a 1 p r o p e r t y 

0 f e n e r g e t i c c o d e 1 • The current iq 
flowing out of the node • ·u~ 1 in the direction of the 

node " w1 " through connecting them TT -element /Fig.1/ . 

can be expressed as 

/7/ 

The current LU) flowing out o·f the node 11 
ul 

11 in 

the grouna direction through n -element linking the 

node " u," with itself . /representing the component lij (uJ
2 

* . of the J func:ion/ can _ b~ · expressed as 

i,0 • 2'j;,u4 = ! . ·6;1 (u:)". 
. (J "• 

/8/ 
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If the external volta~e was not applied to the 

node 11 "~" / u, is a free quantity/, then according to /7/, 
/8/ and /6/ the sum of currents flo,'ling out of the node 11 u6 u 

h as the :form: 

. JJ* +"a= au . . 
' 

/9/ 

According to the 1st Kirchhoff's Law the node 

potential u.~ assumes the value, for which 2: Ltlr :a 0 , thus 

according to /9/ it assumes the optimal valu:, for 'i"hich 

the relation /3/ i.e. relation of optimali ty J* 'd th 

respect to u6 is fulfilled. This fact we can call 

a "principl'e of a stationary "Kalue of power consumption": 

the distribution of the node potentials of the "± R" - net­

'·rork represents a stationary value of the power consumpt­

ion of the '~hole network from ext~:rnal sources /compar~ 
Max,vell' s principle of minimum power which is valid for 

"+R" - networks only
1j. 

Getting b~c~ to the _original setting of the opj.imizat­

ion problem w·e find out, that the energetic model, formed 

by us, has the property of self-optimization: the vector 

of decision variables y assumes ·;,i>-v~lue, which minimizes. 

the cost J l under given conditions /i.e. constraints /1/ 

and values Z , forced by extern~l sources/. The power 

consumption P of the model from the Z -sources represents 

at the same time the doubled value of the conditiona~ 

minimum cost J~ since the fulfilment of relation of 

optimali ty J* 'd th respect to th~ vector·1 impl~es Zj; =0, 
so &~cordin~ to /2/ we get 

J=J*= 1 P. ;1o/ 

5. I n e q u a 

o t h e r 

1 i t y . 

n - o n 1 

c o n s t r a i n t s 

i n e a r i t i e s o f 

a n d 

t h e 

p r o b 1 e m • Let us assume, that an additional 

component Jk <wJ of "half-squared" type occurs in the 

cost :function, for e.g. 
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for w,) 2 11 , 

for w• < zt • 

Let be one of the decision variables. 

/11/ 

The component Jk can be represented by a diod e ­

element /Fig.2/ in the energetic model. This elemen t is 

put in bet,~een node " w, " and the voltage source z,. 
Because .an ide~ diode <:}oes not consume a power the p m,·e r 

consumption of the diode-element may be expressed as ~=2Jk 
'/power dissipated on the resistor of 2g" conductan ce/. 

Additional component of "the current flowing ou t 

of node 11 Wo." can be expressed as 

. { = 2g.Cw,-z.) f'or w,) %"' }= JJ. Llr = . = o· for w;.<·z"' aw. . ~ 

so as that component of' the relation of optimality J* 
with respect t~ w4 wnich · corresponds to occ?rring the 

Jlc component i 'n the co~t function. Thus : b~ introducing 

the "half-squared" c.ost in the f'orm of' diode-elements 

to the problem /and the ·mode·l/ does not violate the 

~quality (9/, 50 it does not violate the self'-o~timization­
al properties of' the model and the principle of' the 

stationary value of power . consumption - which is not true 

in the general nonlinear case 1 • . 

If. the variable w, in /1 ,1/ is not one of' decision 

variable,but their linear combination, we should introduc e 

it to the class of' decision variables, simoultaneously 

completing the constraints /1/ with the appropriate equat ­

ion of the following type 
. n. 

''" = w, - ~ & .u = 0 ~ "'•.,. f - -&-; " ;,. 
and .completing the A vector wi tll the A m.+ 1 component . 

The diode-elements make it possible to model ·'f. lar o- e 

class of' cost functions, under the condition of the i r 

proper aproximation /piecewise parabolic/. 
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By choosing a sufficiently large value 9t in /11/ 

we can take into consideration "a penalty .for violati on 

of' constraints". Notice, that penalty disappears .from the 

solution when gt_. e-o /resistor disappears .from the 

diode-element/ which corresponds ~actly to introduction 

of' inequality constraints1 • 

There ~is also a possibility o.f introducing piecewise 

linear constraints f'or e.g. by "withdrawing" not acting 

constraints, which can be achieved by means of suppessing 

the corresponding coordinate~ o.f ~ vector to the zero 

value /connecting the corresponding nod~s to the ground/. 

6. S y m m e t r i c a 1 mode .ls. C o m p 1 e x i t y • 

Let us f'orm the energetic model a little differently. 

Let ut variable be represented in the model by a pair 

of' nodes with +u. and -U· potentials. Let 17:u..uJ· corn-* ~ 4 O•i , 
ponent of' J function be represented by pair o.f IT-ele-

ments .from Fig. 3a, if (;j < 0 9 and by the pair of 

IT -elements .from Fig.Jb, if' a7J >0. Power consumption 

of' the IT -elements equals in both ·cases P.. = 4~.u. Us. 
~~ U'J l I 

Besides this change of' the coefficient of proportionality 

bet·w·een the power consumption and the costs - the basic 

properties of' the model /self-optimization/ rema.in un­

changed. 

In the symmetrical model "-R" elements occur only 

in connections between the node and the . ground or, af'ter 

simple transformation, in branches: node•+u.' /node"-u" ; 

ordinary branches contain only "+R" elements. 

It allows to ground all.amplif'iers used f'or realization. 

of "-R" elements. Furthermore, the complexity r of the 

s~etrical model, measured with the number of "-R" elements, 

undergoes the limits: 
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l~·hi ch comes f'rom the f'act that "-R" eleme-nts occur always 

at 11 A '!.nodes, · a~d they can ~lso ~ccur at lfy"~nodes. Th en 

the complexity grows only li.near~y with the dimensi.onali t y 

of' the problem n.+m •• 

7 . T h e m e c h a n i s m 0 f' the . se 1 f'-

o p t i m i I z a t i o· n'-- -o 'f' t h e m o d e 1 • 

Let us assume., that 

1/ The c ·ost-f'unction Jlw) is 'strictly coneav~. 
2/ The only dynamic parasitic parameters are "node~. 

capacities Cv /betw.een- h-o.de "v" and the ground/. 

c! > ·0 f'or "y" -node' c 1 <:.0 for • ~ • -node .• 

AssUJDption· 2 means /rt th cert.ain definite idealisat­

ion/ that there are applied a~R" elements of open-circuit-

• -stable type in 1 ·~ • -nodes, ~ the ele~ents of' short­

-circuit-stable type in those "Y"·-nodes with which "-R" 

elements occur. 

According to 19/ and assum~tion 2 equations of the 

model dynamics assume form 

l:!.* + c ~ = 0 . f dv. •, cl t &. = ' •.• ' "• +m. I 1 2/ 
" ' 1vhich according to /10/ we can interprete as two "mechanisms": 

- cinimization of' Lagrangian c~ts /or power/ with respect 

to decision variables: -

4M, =- j_ aJ· = __ ,_ aP 
dt c,. dy, 2 c,. a !~t : z f n . ~ . · .. ' . 

- maxirnization of Lagrangian costs /or power/ 1d t h respec t 

to Lagrangian coefficients 

~lr f a J • 1 a P ,_ 1 at = ICI '' = 21C I a .A ~. ' • • • 'm. 
1., 0 "' ~. • As we see it is a realisation o'f' Arrow-Hur\vicz 

gradient method2 • Under assumption 1 and under certain 

qualifications ref'f'ering to form of' constraints the algorithm 

convereges 2 , '\vhich prove~ the stability of I model. 
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The~e exists a possiqili ty of formingtlocally stablo 

;:-:oc1o1 ,.tl so 1vi t h non-concav e f unc t i on J(w), if' t h ere only 

~~i::. ts c ~1e locally unique solut ion of the problem. F or this 

~urpose 1·re must c h oose sufficient ly large numbers hJc 
and c omplete t h e cost func t ion "\'lith the component: 

mo 

L hk <P: . /13/ 
k= f 

I t is easy t o prove t hat the expression /13/ does not 

infl u ence the solution, but makes the cost function loca~ly 

conc ave: coming out· of the point of equilibrium in arbitrary 

direc t ion a without viol"a t ion of constraints l'le have 
32J Je2 ) 0 according to the assumption of existing of' 

s olution, f'or any other direction - there exists such k , 

tha t it• ~0 and choosing sufficiently large hk guarantees, 

a c c ording to expression /13/ that also in that direction 

i:J J82 )0. 

The general characteristics of disappearing of t he 

trans ition process result from the equations / 12/ : 

dJ* = ~ aJ* dv. ' 1 (aJ*)-2 
d t 4 a V; df ::: - ~ ~- dVt • 

.. .. , 
Setlin g t i me /lol'ler than one second/ l\"e can t h eoretic a l ly 

s h orten arbi t rary diminishing , Cv That time depends besi des 

on " s teepn ess" of' the searched minimum and on the structure 

of the opt i mi z ation problem, r epresente d by the model 

s t ruc t ure /r,'lave processes/ - t hat is why the time de pend s 

a~ n o s t l inearly on t h e dimensionality of the problem 

/ of t h e n un1be r 

8 . E n e r g e t i c m o d a l l i n g and d e -

c o m p o s i t i o n • When we solve the prob1em of' 

optimiza ti on by the energetic modelling meth od we d o n ot 

'w.ve t o use t h e decomposit i on of a large systems. It 

re s u l ts iomedi ately f'rom 

the prob lem d i mens i onal i t 

f act t h a t the gro1ving of 

i mpl i es · at mos t 
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the linear grm-rth of' 'the complexity of the model and t he 

growth of solving time where that time is negligibly shor t . 

9. T h e 

i o n 

p r o b 1 e m 0 f' d y n a m i c 

a n d e n e r g e t i c c h a i n 

o p t i m i z a t 

m o d e 1 • 

If on any accounts /here: if' ,,e take under consideration 

the pbssibilities of the technics of computing applied/ 

we look f'or the optimal control in the class of piece 

constant functions /constant in a given stage of process/, 

we come to a discreet version of the probl~m of dynwnic 

optimization, that is to the problem of conditi~nal mini­

mization of the multivariable function /of the process 

cost/: H 

J = I Q, c it. u,, .zJ , 
,.. I -

ld th respect to the control variable vector u, and the 

state variable vector i 4 , subjected to dynamic constraints. 

,Jl' · , ,. _ _ { P" 1,.,., n 
1i • x&••- <f. {x., u._,fa) =0 . "c 1 N 

. f - ' , •••• 

and eventually to addi. tional equational constraints, 1'1i th: 

- [4 1 "] Xi' )(L Kt X~ object state variable vector 

- [ f u.= u. 
.. &. t.t~] 

in the beginning of i-stage, 

control variable vec.tor in 

i-stage 

i 4 - constant yalue vector of i-stage /initial ar-d f inal 

conditions, determined signals etc./. 

Q, - .costs of i-stage, 

N - number of' stages. 

Creating the vector of decision variables from the 

free vectors of states and contr ' y=[i1 i 3 ... u.,Li2 ••• uH], 
the vector of equational constraints function ~=f'P.ik.···<k···], 
and the vector of constant valu,es z •[z4 Zz ... 2.,], we 

reduce the problem of dynamic optimization to the problem 

of static optimizati-on - section 2. Then ,.,e can · also form 
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the energe-tic model, 'l'lhich we ,.,ill call the chain-model 

;d th re g a r d to its specific structura l~ /the ind:i:vidual 

c hain l irucs - successively joined multipoles - represent 
" t h e successive stages of the process/. All the results of 

the prev i ous sections are still true with the remark, that 

the c~:ai n s tructure makes the setling time practically 

independen t on the object dimensionality n, the complexity 

of t he mo del remains proportional to n. 

~ig.4 represents the example of the symmetrical chain 

model of the J-stage optimal process, !'or the follo"idng 

problem: 

l"=x. 1 -ax.-ou.· =0 i•1,2,3 
T, l+ l ' 

;= ± [cfx,l + d.x.ul + e(u,)2
] 

t•1 
l.= 2,3 

- are given 

a,b,c,d,e- positive constants. 

In the problem 'vi th the free final ~tate x4 we force the 

final conditions by grounding of nodes 

/the constraint cP, • 0 disapears then 

f unction . J*'=J+Ll~''' disapears/. 
' "1'L 

1· · . I n e r t i a 1 e s s optimal 

± ~J 
A1 in Lagrangian 

in Fig.4 

c o n t r o 1 1 e r • 

Fi g .5 illustrates the princpple of the applicatio of the 

c ain model as an inerti'aless optimal controller. :fhen the 

successive stage of optimal process passed w' shorten the 

c~ain of one liru<. In the problem with free time of the 

lasting of the process w·e establish the number of links N 
on t he b asis of t h e cr~terion of minimization of power 

delivered from external .sources. Giving of final conditions 

d oes no t impl.y any difficulties either w·i th de:fini te ~:+f 
/ in t h e form of adequate voltage/, or with free ~' . p H+f 

/ t h rou s .1 t h e grounding AN /, or with arbitrary linear 

-.~inal con straints /equational and inequational/. Local 
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constraints of control variables and state _ variables, gl ob~l 

constraints, dead times in the object, i hf'luen c e of know·n 

ex t ernal signals e t c. imply no difficulti es. 

11. C onclus i ons. lainly as a resuJ t of r evi sion 

of "th e principle of time modelling b y time" chain model­

ling of optimal proce ss-es bring o t n ew· possibilities and 

new· conceptions in the fie ld 0 1~ o tit. al control. · 

First of all there appears a possibili t- o f' fo r .. in 

of inertialess optimal controller with the complex~ty 

proportional to the dimensio~ality of controlled ob jec t 

for suf ficiently large -class of problems from the p oin t 

o f vie1-r of applications. The controller is distinguished 

by it s si.rr.p le mode of ·operation, sequential structure 

convenient to technology and with sufficient accuracy as 

t he experiments proved. 

_ 1. theoretical aspect chain models introduce eas i l y 

ir.abi na ble static, physical models of the problem of 

dynami c optimization, instead of geometrical models in 

multidimensional space. In turns out, besides, ~hat the 

"barrier of dimensionality" and the necessity of applying 

dec omposition are not ·organically connected with the problem 

of optimization itself, but only with the used so far methods 

of solving the problem. 

Th e author is also grateful to prof.dr F .Findeisen, 

pro f . d r A.Gosie"lvski, prof. dr A. F ierzbicki, dr J .Pul:aczeHs k i 

and dr B. Pi"l\fko for their favourable and valuable remarks . 
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