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I. Введение 

В настоящее время разработана и оnубликована теор11я одно­

роторной rироорбиты, исnользуемой на искусственных сnутнинах 

Земли (ИСЗ) для nостроения nлоскости ero орби~ы1-4 • Со~ыестно 
с nос~фоителек местной вертикали liнфракрасноrс' или иного тиnа 

rироорбита дает возможность лос~роения на борту сnутника теку-

щей орбитальной систеиы координат, которая ыозкет nриниматъся в 

качестве оnорной или базовой системы координат при решении 

различных задач. К числу таких задач относятсJfi, заnример, rео-:­

дезическая съекка, метеорологическая разведка, обеспечение сэя- . · -. 

эи и навигации назеыных объектов и др. . 
При необходимости обесnечения режиыа nа1!.!ЯТИ, то ест:ь nри 

работе с отк.-тrюченнw nостроителеи :вертиь:а.:rrи, на борту 11СЭ уста­

навливается доnолнительная гироскоnическая :веJртикал:ь, которая 

од~:овреыенно может служитъ в качес~:ве сглаживающего устройства, 

nовышающего точность работы гироорбиты. Один из таю1х ком­

плексных гиреnриборов оnисан в рас5отах2 ·~. Ег ~о некоторым недос­
татком является необходимость организации nрецессионного двиве­

ния rировертикали в режиме нормальной ориентации и в режиме па­

ияти. Это существенно снижает точность работы. гиреnрибора 

вследствие нел~нейности и веста6илъности устройств, реализуюц)uс 

. nрецессию rироскощr. . 
От этого недостат1са в зиачителъной мере свободна двухротор­

ная гиреорбита, которая оnисана в работе5 • Ос.обенност:ью этой 
rироорбиты является исnользование двух гиросколо:в (фиг.I) с ки-

нетическими ыомевтаки Н, и Нг , расnоло:s:енньш.И :в nлоскос-
ти арб и ы по:n уrло11 90° друг к ;цр . rry .. 



На фиr.I изобраJtена ~екущав орби~альнвл· сист~uа координаt 

Ха y.z" , оси которой расnоложены no трансвереали, текущей 
вертикали и бинормали. Три последоnателъньос nоворота на Эйле­

равы углы nоворота сnутника: курса {рысжания) 'fl , тангажа if 
и крена (вращения) 1 дает связанную с ИСЗ сиетому коорди-

нат Xe.ljc l~ ·• Поворот на угол Е.р даот nри6орну10 nлос-
кость орбиты. Поворот на уrол орбиталького движения j'• в 

JIJiocкocти nриборной ор 6~1ты дает оnорнуо систему координа~ 

xl. 'Jlll • Векторы юшстических &40UOU.TOB н, и н~ ОТКЛО­

вени от этоИ систеt.ш коордиiщт на углы «-, , ft, и ~z , ft 2 • 

Двзхроторная rироорбита яnляетсн тюсле комплсксньш rиро­

nр.иборои, обеспечивающим ноетроение орбиты в рс7::име нормальной 

ориен~ации и лостросйие орбиты J1 тсJсущсИ вертикали в режиме nа­

Lшти. Однаitо векторы кинетических z.юuснтов оiсазьmаются здесь 

расnолоzеншши .. в инсрциальнои nространстве (с точност.ьn до 
nрсцсссии · орбити), что сущсс·rnешю снижает ошибки гироприбор~ 
вследст ц_ие, исюrюченин необходимости opr <11IIOJ.aL~~ш лрещнr,си..ошюго 

двиzения после того, как опорная система координ::tт rю·с~р'осна 

на борту ИСЗ. 

Нидс рассuатриnается пос!·роение тiоск.ости орбити. Построе­

юю тсj~ущсй всртюшли но иис;от особенностой no ср~нению с 
обичноИ г.ироворт~шалъю эа исюiючониои и·сi<лючсния nрсцоссионного 

дви~ешш гироскопа. Ор6италышИ угол <f• (фиг •• I) в :>тоu слу­
чае строитсп отдалънш.r точншJ . nривоДои, скорость которого изuс-

11Ястся D соответствии с круr•оюш ~tюt эллиnтичсскии дшшс1ше:.t 

~сз. 

· 2. Исходнив yp~ucюut 

Ограничиваясь пр ец~ссионной. теорией и СЧitтая cиcrrcuy уn­

равлсниn 1-iСЗ стноситuлыю ·его осей независю.tо1 И идеалЪНОЙ 1 

:.:о ::но З.f.ЧIИса·.'Ъ :п:;юшешш Ji.Dи:::ениа nep.вoro а вторQrо rироскоnо• 

Б л:де 

Н,р, = M1.t + M•tt, } (I) 

-H,l,. =Н%1 +Mt~zl:~ 

- ~Cf2 = м22.,. f1~zz, 
} 

(Z) 

Нг f/2 = f1уг t-/1n~г· 
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Эдесь н, 14 Hl - кинетические LrOЫeHТii; м~, ' Mzt ' 
Mil. и M1z - уnравляющие моменты; Мг1.1 , Н8.х:1 , Миz и 

M'lz. - возиущающие uоыеuты, сnроектированные на соответ­
ствующие оси. 

Проскции абсолютпоИ угловой скорости на оси Резаля олре­

депяютси выраженииuи 

р, =-IWei/Jt 1е~1 + C.U.x,, 

z, = 1 CI.Je8 1( 1 e.Jj f + cu~,, 

lJz=lcuef"l e~t + GJyl, 

Zг = fcveiJtH c;j 1 + UJ1г-. 

j ':S ·f, 2.,.3 

(3) 

где 1 e,j л t н e~j n ' 1 е. Jj 1 и 1 е~, н - ).j~~:рацы t оn,рсдсляю-
щие направляющие косинусы, а угловые скорое~~ оnредсл ~тся 

выразеиия11и 

Wz.t =с(,- ip M(tf,..+j3,) 

w 2.1 = }чCOJq(, + ip м о<.( C(>:jrr· -IJ3,J (4) . . " 
GUJJt. = oGz t- f.p CCJ(f rj3.1.) 

Ц)и. = flг~J.~.,. ip M(<f"'"}Jv ~2. 

1nравляющие моменты для бокового д.видеюt.А мо:r: IO сфоры~t-

ровать .в соответствии с . выражания.шs . 

М1., "'-i,'t.lw.{'f· ... .,.)-k;Jлr ~(·f+'f'oj&-, · j 
Miz = -~<.,',.t CO:J ('f*+- 1.)- /.~~= l ~('{'*# 'f.)dt, (sj 
.!Jl:c ct-,~{f~}'~}- cl.~ ~'f'-.,.j3z}-/~CЬJ fp ,,. ~~t,) 

• 1 
Здесъ k1 и ~ - коэq:фициенты nередачи канала коррекции, 

1 , 

кl. и k• - коэ<Р~~щиенты nередачи ш1тсграл.ьной коррскцшt, 
'{'0 · - некоторШ\ nостоnннн~t угол, вводимый дл.n улуч~:Iеюш nсре-

ходnых процdсссэ, ~'е и ~& - сииrа.'!ы, cюtua.eLШo с шщи.като-
. ра иестно~ верruкали. 

В nлоскости орбиты корректнрую~:що сиrш!лы у'орu.нруются в 

виде 
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t fl,-fl", 

j Мж,• kG .t 

м. --к.' J!il -fl· ~6) ~1. - s . .2 

Jравнения ДJIR :карданов а nодвеса, оС:iесnечивающеrо CJiese-
ниe за rлросАоnа.ми no yrJiaм Е.р и 'f • , буд:iт 

i, -= k, {о<~ ~rf* +j!J,) +с(, W7,(Ч) .. ~tt)}, 
~D.- L ft, ~ ~l (?) 
т -1{., 2 ' 

rде k, и k, - добротности следящих сиетек Кардановых ко-
лец. 

В сиетеку стабилизации ИС3 относительно осей О.:Се , Ofc 
и О lc nостуnают сигналы:, nроnорционал:ьные углам 

~'У= Ер~ 

tJ1tr:{f"p-fJC01 Ер -{-,~rf·~)-c(.:.~'l~fj}*ntf, (В) 
41 = {«,cxn(tf~+J3,)- -<о~ М{'f*+JЭ.tJ}Cf)j ff '"{fnp- Cf •) М Ер. 

Програшшее значение угпа fпр д.ля круговых WIИ nочти 
круговых орбит ыоzет вырабатываться в соот-ветствии с выраие-

н.иеu 

r 
f nf = Q n .,. С1 4 {}' .,. Cz ;~, ~ dt J 

D 

{9) 

гд~ ~n - nрогра~ное значение орбитальной скорости; G, и 
С~ - коэффициенты nередачи в nе~и nривода, вырабатывающего 

c.fпr ; IJ~=(~~~~p- (в *пЕр)-"·· к -ь' ,,. = fnp- ..р"'. 
Полная система уравнений (I) - (9) uожет быть исследо­

вана тuлъко на вwn1слительвых uашинах :вследствие высокого nо­

рцдка и существенных неr~нейносте~. 

Ограничимся решениеы линеаризованвых J~авнений. Пoлo­

Jtt1Y , что Н, сНг =Н и обозначиu t, с к/ 1-1-t , Jz = k/ Н -t , . 

nоло:а1:в f\1 = k2 = k • 
Обозначиы уrлы ыежду гиросиоnической ~1ос~остью и 

nлоскостью орбиты:, заиереиные в горизонтальной и ~ертикалъной 

--т;;::') Rv~ ~~реэ Е. и о/... .. Эти угзт no сущес~эу яьj r ются 
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xcкollblU переменИЫJUI, опредежЯI)ЩИп tочиость пo,cтpoeНJIJI ор­

биты 

(IO) 

1.. -·· -Jrxы , ~ и ~ б~ем считать капыми. 

Jравиеиии, описывающ.ие nостроение моекости орбиты, и 

ошибки ориентации ИСЗ по уrжак 1' и су • моr1т .бытъ рао­
окотреиы независоо от уравиешsй, описывающах д)tиzение rиро­

скопо:в :в моекости, образуемой :векторами кииеtм1чес:ких моментов, 

и д:вaeliu привода, :вырабатывающего 'f"" . Кроме тоrо. оrра­
иичимси случаем отсутствии иитеrралъиой коррекции, то естъ nо­

лоuк . kJ "!' l" • о. 
Тогда ~ииеаризо:ваннаи система уравнений для боко:воrо 

д:виsеиаи rироорбиты сводитои к :вцду 

(Q,~ +;.)~f-- (Q~-. -i)мf". *~ M('f,..;fo) + ct 

{t;;>,t~~}hлtf • .,.f~z-' -i;~r··k/'г М.(f,.··~J~! . 
S?4 ::: .QD - "- GV"p c.t).f i 
Si? .а • S?., - G.Jnfl C()j i, 

а. • (А)"Р ~iCoddf.,. {,()1 

1 • ~"!' .Мi ~df .,.~~ 

(II) --

Здес.ъ GU~p - скорость прецессии орбиты, ~ - уrол накло-
на орбi!Ы, tAJ, 1 t..J~ - скорости уходов rиро1скоnов, А 1'6 -

поrрешкостъ построитеu местной :вертикЭw"lИ. 

Ддя орбит с калнк эксцентриситетом ( е~ 0,3) иожно 
полоzиn 'f• с 2 11t . Тоrда из сисtеz.ш (II) можно nолучить 
уравненив в преобразо:ваниях Кареона с учетом иенулевых началь­

ных условиl 
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Q~E(p}+(p+lr~t/'.}ol...(p) с: R(p), 

- р c(pJ + (Q~ +lrМ-f.-Jfl(·(pJ = BfpJ, 

ll(p)= (a~//:Je. r рР!{О)+ IJ/j'lrщy:", . 

B~D)= tle -cr:J)p +nt{oj+AГ. кмуо 
Г• pl. Ф '22 Г . 4 

Решение этой cиczelW ~'Равнений мо~е: быт.:ь заnисано в 

виде 

(I2) 

.' !'& + Jr~»,jfop + ~, (S2~ ~ kмcfo) (I
3

) 
с(р)= д(p)(fё>~<~-lJin.rt-)-IJ(p)(p+fщ-to), j 
о<.(р} = ~ B(p)S?, + рд (р) . 

р + *cc-Jcf.p + 2,(S?~.+k:lintf.,) 

Из (I3), в частности, следует условие устойчивости двух-
ротор .ной · г.Ироорбиты - l ~ ер. ~ у • · · 

'.Харахтерис~и.ческое уравнение (I3) совnадает с характерис­
тич~скиы уравнениеu однороторной rИроорби:rы1 .. ~, если nоложить 
·к~ эффициенты хоррекции k1 = ~~fo и k.e •• 1:-Wa,Cfo • 

3. Основные составляющие ошибки nостроений 
nлосхости орбиты 

В соответс1'в~и с форыулаии (I2) и (I3) ошибки nосtрьениа 
nлоскос1'и орСiиты no курсу ~ и · 1ерену ·о(. можно nредс1'авиrь 

в :виде 

t r= t 1 + Е "Р + Е4 + l. , 

о(. • o(,f + oi.np + fll, + ti(D , J (I4) . .. 
rде l в и d.t - ошибки, выз:ванные уходом rиросхопов, l пр и 
о(~ - ошибки, вuэ:ванные преЦессией орби1'ы ., Er . и о~.., -

ошибки, вызванные nоыехаии в сигнале nо~1'рои~едя вертикали, . 
Со и .(о - ошибки' вызванные Нсну.пе:вl.ШИ ваЧВJlЬНЬDLИ уСJlО­

~ияuи. В далъне~~е~ ошибки о~ nрецессии орСiи~ы ве рассматрива­

ются вследствие их ~.ости. 

Ошибки от ненvле:вых: нача.rй>ны:х усло~и~. Для упрощения no­
.л ozиu S2,• Q4E= 2, Ч1'О долустиис nри ус~ановv..вшеыся пере-
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• 
хо~ном nроцеоое по yrny t8' • Tor~a 
t 1 ~ = ft:Ji.(D){2+XMtfo)-pl(O){p<~>~C04fo} 
•tP. p2+plt:01tfo ~ ~&.,.. /i2k Mt.fo . (IS) 

о{.о{р) = pt(o) Q . .,. Pl.l./0) · 
,~ + р~~~.,. ~~Ф-S?khяtfo 

Из формуп ( 15) :ви~но, что nри t ~ .. yrJIЫ Е" -О и 
ti.o .. О • 

Характер переходиого nроцесса оnределветсfl корияки ха-

рактеристическоrо уравненив 

В ~астности, д.uв минимВJIЬноrо :времени переходиого nро­

цесса цgи кратных корнях попучаем 

. ( 2$2) "· = ~ {- --;;- (I7) 

Ошибки от ухода rироокоnо:в. Из формул (:U~) и (13) ыожно 
ПОJIУЧИТЬ ·· 

lt(n) = r...J~p(p~.д,~.,. В,) " 
Г· {pl~> ~'j(p.,. ~f-)6. 

fl(t(PJ = (AJ•P (I''•A~p + 8~) , 
(р'Ф~')( р~ *!tf.J2 

rде д,=kCOdfo- ~; (22+kмf.)) 
. 131 • - ~(liil <~- lr Mfo <~- ~; Шfо), 

д~,·2~~, 
(Df 

8~ = - _ .Q~ . . 

Из фopuyn (18) IIOUO Вай!И ориrииа.пьt функций 

l1(t) • Em fin.{Qt.-.A) 1- (E"t + c•je -i , 
~{t) .. «м м(~t+~) + (-<*t.,. ot, ,.)е -1 

(IS) 

(19) 
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21Ш1 yrna E1 lt) значения параметров: 

· ~ - V (1},& •c.Jf ,/ 1 -t- cm't~ 
~м- 9 v то ' 

.л • QJtJ:.tл tAJ4 ~ ~ - t..J,. et>J cfo - 2 tЦсfл см ер. 
7~2Mf"~tи,~fo 7 I<~Mt.ft,' 

Е,• = CJ, ta '/о - CAJ~ ' 

•• ~., (M'fo-Щ .P•){f~ CO:Jf.)- 2(A)l~&f" Mfo 
~ .. 5:2 

Соответственно Д.11.Я угла ~ l ( t) . : 

• о(~ = Y~tfJ,z ( 1- 11J"t.f.) 

А =- DAZh Gt>a - 2 ал,с"tь ~'['о 
1 ~ -(/ Ct.J, -, 1+ Nacfo 

. .t."• =? c.v, Mtfo - ~ c..Jz, ~'f-

..( ... =· ""l п,,~ + ы, G04 .", { f-м tf.) 

Из nолученных: выражений следует, что ошибки двухротор­

ной гироорбиты, визванные nостояннъши уходаLШ r~1росколов, из­

меняются по гармоническому закону с nериодом обращения ИСЗ. 

Амnлитуда ошибки с". не может бытЬ сделана меньше значения 

Е_ D - ..;(AJ,'•Шr.l 
",- S? (20) 

Аиллитуда ошибки ci."., nри соотвотствущеи выборе yrJia 
~ может бить уменьшена до любого значения. 

Ошибки, вызванные ломехами лостроителя вертикали. 

Иэ форl..']Л (12) И (13) ЫОЖНО ЛОJIУЧИ'IЪ 

Е, 1 ~1 = _ ~1 Jr. (Q~r.ft~ - p#'i.n.tfo) 
rtPJ • р~.,. plrt:Djf. ~- Q{Q+k1irlf.J (21) 

о( 1 ~ _ А r, 1< (2Mf/'o 1" р~.Ро) 
'(fP. - г pl 1- plc C()j fo .,. 2(!2•k4info) 

Для nостоянной поыехи .s r. = ~ 1, • ... ~ установившие-
ся значения ошибок 
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(22) 

При действии rарuоническiiХ nомех в сиrиаnе nостроитаив 

:вертикали ai 1, = ~ (т м си, t ИJ1И ДJIЯ случав, коrда ИСЗ совер­
шает автоколебания no УГ11.У крена :в зоне нечу:вс~rви~ельиости nо­
строителя :вертикали, ошибки rироорбиты будут тахsе меняться 

по гармоническоку закону. Аыnлитуды ошибок ~ожвu найти из фор­

муп (21) 

(23) 

Ив!ереоен час~!ШI С11.УЧай, коrда ошибка :вертикаJIИ :выз:ваJrа 

э~иптичнос~ью Земли. Тоrда 

(24) 

rJe а, а f - эuаториа.пьиый и nе!Iярный ра;цJ!усы ·земли, Х. -
хоордивата точки земной nоверхности, измеренная :в nпоскости 

экватора. Максимальной ошибхе соот:ветсж:вует координата 

"'" - Q OIA.trt--
(2 

(25) 

Тоrда 

4(-~ = a.w;:- Q,f&1! (26) 
... • • 1 . 

JJs &n~~Псоижа красовсхоrо 

(27) 
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где .t. l,;,t~z · - II уrn.мив, а f - орбижальныtt yron, отсчи­
танный от линии узлов. Для этого случаи из фopuyn (23) моано 
nолучиТь Ем1 = с1.",1 = l1 ~= II угn.кин. 

Действие сЛУчайных nомех. Приыеы, что сnектральная nno1· 
ность помехи nостроители вертикали может быть представлена в 

виде 

Тогда, оnредеnив ~1з формул (21) СIIектральные мотности 
ошибок и проинтегрировав их по всем частотам, nолучик 

а (.l 7:t(k:+lr:Q+ k: Т. Q) 
Е-,1(= 4 Cl( k,kz.(1+~~+Kt~~~) ::::,~r,:т;.k~~~'ff), 

(28) 

где k, =" ~f. и k2 = k-1-in,t.fo 
Последние формулы ~огут · исnользоваtьси для оnредеnении 

значения коэффициента коррекции k , обесnечивающего требуе­
мое сглаживание nомех построителя текущей· вертикали. 

4. jlmoды 

I. Основные динаыические свойства двухроторвой rироорби­
ты близки к динамическим' свойствам коuпnексного rироnрибора, 

содержащего однороторную гироорбиту и прецессирущуl) rкровер­

тюсаль. Однако в отличие о ж nоследиего д.вухроо:орваs rироорба­

та работает D более благоnриятных условиях 11 ве СОАераиt оши­

бок, связанных с необходимостью орrаииэации прецассаоввоrо АВ•­

жен.ия гировертикали. Э-:о в звачитепиой стеnеп повНDiает точ­

ность в решиие пакяти. 

2. Постоянные уходы гироскоnов при:водят к ошибкак построе· · 
ния nлоскости орбиты, изыеняю~wся по гарыоническuыу закону. 

В э1·ои проявляео:ся модулирующее свойство двухроторной гироор­

биты. Разный сnектр однороторной и двухроторной rироорбит no-

' 
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э:воляет орrанизо:вать их эффективное коJШJiексирс1вавие. 

·3. ll:вухроторная rироорбита uoseт обесnеtJИз~ требуекое 
сrхахивание помех, содерzащихса :в сиrнапе nостр1оителя местной 

вертикми, что повышает точность nостроения опс1рной оиотеiШ 

координат на ИСЗ. 

Jlитера-:ура 

I. Роберсои Р.Э • . Измерение yrna рыскания. спутника о · по­
мощью rироскопа. Труды ИФАК, АН СССР, !960. 

2. АJiекоеев К.Б.' Бебенин r.r. 1правлениеt КООШ1Ч60КИШI 

летательншm апnаратами, Из д. "Машиностроение", !964. 
. 3. Cliatlwfj М.J..._, L~ L.G . tlftt;tudL Шriwt о/ а..~ 
v~ &r; а..· 6~ .!leJц.uza lit-tit. Jlew f'a~ 
~ J /V5 J 1.!60. 

4. Раушенбах Б.В., Токарь Е.Н. Некоторые воnросы уnрав­

ления " :в меznланетнок nространстве, об. "Искусст1:1еЦ.1Ше сnутники 

ЗеiiЗlи•, АН СССР, :в~~.S, !960. 
5. Токарь Е.Н. Возмоzиые nринциnы ориентаtiiИi! ~~с ~ ;;.шчес r~о­

rо апnарата относительно вращаюЦ\ейся сист~1.rы ~сюрд а! а т, "Кос­

мические исследования•, тоы IJ, выn.3, I 966. 





15 

ЙССЛЕдОВАН~~ СЛОЖНЫХ АВТОКОЛЕБАНИИ 

КОСМТilЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

ГАУШУС Э.В. 
Институ~ автоматики и телемеханики 

UОСКВА. СССР 

Специфической особенностью движения :в xocJJюce· является 

nр:актически полвое отсутст:вие демпф~tрующих сил, :в силу чеrо 

свободное двиzение хосмическоrо аnпарата ок~ло центра ма~с 

носит в осиовном z:онсервативный ~рактер. На ко~с~ический 

аnпарат поиШlо управляющих иоменто:в, создаваемы·х активной 

системой управления, действуют сра:внител:ьно малые возмущаю­

щие моменты, которые оказывают теu не менее существенное 

влиявие на движение косиичес .коrо аппарата. 

При действии возмущающих иоменто:в космический апnарат 

совершает обычно с ложвые несимметричньrе автокол:е6ания. 

Эти обстонтельсnа наряду с жесткики требоваю-tЯми мини­

uизации расхода ра6очеrо тела системы уnравления при:во~т к 

веобходиыости точноrо и cтpororo исследования стационарных _ 
хвижений космическоrо аппарата, что зачастую исключает воэыож~ 
ность прииенения приближенных методов исследования . 

Наиболее зффекти:внык методом иссnедове. ·1!Я дипаtппш в: ос­

кическоrо аппарата я:вляется uетод точечных oтo6:ь,.llii ~;;~ - ; ~ А1 · ~ : , .:::. 

Следует отметить, что необходимость учета основных неиде -
альностей Сliстемы управления даже в nроо_тейmем случае плос­

ких колебаний приводит к автоноынw динамиче·скиu системам 

с uноrолиствой фазовой плоскостью. 

· В таких системах _ыоrут иметь место сложные периодичес­

nе ДЕuеная, которым на фазовой nлоскости соот:вет:а:тву· 1' _ 

киоrократво пересекающиеся за~нутые траектории. 

Теоретические вопросы исследования сложных пер~tодичес­
ких движений рассмотрены в (3) • 

Ниже рассматриваются плоские коле6а.ния ко~смичес коrо 
аnпарата около центра масс, т.е. nреддолаrае~ся, что урав­

вевие, описываю~ее движение относи~ельво одной :из ero осей 
инерции имеет вц: 

d'l.\V 
.. J ~ ·= ~ (U.)~t!f -м & ' J) 
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r де :J - моыенж инерции , 
МУ ,М,- управляющий и эозкущающий моменжы соответственно, 
~ - уr·ол отклонения · от заданного наnравления, 

3! ( и,) - управляющая функция. 

Систеиа. управления формирует УJiрав.пяющий сиrнм U =т 'ff ~ 11tp . 
Уnравляющая функция им~ет вид релейной характеристики с зо­

ной нечувствителъвости 2а- · и пространственны·м заnаздыванием .5 
Пр·едnолаrается, что воз~~УЩЗ.ющий момент является постоянным . 

no величине и наnравлению •. Заменой nеременных система (I) 
может быть приведена к виду: 

' 
~~ :: ЭЦ6)f- ~ р , 

~ = l , ~= 'lSr.. ~ \:1, 

г де 't - rn,7~61 t , ~ = а.~ 5 lf' , б ~ а.~ Ь u, , 

t} '<; Mm'LCa-+o) s- 5 [L..n,5s.~ 1-i 
J rv 6 'L ' - ёi"+О ' F - м m,t(Q.~ Ы · 

Построение точечного nреобраэования . 

( '2.,) 

вЫберем :в качестве отрезка без контакт1а кРа.й I-ro зшста 
фазовой плоскости: и nостроим nреобразо:вание этой прямой ( L ) 
в сеdя. В качестве координаты это~ n,ямой будем исnользоважь 

х с~- tPs. 
Существует несколько тиnов фазовых траекторий,осущесжэ~ю 

щих жочечвое преобраэовавие Т прямо~· L :в себя (рис. 1! I) и 
следовательно, функция nоследо:вания 5-<:t) э!roro nреобразования 

имеет разрывы I-ro рода. 
Легко убедиться, что для нахождения nериоди~ескИх движе­

н ий достаточно рассмотреть только две ветви этой функции, оп­

ределяеыые фаzо:выми траекторияl.ffi А и В (рис.. I). 
Функции соответствия для траектории А имеют вид: 

Bt:c) =- VQ (3) 
~-----.--. 

lt (~) .-- .Q + ~(:r + Q)'L ~ '2.Q- q. ' 
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а для траектории В: 

а. \:t '. - fiТ=E' 

V (:r) =- ~'"2 -~(x-..Q 700 + •2sr:-Q, (4) 

~ ('I) - - ~т 'l. ~Е , 
U lX) = - Q + ~,_(_:t_+_Q_)-::-2-+_<l)_Q ___ g_:::-., , 

r;це Е - Р (i - s) ~ Q. • 7..Р 5 . 

В дальнейiiiем Рее исследовани~ будеи nрсвс;щить • пo.paue~-

Q .,., , 1 ·L 
рах , с. и н • ·Q . 

Обозначш.! лреобраэо:вания, оnределяемые .траек·ториями А n Б 
через Т~ и Trz_ и ФJ'1ШЦИ~1 nоследованnя этих nреобраэований. 

через ~ ("") и ~(Х) соответственно: 

~ (:t) .. U [8C:r)J 
~ er.) ~ 'U[~[V [~(:;)J11. . 

Таким о бра зоы, функr:~ '-1 nоследо:вания 5 (!) 
об}Хi -:, ОБаьия имеет вид: 

t( Д np:.~ Х <-{Е 
~~) = .~ 

~ (I) npu :t > \ t:. 

(5) 

точеtn ого npe -

( 6) 

Исследуек сначат!В. динаuюtу ре.сс l!.а!'риваемой системы (2) 
при очень больших уnра:зля1:эщих момен·тах, nоложmз для этрrо Н=О . :. 
При Н=О функции сооi•:ветст:вv.LЯ LL (-:t) > \' (Х) сущес'lвенно ~~'D:I?9 ;,,a -
ются и прrню.тют следующ•~!~ вид : 

и .(:t) = j + J:, 

v l:r) -= j - J: . 
При ЭТОl'. ФУRКЦiШ nоследовавиs ~l!.) и r ;~:) Jlloryт 

заnисаm ~ :вид.: 

быть 

( 7) 

Множеq~во :возможных лериодичес R7.X движен~й динамической 

системы (2) оnре)tед.яетсн с -:·:вокупнос~ью неподвижных точе~ 

(n~~C~!l!~ tt кратных) точечtюrо преобразо:вания Т. 

~ра~~ые н.~nор~t~ные точки преоб~азоЕаниff Т находятся 

как n;)oc:rыe неnодвижные тоt;ю~ nреобразо:вани!1, nредставляющих 
ссбо!! эс.е:воэыо~ные nоследовательнос7и иреобразований Т~ 1~ T\f 

(8) 



18 

Рас смотр~ сначат..а лреобраао.ваюнr 1нта: . 
9) 

""'~· ·,· т тf\.·, --:• · ~ rt. • 

Нз..хождев:ио nе иv~одr·tческих движеrш~ . 

Точечное прео6разовани~ Т~ не имеет неподв~~iшх точек, 

ибо nри лю6оu Е ·) О ~ t i') {. :r . 
Преобразо-вание Т~ r.ме!ЗТ ещшствеtшую простую неnодвиж-

точку : 
~ 1 Q) 

х*: i \.- · (IO) 

Это точ1~а устойчи:ва nри лхJ6ых значениях napaмc·rpoE, ибо 

ее характеристический корень 

.J\ = -~.-5.1 = .:_~ (t1) 
Lt-~l ·;x:: ... :r.. i- \:.\ 

не пре:восходит по · ю.дуJIЮ единицы. 

Биr.~ урi{ация :неподвижной точк~t хм.· может' иметь место только 

np·t пер~ ходе через ГJXliН1U.Y рэ.зрюза nреобразо:ванин Т, т .е .при . 

. ,' {J - Q) ~ {Е . 

Тш·:шt. обра зоu при ') 1- .Jt точечное nреоdразова~iие Т 
И'.fее т едvшственную устойчивую пр с тую неnодв~t4н~ю точку, а 

. ри Q .:... 1- ... {Е nреобразование Т не имеет· nростых неподвижных 
точек. 

ПредельниИ цикл, --ОО""ветс-т:?ующий непод1нtжнон точ.r:е (IO) 
изображен г.~ рис .3. 

т 
, 11.- 1 

Д;: я ·v. :.: ог денип не под:вИА!НZIХ точек г.реобразr)ваи~.й Пn. ~. ~ l 11 

Gy; .. '-::.i ~·,ccJ~cr_oJ;aтъ функции n оследования: этих nреобраэо~аний 

~ (Х) ·- r; L' ~ 1 ::!:)] n. ~ r.-1 ..., , 
(I2) 

? _
1
C..t) ест ь <n - 1~ :а иrерщш функции tz. C:t). 

Ilос :~олы<: преобр.аэовани·е Ttz не имее~ неnодiншных т чек, 
-; оста·" о ш о ра сс~.~от~ть .-,р~образоваuие n,. :в интерв!Ulе -fE' "t [Е). 

c-ro r_ З B 'J JI. lf. T, пnс .. ютря на раэр:rзностъ rтреобрзэ·о11авая Т исnоnьзо:вать 
;1 "- i·:OTOp!JC I'COp :ЪI piЗ.OOTI:l t~.. t С( ОрuулироваВНЫе ДЛЯ веnрерЫВ 
:-! l.lX п:,ео6р-з.:зова.н·I й • 

. Расс:.ютр .ы основнuе с:в·ойст:ва nреобраЗС)Ваниt! n~ и фунх -
·:::: I .<J Сjt~ дованин ~ n. c:r). 
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Функция ftt \Х~ четиа в силу чехн.ости фующи•~ t, c.:r·.', 
Функция nосле.цования ~rv (:C i им~ет едивственныll максиыУJ.i 

в точке I =о 
Про и звадная фующ1Н! 1· !'\< ( ;r ) имее r IЩХ :: 

~ ~rvl~- ::. ~~ ~- г; d, ~ [~. \~)1 ( . 
ct.. :r.. а,х irt tv !. ... . , '1.. ~ ~IЭ) 

( Q, .nдС) о~ 
И ЛВЛЯе tC Я MOJiO'I'OHHO -у0Ы5-3.ЮЩS~ функцией \rf:t---· <. J) • 

ВРподвижвые точки г.ре о6ра~ова.iШ.Р. П 1\f на:ко.длтся из 

уравнени il: 

к. ! '1')- 7' ,_!'\ 
.J 1'\t ~"" .;." - u . 

(I4) 

Из nредЫдущего Сl!е.дует,чтr. э:rо уравнение имеет не бо­

лее двух ,ь.ейс !Bi1 т лънЬ~Х ''орнеi'., !'.е. лреобраэова.ние П ~ 

иveer не балеv дBJ')i. яеподвижных точек. 

&цача ПаХОУ..,деНИЛ ИfН!СДБИЖRЫХ ТОЧеК nреоСiраЗОВ3.RИЙ П ,~. 
тесно связана с мсследова. ~и за.вt,симос:rи этих Itрео6разо.м.-· 

!tй2 от nарёШ.етров Q ~1 
Буден nроводить зто иссле r овапие из:иевяя. (1 при фюt-

сированно:ш Е • ~увкцiя n ~следования ~n.Cx Е Q) ЯЕJИ!етсs; 
КОПОТСо!Шо-у6ыва.ющеЯ no napa.Y:e:rpy Q ( ~~:~ 1.. 0)'. ' 

\0\.;" 

Для иссJtедования .,.очечных nреобрг.эований П :::Т т !\·"i ·· 
' -r ·i .... -1 11 .,... Je, 1 z. 

введем преоора,зования 1 ~ и 1 2 , оорат:вые fCJ отношению к 

nреобра.ЗОВS.НИЯМ Т~ \-1 Т 'Z , И фуНIЩИИ, 06pa'l'f.ШE~ ф)"ВКЦИЯМ 
l, lX> и ~ \~) • Будеu обозначать их через ·~~'Х) и ~ \;r). 

Заме тю!, что, вообще говоря, эти Ф~'нкции не однозначны, но в 

д~ьвейше11 nотребуются то.11ъко их положи телыш:е 1ае:rви: 

Е ею> - 'fu- :r:) ~- G. 
., -~ (X)'·,-~1-_ {\~-if~t.', (I5) 

Оч~видво,чта r~ а итерация q ующюi ij (:t) ~!Wляется 
о бра.тnой no otн~mes:~:ю 1t ry, f! итера.цю~ функции 12.. cr.. 
Ое5рахная · функцм я 2 (.~-.1 tl не i'~ те рации м:оrут быт:ь зыра:;:ены 

через n:pm.rыe r..neд:'f'l'JЩIOl об:раэом: · 

Q~(:r:) = 1 - !211• (1- Х) (Iб) 
п-1 т-(~- ~'''"?'-1 

Функция nоследования nреобразов~ия ! 1"' .... ~ 1 ~ 
ии:еет в~д: I • · ~ ·l· -=; r -~ 'J J'n. l...;} = ... t n. .. i., .;.:; , • 

:tацое из преооразований nn­
.roc '!·a:roчнo ыалых зпачевия.х naps.ueтpa. 

(I7) 
оn ре .де лен о холыtо nри 

а 
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Прв значени ях Q > (1- fЁ ; "' для Jmбoro :t Е (-1~. + {Е ) 
~\;:t) Е(-{Ё. ~ iE) и ,следовательно преобраз:ования Г\"' ·и 
ф;piВ:Цfll/1 1".Ct) ве оnределены за исключением nреоОраэования 
nt с фув-щве.R nоследования ; \.1-) 

IIpи (l = {J- fE? в точке ;r .. О роцаеmпреобразо-
ваиvе П.,. с функцией последования ~rz.(X) = ~ L~ (:t )} . 

При даJiьиейшеu уuеньшении Q функции ~ lr) и ~ .. l:t/ 
увелиqаваnтся, причем область оnределения последнеи расmи-

ряетса. D VО}rент, когда f 7.. (О)= {Е в точке .I ." о ро:цает-
сz преG6раэование П :; с фующией последования ~~а)= ~ t7 [.; (l:)JJ 

• ·т • .д. 
Стсnда сле.дует,что nри изыенении па.раыетров д l!.я лпбоrо 

преоСSразова.чия П"" 11огут иметь место сле,цуrщ,;·t t: Оифурка-
~оввые мсtrенты изменения его ~апологии: 

~~вr А~ , соответствующий ро~екwю преобразования П ~ . 
&!n.Jfg!!fy . в"'- ' соответствующи й ро?".декию неnодвижных 

точек преобра.зования Г1h. . 
r!сшевт . cl't. ' соответствующи й исqезновеиию S!eньme tt непод-

вижнои точ ки nри nереходе через границу 

разрывr: nреоОра.зования Пп.. 

~>fG!reR~ Dn. , соответствующий расm'i~нию области опреде-
ления прео6разования П n. до интервала 
(-{Е' , + {Е ) .-nри этоu исчезнет. балыпая 
неподвижиал точка преобразования П n.- t . 

Lfшe:m:r F.,. , соответствующий достиже :нv.l) функций nоследо-
вания ~n. сх> заа.чения {Е • При зтом 
рождается nреобразование П h.• , 

rrm>Lee:~ Hl!\. ,соответствующи ~ исчезновению большей не-
подвижная точки nреоора.зовави я П,... при 

переходе· Через rравицу раЭ.Рьt.ва х ... + 1Ё . 
З'r.lм иоuеаты проилJIЮс трирозаны ва рис.& .. 
7:рав-невия бифуркац t1 оннюс кривых,соо~.веtс·tвую•их пере­

~, с. ;r mrut.f ио.иеитаи,моt"'у~аnисаиы в Jt.Эном ви,Jtе эа acsaчe-
PJи:e ... f r.p~r.вor: Bn. , которая lfожет быn nолучена вз cиcrew: 

r 
ftt (Т} - Х =С 

L~ - 1 :z о . 
(I8) 

Е Jl.~;уркациоинuе кривые оста~ьпых моментов имеют вид: 

ft. 
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с 
IМ. 

J rl ~ (Q) l - f( 
~ n.-t ... • (I9) 

r r ~ ( fe )lJ= ';r; lfl.-1 ,_с. . ,~.. . ..... . 

Эти уразнения могут быть разрешены относительно пара­
с 

метра ~следуюп~u разом:: 

n _ r1· _-::. (,Гf )~ '1. 
uд"'- ~.. 'l n.-1. ,._ l. 

'lc"' ~ [1 - ~"·) ·IE)] '1 - (i - ~ 1 +Е'~ 
Q]h. = r~ - 11 rn=- ),'1.- с 

-· ... n..-1-' ·- IJ h-' 

(20) 

G.t'rw ~ Li - ~~- ('{С)} 2, 
" ~;о.= [1 - ~ ,·н~fЕ:' )] ~- t . 

Из расскотрения этих кривых следуеж,что бифуркя_цион-

sые l{смепты А." .. . .. Hr. наступают в перечислею1с1й выше nо­
сле;tо.ватедЫiОС ти. 

С.rrед.ует опетитъ важный фз.кт С;о вnадени.я Уоментов А "" i1 F ~ 1 ~ 
а тапе D ~.. ;,j Н ~-~ • 

Отсюда следует,что · .одновременно существует' не более 

JtBJX преобразований Г"' , т .е. одновременно' с непо.д.в~t:I-
иш.rn точкг.~m кратности n, uoryт существоваtь только точки 

JШОо (n+i)~ либо n.- {)~ крат.ностея • . 
Из вида Оифуркационных кр~ вых с ледует такiе,ч~о для 

.rmOoro tt.. !tривые А~ ... Н n. существуют в облас rи fl >о тал~-
ко_ ~рн достаточно Jtалых значенИях Е ,и nри ст~емлениз 
Е~ е n. -- -

С~едова:едDио,nри различных значениях n~ранетров сис­

!емы могут с~rществоваtь nериодические .ц:аиzевия любой с.ло.:-r:но­
Сf8 (иепожвианме точки любой краrвости от I до со . ). 

Иссле&овавве устойчивости сло~ннх nериодических 

.цвихекиf.t. 

Эъае быJtи рассмотрены бифурР'..ации точечных преоОразова­

ИII П~ , связанные С существованием СЛО7К~Х nериодических 
J(вихевиR. Пере:tде~а хеперь к и ле,цовани.: Оифурю:щиt ус ·rо йqи­

' вости этих движений . Устойч.явосrь веnодвижвой Т()ЧКИ 

nреойразования Пп. оnределяет~~ я значением nроизво.дgой фун~-

ции ПОСд8ДtiЭ8.ПИ Я r n. 1:) '.В 'ЭТ o1t !'ОЧКе r.~] • .Буд~ ! RаЗЫ В.': !Ь 



Э!'~~ . ~ел~ч: илу характер~с"'иЧе"rtим ~~)рнем и ооо2начать че рез 

J~~n. •. Производная: функmн~ f .... [;;;:,) имеет ви~: 

d" tn. d: ~ · ~ n' ~1h- r . "1 
-;-:;:: ~~ l.k.), \ -;: j { t. X) 1 ( 2I) 
V/w wX. ; . .. j :" ,.; • 

ЗlufеТИЫ Зде <:Ъ 1 Ч'1'0 ypa.BB9Hl~6 iНЩQДЫ1ЖЕОЙ I~нЮ~ (I4) 
ве uожет бытъ разрешеао отвос~тq льно х 

Поэ~о11у для иссле.:п:ован·я устrу,~чивости r.скдючи:м из 

выраз:ения хара.ктерис тического корн: .я па""хш.е !р Q ~j будеи 

исnользовать В)fесто не го к.оординат·~· е:еnодвшmсй точки ·; • 
После nреобразоrаннй ха.ракте рист.иче сt:~ й коренъ wuxeт 

бы.ть nредс тавлев в следующем виде : 
G !'\- ~ t i. . \ t '\ , •• i 

1 .. -= - -- \ n ---·-.- _, ·/- -=-==--==;- _ j ~ ~~. 
·• A- r \ ' · 11 . ! ) 1 ~ - · , 1 1:1. -Е 1 

' v ~ \.~, . ": 1 \'i. ·.-1-ti_ - , ··. ; /J (22) 

Пол~:енная формула удобна для nостроеnия 6ифуркацион-

tJЫX граНИ"Ц О r. 

Харахтеристическиn корень :. ,.~ является конотоапt!й 

фуя:t:циеи nараметра С, и ,следовате.лъно, принимает эв:стр"'­

· !аЛLные значения Х na rрающах оолв.сти "з1iевени_я: v • 

В м-омег!!' Ъ ~ роцаетсл nолу:"Стойч111ва.я неподвихпая точка 

(nри э~ ам k,..::-~4 ) ,которая затем расщеnляется на две, 
причем ыенъr:.1ая 11э L~их неуот ойчrr во_ (€е харахтеристический 

корень .?t.. r~ >1 ) • 
Ха.р9.ктеристечесю'й корень большей веподвижпой точм 

умеnьr!lается nри у-.м:енъшении napaueтp~ Q. 

Интервал и зм.едеuтя Q оrрг..~шчев значением Q :· о, 

сде.дователъя о ,координата С tlrраничена значевиек С:::: Се, 

соот.ве~с'!::S):'!\ЩИ:М звачению G. ~о 
О~ределим зпачение lt. r~- в точке С:~ о • 

При · G. ~- а уравнение неnодвииво« tочки (!4) voxet 
Ы1''k1 ра.эреmепс о'Inосителъно С 

~ t. ~ r:. =- z к "i· ~ ·, 

9MI (\, :;. 2 IIL 
( 23) 

Подставляя (23) в (22) после nреобразовапий кохво nолу-

( 24)_ 
Это ознаt!ае! 7 ttro nри zзыевею1и nара:ме!ров .tl. ;.,; Е. 

- n~~ 
п одви~ные точки точе . яых nреоОразований \l .. : 1 t т r. 

' .... ~ 
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роцаются и ис-чез~тJ не изменяя свое! усrо~чив~асхи. При 

эток uеяыпая: tочка :э~еrда неус ·нн~чива, а. 6олъmа.г-всег.ца 

устоичива.. 

О с;у"Щес :r'Зовании "ц·пуrих тиnов nещ1одичf~сю1х 

движапий. 

BЬI!!Ie были и~следованы сложные !Iериодичгс . и е двихеuиаф 

соответствующие Н'!]Ло.двилн:ым точка.м: пре образован~й f\,;.,., Т::. т;·•. 

Полученные резу ~-отаtы позволяют перейти х воnр~зс J · n суще­
ствовани~ других тиnов периодичес~их движений 

Разобъем все воз:мо:zн~е nоследователыtости (8) точечных 
nреобразований Tt и т~ Ra следующие хлаС(;!i: 

I -- п~образова.ниа П:",., Т~ T~l\-~; 
П - nреобразозани я,со.де р~е.щие в качестве соuпо:ir.ителя 

где }t > 1 -, 

ill - nрt-1О0раЗОВаПИ Я :tСОдержащие rpynny · СОМПО~И!еJ11ей ·. Т~ Т~ Т~ т;·1 (n г n· ) 
1 

t\ ' 

IY - · nреобразования (Т!. 1~·"\·') · ,ltpa.тпue nрео,~разG:ванияы 
!-го класса. 

Преобразовавия I-ro ~лэ.ссе. · бнли рассиотрены aШJJe. 

!!ре обраЗования П-rо классd. не существую-: Ja силу тot't\, --
что nроизводнал фупiЩии после,цоаания ~ .. \:r> по модулю не 

nревосходиr единицы. 

Прео6ра.зоваяия m-ro класса для \n -m.l >i пе су-
щее твуюt :в силу совnадени я бифуркащнt At 1-1 Fr..: ,а rг.кхе 

Dl\. 1.1 Н n~• • Рассмотрим n~-еобrllзование . Т~ Т~-~ ~~ Т~ ,·; . 
·EcrJ! nаrе.:метры Q и Е таковы,что преоб~.эоЕан-ия Т~ т.~ и 
Т~ TV.i\. СущеСТВуюТ ОДНОБреКеRНО,ТО nервое ИЗ Ю!Х опредеде-
ПО в zвтерва.ле ( -·~ , + v ) , а второе - в интервале 
(- f5, .У) и (+~, .. i"Ё), rде v "'"!. L~~_,(fE:J1. 
Длл -.. уществования nрео6разования т~, т~"1 т~ т~ несбходино 
сJrще i..;: вовапие в интервале (-t ~, -t {Е) таких точек, которые 
лреоtеразовавие'• '~"'t. T~"t-J ' ) ') v .. 11,_ ~ nepe водя:rся в ин:rе рвал 1..- У ... v 
Заыетин,ч:rо для любых Q 1-1 Е в рассматриваемых сбластях 
аыnолняе:ся нераввнство: 

~1'\ [ Sh. (fE)"_ ~{Е , nричем ра.ВеНС!ВО !Шее: uесто 
!OJIЬKO На бифуркадИОННОЙ ГраНИЦе Н~ 

Ожсюда. в сv.т1у uонотоннос:rи функциf! -5 "' ~ .r) в интервале 



· v, .... rr 1 

с.r.едовате ... ч-!о, пре обра.зоваt-!tНi ви.д9. ...... ; т т;- ~ ~~ пе су-

·· ес тRую т. 

Ра.ссмо т.р}м cyr:;e C1'BO ание .двкратных :неподви жных точек 

nре!!dразоваю~n П rv • :З тора.я итера.ц~я ф ·нкции nос ледова-

ния 1. -. , ':!.. ·~ является Ч€'Ч:tой функurн~й. Iше!'щией не ('l олее 

трех экс треuумоь r :Х.-=- С.\ ~ корни функции .P" ('!: i). 

B!:lille был о nor.a:-:aRo,чт o характеристичесю! й кор~gь .-:trt, 
не nревосходит едиНИ i!.Ы no модулю. Отс:юд~~ с уче то:м нer....a.вe :a-

rr г=- ~ . !'( -
ства - 1-\.. ... "- ( .,.с:;; _~ J ~ -...; S: ~ледует,ч:rо nрео·JраэоЕ-'::Lние- 1 !"' 

было воооше не r.~мее т двукратных тo'-i eJ~, тн5о v. :.~ ё; ет четкое 

число двукр3. !НЫХ ~иклов. С другой стороны qункция 4 .. ~. ['t"- '-~.:j 
и:мее~ не более одн ой точки fiepP- rйбa., а .1!)1~ существова.ниа 

;;.вукра.тных диRл ов их дсгlЖно быть я-е I!енее трех •. 
f}.r.едовате ль.ва, пр~осра~о вание \\ ..". не иы~ет двукратных 

ц v. клов, откуда .на основаю~и теоремы 4- С ~j nрихс.дим 1t 

вывод~, что сна не имы;т и циttлов более высоких кратностей. 

Таким о еiразом, uножестзо возмоюн.u. г.ерио~ 1 ческих дви­

жений .дv. наи•~ческой сие тем 1 (2) ~' счергшвается ная.деннюm 
..: n "i - n-( неnодви ~ныыи т ·очками точечных nреоuре.з_оэа}Ш й ,. ... .-= ~ ~ 1'? 

В ЗG.ВI~С Ю.!ос'ти ot эна-;:;ени~ nap&te:~p~~ :;;:· v. ·" диааwи-
··е ска.я си с!ема Уа:!е ·т v. 1•етъ ли6с сцин -,лиСSр - ~ва ~тойчивых nре­
де льных цикла (соседнi-1;: . ho велича~;.а:е кратности). Кратность 

неподви :r:ны.х -rочек }loжe-r Р эависюlос ти от nараметров nрини-

мать .rJ:бне аначения от I 2;0 -С>С • т.е. в сис~е~е (2 _, ыо-
-

г .. ' '! иметь место сколь :··годно о ложные ле _:.JН>дически~ ~в~ жени я. 

Области существования и устойчявос ·!!-и сложных nериодич~ских 

дв~жени й nредставлены ва r:и фу-ркациов:ной .д~~arpa.wte рис~ б . 

Слеr.ует отiеетить,ч~~ знг.t;ение Q..-.. L n.вляется: бифу:;r-
каnионюш .. Дейс твительно npv. Gl~O ф)rнкц~а -; (;:r_ ) ,., 1-:t: 

и ф,J-н~:д ия nос..r:е;::ова.ния преобра.зова.Еия Пn. '1-~ve-e~ вид-: 

~;. ~~. ('I. ~ ., !?1" --\ ( 1- ::t ) 

ВТ Сi ра.Я итераци я Э'l'О Й фyRIЩ!iiИ 

:f •. r; , 'V \ .. J, ., h r • _ '- !- ""'. ,-J . 
• • \f _-т-~ .. ""'- ~ ~.., .. ~ L ~ ' ft"\- '\\ 1 ....,. , , 

исnользуя (Iб), ~сжет dыть заnисана так 

у r J . .,_-J . Гi: - i ..._.. 
-..nL't!'l (~ , .:. ? ~·н L't rн -:I'.)J =-

- С\ !""1 " . ,. ""'!"' 1"1- i ,_,7. ': . е;:.о?ателъно, то~~ечное npe o рг.зо:::ание : , , = ; , 'i 
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OJiseтcs при Q = О то:цествеiПIШ!. 
Это означает,что при Q,., О из устоичивс)й n,-Itpat-

иoя яеnодвижной tочхи преобразоваиия Т ро%Дается кои­
тивуальяое кяожество веподви:mъа точех кра.т.Р. ст11 1.rv 
Подробно эtот случай расскотрев в (4). 

Об исследовании зависимости от Н . 

Выше была расехотрева дивакичеекая систЕtка -(2) nри 
Н: О .При значениях Н , ,отличных от иу.ля ~цача сущее~ 

вевно усложвяе'fСя. Позrоvу ве проводя nап"ого и строго~о 

иссле~ования,привеJем только основвые хач ~~твеввые резуль­

таты. 

Легко закетить,~tо при увеличении nараметра Н функ­

ция nоследовавия 2 Ct) увеличивается и при достаточно 

больших значениях Н имеет место нера.вевство 2(fE')) О . 

Отсю,ца сле,Jtует,что в эток случае схема бифурищий An. .... Н"' 
уже пе имеет места, ибо в момент рождения преобразовакия П"' 

в точrtе :t =о значение функции nоследованил 5 ~~, {Х) =~({Е)> о. 

Отсю.в;а следует,что преобразование n 1'11 ИUE,er не более 
о.цноИ не подвижной rочки ,причем эта tочка в МО)tент ее роце­

вия ва гранИце области определения nреобразовапия П"' не- ·· 
устоttчива,ибо ее харахтеристическиtt корень в Jlfомент роце­

нr.я равен - оо. 

При дальнейшем изменении nараметров харак~еристичес-

кwЯ корень увеличивается и достигает значения Лn. = -1. 
П.ри Э'IOU в момент бифур~ии устойчивости веnо,JJtвижноn точки 
nреобра.зования пh. в этой tочке роцаетt~не: устойчивый 
.ДВ)1Кр8.ТНЫЙ ЦИКЛ nреобразоgаВ'И'J Пп, , t.e. неnодВИПЪiе ТОЧ-
КИ nреобраЗОБаНИЯ П~"" (Т~ т ·~"}11 

, затеу ЭТОt пе-
уСТОАЧИВ:ЫЙ двукратный цикл: увеличивается и исчезает nри пе-

рехо.в;е через границу р:s.зр:ыва Х = {Е • При .цальне!!шек изwе-
яении nараые~ров устойчивая неnодвихная точка nреобразова-

ви.я П n- также увеличивается и 11счезает nри nереходе 
через границу разрыва прео6разования . T(:t ={Е) • Такик 
образом nротекает npoцecu рождения и исчезновения неnодвиж-

ных точек nреобразований n n, при достаточно больших зна-

чениях Н 
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Сле~ует отметить T8XZiЧTO в о~яичие от случав Н~О 

преобразоваиие Т'? имеет при достаточно больших значе-

ниях Н неподвижные точки. При некоторых значениях пара-

Jiетров фунхция ? С~) :касается биссектрисы :в:оо~ина:rао-

rо угла. При зток имеет кес:rо весьма веобычвая бифуркация: 

рождение простого периодического ~виzени я (иеnодвиzвых rо­

че:в: преобразо~ния i 17 ) вз беси:с»вечво слоzноrо ( бесitо­
вечво кратные неподвипые . :rочки nрес»бразования Т · ). Эта 
бифур:в:ацвя. npoИJIJII)CTpиpoвaвa на р~ .,7. 

Тахик образокJпри увеличении параметра Н происхо­
дит ~охдение неподвиzвых точех ареобразований n~ более 
высоких кратностен по nриведеиной внме схеме. · по мере при­

блиzения Н х ileitoтopoмy звачеиию \-\.,. Ера.твос:rь не-
nодвижных точех nреобра.зования П,..., стреки:rся к бесконеч-

носtи и nри l4 ·Н~ бесховечно храtныи цикл исчезает, 

и роцаеrе я простая nолуустоячивая неnодвипая точка ареоб­

разования Т7 , котораs затек расщеnляется на две: ус:rой-

чивую и неустоичивую. При дальнейшем увеличении ~ · Ие-
устоичивая точка 11счезает nри nереходе через границу ра.з-

ры ва х:: {Е: 
2 

При достаточно болъmих, но не n .ревшпающих u значе-

ниях ~ , ареобразование 1" имеет только nростые веnв.ц-
вихные ·точки ,соответсtвующие либо преобразованию т~ ,либо 
nрео6разованию Т~ (рис .8). · При значениях Н .\%:: сис­
тема ста.новится абсолютно ·неустоячивj~tt, и.-<1о nри этоы воз­

мущающее Rоздействие лревышает ynpaBJfi ЯDщee. 
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ИССЛЕдОВАНИЕ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ ПРЕДВАРlПЕЛЬНОГО 

УСПОКОЕНИЯ ГРАВИТАЦИОННО-УСТОЙЧИВОГО СПУТНИКА 
С УЧЕТОМ ОГРАНИЧЕНИЙ ДАТЧИКОВ 

И ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ СТАБИЛИЗАТОРА 

В.И. Поnов 

( Московское высшее техническое училище им. Ба умана) 

В. Ю. Рутконский 

(Институт авт оматики и телемеханики (ТК ' 

М о с к в а 

с с с р 

. Для ориентаци~ ИС3 в I,l nредлагается сис!I~ ема грави­
тационной стабил и за ции (СГС). Чтобы пол:учить гравитационно­

устоИч! вый спут ник, к н~му nрисоединяется стабичи затор в 

виде одной или дJЗух шта нг с гругаыи на концах. 

На чальные воз1 :~ щения спутника в момент ег·о отделения 

ОТ ракеТЫ-НОСИТеЛЯ ТSКО:ВЫ, ЧТО СГС не МОЗ1€Т предотвраТИТЬ 

:в рr,.щение спутника. Для некоторых nроектов cnY'fHИK необхо­

диwо nосле его отделения - быстро усnокоить nри nомощи nас­

сивной или активной систеиы предв~рительного усnокоения 

( СПУ). 
Пассивные СПУ, как nравило, исnользуют длн создан . я 

уnравляющих моментов силовые поля2 • Активные СПУ могут 
быть построены с использованием вращающихся маховиков или 

газовых реактивных сопел 3' 4• Возможны и другие nринцилы 
построения пассивных и активн~ СПУ. · 

До момента отделения сnутника от ракеты-носителя гр· -
витационныМ ст~билизатор находится в сложенном ·состоянии . 
и · жестко связан с корп:усом сnутника. После отделения сnут~ 

ника стабилизатор нео6ходи1.11о раскрывать, что возмол:.но вьшол­

нить либо сразу nосле отделения спутника, либо после окон­

чания работ~ СПУ. 

В ·данной - р· о о-те ис~ледо:аа на щшаыш\а релейной газо­

реактивной СПУ на азавой плоскости с учетом ограничениИ 

датчик :в. Рассмотрен воnрос исполь зо.ваюtя огра ничений дат-
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чикав лри· фо рмировании нелинейных законов управленмя. Для · · · 

уме~ьшения амплитуды • автоколебаний в спу~ · имеющей релей­

ную характеристиi\у с гистереэi1СНС)Й. п~тле ,И , предлопено под­
ключа ть внутреннюю обратную связь, компенсирующую запазды­

вание. . 
В работе иэучаютсR Вращатель~ые д~ижени~ сriутни~а с 

раскрытыми штангами. Выведены уравнения плоских изгисных 

колебаний системы спутник-стасилиэато~, исследованы влия­

ни е ес т ественного и искусствеиного деыnфирования в штан­

гах и изгибные колебания системы · при работающей СПУ. 

I. Уравнения движения СПУ 
Для га шени я н~чальных возмущений, nоявившихая в мо~ 

мент отде .rен и я сn утника от ракеты--носителя, используем о.к.: 

тивп ую реле йную СПУ, уnра вляющие моменты котароИ создают-

ся га Зо выми реакти :а ными соплыаи. В качестве исходного tю­

ло &е ния, относ ительно которого должен стабилизироваться . 

сп ут.ниit, выбираем орбитальную систеыу координат 0Ж0 Ч0Zо. 
Введём в ра ссмот рение связанную систему координат O:X!:JZ , 
оси которой на правлены вдоль главных центральных осей инер- · 

ции спутника . Оси СИС'1'е мы Ож~z в заданном положе-
н ~и ра внове сия ИС3 совпадают с осями орбитальной системы 

ко о рдина т Oxo~0 Zo • Обе ._ си_~т е iJЫ имеют начало в центре 
:Ja cc спутl!ика О • Изве~тно, ·что nоложение осей Oж:JZ 
от нос V: т ельно · Охо :Jo Z 0 определяе.тся заданиеu трех 
н·езазис и 1шх углон .:1 -угла тангаУ..а, 'f/ - угла рыскания 

и 'f'- углD. кре на • 
• ри ра ссм о'l' рен~ и д:ви Аения спу ·rника вокр~г центра масс 

зо в f; eLI Я рtЗ<5 отающеА СПУ всеш и возм ;ущающиыи ио~ентаии 6удек 

прене6 ре rатъ в аиду и~ иалости по сра внению с управляющиыи 

. ·о : .: ~ нт& :iИ . Ура :а неиия д.аиж~ния сn:;тпика отиосите1tьно центра 

~1в сс в с в п за нно И системе координаr имеют о6ьuсновевиую фор­

му динами чзс1шх ура внений Ы1лера. 

З общем рлучае уnравляющий момент, · действующий на спу1-

юш , ЗD В :1 СИТ ОТ :JГЛОВ f' , '#' t . " , ОТ nроеКЦИЙ 8бСОЛЮ,!­
НО ~( :н' лозой ско рост и вращения на связанные оси "'.а , c..JI, 

Wz и в реы ен:! t , т.е. 
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м - м t r, ~ v~ t..U~, tr.J1 , CI.Jz.. -ь) 

Таким образом, три динамических уравнениs Эйлера свя­

ЗЫ13ают шесть не зависимых функЦий: ~ .ЧJ, 'IJ', VJ~ ,, t.AJ:f" VJz . 
Для того, чтобы сделать задачу определенной, нужно по­

лучить ещё три уравнения с помощью кинематических уравне­

ний Эйлера, устанавливающих сDязь между Wx. ,, u.J1 , Wz, 
уrлаuи r ' ЧJ ' J . и орбитальной скорост: ю '-'Jo . • 

Так как нами рассматривается кратiСо.времеnно работаю­

щая СПУ с достаточно большиыи управляющими мо~ан!а~и при 

малых уrло.вых скоростях c.v~ , t.AJ:f C.Uz. и угловых 

отклонешtях спутника, то динамические и кинема'l~ические урав­

нения Эйлера упрощаются. Линеаризация этих уравнений . приво­

дит, к·ак известно, к ·разделению динамических уравнений Эй­

лера на три независиыых уравнения второго nорядка· . 

~ж- -м, (I) 

rде :f - момент инерции относительно интересующей нас 
оси, 

~ - угловое . отклонение спутника, 

r-1 - управляющий момент. 
В данной работе излагаются резуль ·rа'l'Ы исследования. ди­

иаt4ИКИ СПУ на осно.ве ура:в·нения (I). 
Рассмотрю111 уравнения движения СПУ~ 06 'Ь единяем релейные 

. .r.арактеристики выходного каскада безыtхерционного усилителя 
и электроnневмоклапана (ЭШ<) :в одну нели~ейную функцию ф'С(б), 
содержащую с~.лмарное заnаздывание peryJtЯ1'opa· ?; • Эквива-

. лентпая релейная характерисrика Ф (et) может ю4еть зо-
ву веqувствительности и~и гистереэисну» · петлю~ Арr~ментом 
функции Ф (6') cлyrillT выходное наnряаение с ~ивейного 
каскада усилителя. Усилитель считаем ИАеельным. 

В характеристиках датчиков· учтем ·о.rраничения. 

Если на усилитель поступает сигнал обратной связи 

I<~Sgn ф(6), комnенсирующий заnаз~wвакие регулятора, то 
уравнение для входней координаты релейноh характеристики 

можно записать в следJ~Qем виде 
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-

о-. к1 s>•(X)+K2. ~2 (X)~t-к~s9nф{f5), 
где к. , К2 • KJ - nостоянные коэффиuиенты . S t (Ж) 
с . гна. ~ с датчика J .Ла , Sa с&:) - сигнал с дг тчы\а уг­
лов ·: с орости . 

равнения для. ~t (Х) 

Хое.р 
х 

-Xo'f 

. { ~ s (:С.)= х, 
2 • 

• - :X,O'f 

при 

· nри 

nри 

nри 

·при 

при 

и имеют вид 

Х, >Xo'lft ~ 
}XI~Xoy) 

X<::.-Xov~ 

х. > .х. O'f • 
)Ж.' .. X,Oif" . . 
.Х <-Жо'Р, 

где ~о;р , JC~ - величина ограни чения соответственно no 
ко д нат е и е ё скорости. 

щий 

Регулирующим воЭдейс твиек :в системе является уn равляю­

моме .н т . Если полагать, что nри включен·ш и отключении 

эп : т я а сопла на ра с тает и спада ет мгновенно и не учитывать 

~. pdнcno тн е . запа а~ывг.ние, то уравнение для управляющего 

омента моЕн о заnисат ь ;;з :виде 

м= м",&.& ФС6') ~ 

где ~т~- максимальный моыент, созд · ваемый соnлом . 
Дви · ение одного канала СПУ :в упрощенном виде с учет ом 

заnаздывания мо -е т быть оnисано системой уравнениИ : 

~---с .. 
' S. Ф-rl6)= Ф[6'lt:-7:J], 

(;' = Kt ~.tX)+Ka ~а (Ж,)+К3Stвt1Ф{6), 
(2) 

{ 

h'\, nри 
q>(6') = О nри 

-tn.. n ри 

vдесь введены обознаЧения: ~ - ве~~чина регулирую­
щего воэде ·. ствия; ~ - упра вляющая функция; m. - nо стоян­
ные по в еличин е знач ени я, при нима е ~ые реле йной хар кте nи ~ ~ и-

кой (--tn. = М,.,.а.с/-:1) , S - величина зоны нечувс_ Ь:i -
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тельнос!и регулятора, ~ - запаэдыван~е. Остальные обо­
значения приэе,цены раньше. Структурная схема СП.У, соответ­

ствующая уравнениям движения системы (2), nриве,дена на 
рис. I 

2. Исnользование ограничений датчиков для 
Формирования нелинейн~~ законов упоавлQ~и я 

Если в СПУ приuеняются датчики угла и угловой скоро­

сти, имеющие ограничения, то последние uo~o исnользовать 

для формирования нелинейнога закона управления с целью 

соэдани.d системы, близкой к оnтимальной с точки. зрения ми­

ниыуuа расхода рабочего тела или ·ы~Iнимуwа имnул:ьса тяги. 

Замет~н•, _ что для системы (2) минимальный иилуль.с тяги, не­

обходимый для гашения начальной угловой скорости ~о 
· ~ 

(Pt')"u"., = т±о ~ (3) 

rде Р ~ coпst - тяга соnел, l - nлечо 1( Р l "= М~ 
Для решения т~аэанноИ задачи изjчим фазову~ nлоскост ь 

для системы (2) при 1<э = ~ = С) • Зид ф& зовоИ п оскости 
существенно эав~сит от соотношения пара~е~ров эакона управ­

пения . 

(4) 

и ве.:ичины зоны неqувствительностu релз~~. ой функщ·f И ф(б). 
Необходимо рас~матри.вать следу.ющие сеч€. .. н fJ ла раме "" ров: 

а/. Kf Хоу -Ка ЖО'f- <.- 8.) 

б/. к.· ж..,. -ка Жоар ::а- е" 

в/. f. > К,Жоар-КаХ~ ~-Е," 
r/. /'(t Хо...,_ -Ка Хоар -. 8" 
д/ • К1 Хоч- . - KaX~'f )" t. 

Вид фазовой nлоскости, которая я ~ .. пется трехлистной 
(на листе I - ф(~ = 1 , на m1сте il .. - Ф{6) = О 
и на листеШ- Ф(f!;) = -1 ), лриведен на р·с.2а -д 
соответственно. Заыетнм, что соотношенш1 парэ. iетрон "6t' и 

nгn явля!Отся по сущест!Зу 6ифуркационны .Jи , таr{ как nри се-
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конечно малом из~енени1 любого из nараметров вид линий nе­

рек~~чения качественно меняется •. Кроме т nr o, в этих случаях 

мы встречаемся с новым интересным фактом, когда "линии" пе­

реключения на некоторых участках nерестают быть действитель­

но линиями и эаю,: мают оnределенные части фазово~ плоскости 

(заштр~ ванеые ~ча стки на рис. 2б,r). 

В соответствии с (2) .,"'JИШ1И nерек.тт.ючения целиком лежат 

на лис.rе П и, следовательно , заштрихованные учи. стки также 

относят ся к листу п. 

Из рассмотрения фазовой nлоскости следует, что СПУ бу­

дет наиболее близкой к оптимальной в случае соотношения nа­

раметрсв "а", "б" и "в". Действительно, имnульс тяги nри 

ЭТОМ 

р t _ ~ ( • 2. К., X.o"f- 8 ) 
~ t :Х.о + к2. (5) 

и nри достаточно большом Кг. он .nрактически совпадает с 

минимальным его значением . 

Таким образом, используя лишь естестве.нные ограничения 

iдБ1чиков и не nрименяя никаких логических элементов, мо :r.но 

·i:Iос7роить систему, близкую к f)ЛТю&адьной no расходу рабочего 
тeJJa. 

СJiедует замети~:ь, что :1ри ЭiuM мы имеем большое Бремя 

реr~лирован и я, но, как nравило, на время рег~л~рования жест­

ких ограничений для СПУ не задается. 

Интересно сравнить no имnульсу тяги nредложенную систе­
м~ с системой, оnтимальной по б~стродействию. Легко nодсчи­

тать, что для nоследней nри ё = О 
Pt = ~ (Hff):io, (6) 

т.е. иuпульс тяrи•более Чем Б два раза nревышает минимальный. 
р~ с смотрим фазовую nлоскость для случая "в" nри 't.;. О. 

Et ви-д покаэан на рис. :>. За счет запаздывания имеются уча­
стки наложения ли стqв друг на друга. Уравнения линий nере­

ключения следующие: 

( L·· .) 
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(L2 ) {К,_-К1 "C)X+K1x.-.E,-K2 tn.'i+K,m х2 ) 

(LJ) ( Kz. -к, !')Х +К, ж~ Е.. 

( L4) Х- = -Xo"f +Ж <t' . (7) 

1 

Линии ( L ;_ ) . симметричны с ( L;,) относитез~ы:о 
начала ноординат , (., = I, 2, 3, 4. Известно, что nри ~аличi·и 

запаздывания в системе (2) будут автоколебани я nри · любоы 

соотношении параметров. Без учета автоколебаниИ импульс тя­

ги составляет: 

· Pt = i (хо+2 кiхК:-е )+2Pt' (В) 
В заключен 1 е зам ети:. , что поскольку обычно с L;ало, 

то практически следует выбирг1· ь соотнои:ение пaparJe'l·poв "а", 

так как :в случае "в" должны быть наложены жесткие огргн: ~че-· . 
ния на стабил:=,нос'l' Ь значений 1<1 , к2 , · Xor.p , Xotp 

С учетом заn~здывания, очевидно ~словие """ должно 
быть дополнено условием 

2E,>m't' ( 9) 

так как при невыполнении (9) иэо6ра1•ающш1 точн:а "п ~ о .~i~а ки ­

вгет" зонУ нечувстви-тельности и импульс тяги ре:шо .uо з ра­

стает •. 
В устаriовившемся движени3 система находитсs в автоко-

леоательном peJ!J1Me, n~и этом Ж и Ж не достигают своих 
ограничений ( 1 :x;,J < Жоt.р и 1 Ж.J <. :Ьо'f' ) . Автоко-
лебания в системе (2) при_отс~тствии о · раничений датчиков 

подробно исследованы. При иэуче.нии а:втоiсоле6<:шиi1 z.южно вос­

nользоваться р~эультата~и, nол~ченными в работе 5 · 
В заключение астановш.1ся на раооте СПJ. с ре. ~ е йно й ха ре:. к­

теристикой, имеющей гистерезисную nетлю. Доказано 6, что в 
этом сл~чае амп чи:уду автоколеuани й ыо~но умень · ить за счет 

включения об ра1• ноИ с .вязи ( к.) :;: О) , r~омпенсирую­

ще.1 запаздывание. На фа зово й nлос~~асти уменьшение а . шшiт:уды 

автоколебаний о6ъясняет6я сбли~ен~еы линий пере~~ чения. 

При почти nолпай компенсации запаздывани я регулнтор 
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приближается к идеальному, но появляются все недостатки 

такоr.·о регулятора. Регулирующи~ о.р~ан перекдючается в этоы 

случае с очень большой частотой. Частота эта может стать 

недопустимой для Данного регулятора или регулируеного объ­
екта. На высоких частотах может nроизойти срыв автоколеба­

Нх1й, а это равносильно TOM'J, что система будет работать 

без регулятора. Поэтому, если теоретически запа здыва ние 

можно полностью компенсировать, то практичесi<И это делать 

нецелесообра зно. Осуществлять коLtnенсацию надо в допустимых 

nределах . 

3. Уравнен ия упрvгих колебан ий системы 

с n ут ник-ста6иш:за1·ср 

i ри выводе лри6ли~синых уравh е н ~ А нрищательного дви ~е­

н v. я с п :~ т шша за сче т и з1 ·и6Бых iсоле u.ний с·rа6илизатора пре­

не6 регаеi ра сл ре_4еле нн о'й ма ссо А штанг и леремеl!tенияыи гру­

за неледет вие п родо.:rышх и кр '!'Иль ных Itолеоu.ни й , учитывая 

пе е :.,- еt~е ю н г ру з ов , с вяза IiHLie т -:J лько с попе , еч~Iы·ли изгиdны­

!JИ холе d ~ ни ?. :J и . Зс ем и в озt.1J':дающшt~и ыо л .,l тюли пренеб реггем 

.аnиду их .ш;rссти по сра внению с моментами o•r· н:оле6лющихся 
грузоtl и с упрСJШШ J.; л . .ш :.:о .1е н ·.::ш.1и от СПУ. Не yчи'l'Li ' ae:.i тюс­
";е .30 3 ' J~~аю;.~ ~: с, с : .. ы .~ориолисu , .... озн и·кэ. ющие в р · з~тьтате 

в зы< . .юдс : :с тr: : : я не ~ е носного и относи ·i·ельно i' о д ю:е нv.я грj'ЗОЕ 7 

Дл я с о сз.·о. влени н J'K зa !IIl ь:x !ш .. r..и ( :it;.l e p~ I; \И& :1ышх ура -
Не .Н! }' 3 С С ~.Ю~ ри :- · I< ~ : t: e i,! ;• T И Ч C;C!\J'IO CY..t i.f;J .Ц J И r.. -' !Н fl ТОJ!Ь КО ~ -О Й 
::1 т :...: : · и с гр~Jз о:,: ( pv-c . lt) . С1ита е ;v~ , чт о центр масс сист еr. ы 

,· cr:'J.,o::·. ·н "СJ Ч к е .. - ,., u I~'f :.:J IIг · и г 1 уз r.:ec т t<: o з .:: креrшены 

со ::; · · ~ с·.r· ст ~ е iшо в · 'l'OЧi\ '' У. А;, л В;. . 
i:J o ~ 1, е:. : п f b Ci [J L·-:' :, [1 С 1· · lj .~JИ З <И'О ) Ci И3-З8 де~:С ТВИН СИЛ 

~a ·. :: 'J : i :~c и лА !, . :; ха ш~ э:jr pr.; C f. ~ ь:~· .1я r -1 уз и соо6щг. ·тся началь­

нwе иро ·::uu . 6 .:~ '1' : с 1 ::ч с.. е снут н ~ ~ < 6-у e·r ~-о ·r ео:... .~.· ъся оiСоло 

~:::r. т ра ::. <.. с; , .:'),,_ ц;, : с ·п~ :· :.; i~·o :л uJ:TOLЗ , со оощ · е ·.шх е :.1у со сто­

[ 'J fШ Г f; YЗ::Jil , r: ·Jл :.; ().':'ц : ... r. пс ;: дt; f.: cт ~лe.Jt с ил упругости штанг. 

Ее ·· : : ;; ~· ~ !! '~ i, -о . : ш .· а ·1 г е ()Т tс:о!Iл тся на угол '+'i · 
о ._..е ·:э с J.: н: :.с; ~~ · .~;с . !: з т ся н г у о л 'f 

И .,,.:·: , ('\с · н Ci с е..:ь С Л J 1' Н' . r. -ст ь б :1 л ' З ' т ор представляет 

'..J ) ~~ с ! ~· · н v. к t~ " n, " "iТЫ! :> с грJ':з _:t. нs. кон ~~Сiх , то з:; мож-
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во рассматривать как . систему с "Yl+ f " степенюt :·~ ""В.., ды. 

Соответственно обобщенными координами будут ~ '#',, .· ... 'f,.,. 
В рассматри.в:)е :.юм случае уравнения Лагранжа второго 

рода имеют вид 

J ЭJе э~ 
"ФЬ ~-а~ =--м"~ 
r:L о~ ~~ 
iJE э'f.. - аш. ~-м~. i •1112, ···~., .. т, . с. 1 

(IO) 

где ~ - функция Лагра:ал:а ( :f -Т-V) , Т и V 
соответс'l' венно кин : iiiiтичес i-сая и по~енциа.пьиа..я энергия систе-

мы, M'f - уnравляющий момент СПУ, м."~ - момент от 
сил внутреннего трения в материале ~ -о~ штанги. 

Введем следующие обозначения (рис.4): ·оАа.- а..:~ 11,; B.,~t:~ 
ов~- g~ ) ~ - абсолютная скорость ;двюкения i, -го 

груза, те:= т - масса i -го груза. 

(II) 

Кинетическая энергия системы сnутник-стGбилиза т w р 

..!... •г 4 ." .t 
т .. г:1сч> +г~ т~ 

c.•f , 
(I2) 

где :fc - момент инерции сnутника. • 
Выра~ение для nоте1·циальной энергии с.. -го груза 

записыЕаем в виде 8 

V = з E;,:J;.Cf..2 {I3) 
i г t .. ., 

где Е i. = Е - модуль уnругости Юнга для штанги, ji. = 'J-
момент инерции лоnеречногр с~чения штэнги. 

Подс ~'а :s.ляя .в ыра~ения (I2) ~ (I3) в Ф:Ующию Лаграn1:а 11 

учитывая {II), nолучuм с~г~асно · (!О) д~~ференциальные урав­
нения движения рассмзтр~шаемоИ е;истеыы • 

[ :Jc + m,n,a!· + tnn. l 2 + 2 cd!:. CO.S Yi ] tf -"., 
", · • ", 2 ~-' •• (I4) 

- 2. rn,al. V> г:.. sin, 'f.· ЧJ.. - т~ t t + щ. cos 'f:) ""-· + 
L•l " с. i• t ' ' 

t lt . • 2. 

+ ·mth 2: SiA'f. \f. .. =--Ну 
. 1 " t. .) ,. . 



ml2 ч;.: -т ( e'l..ralcos '+';,) \f +- rnai r. ~i;v Ч1, + 

+ з Е ':1 ш. ==-м . , 2 ..... 
-г т' 'f'c:. , (, = .J ~ •••• r v. 

Отметим, что уравнения (14) описыв~ют движение с и стемы 

с утник-стабилизат ор , обусло~ленное лишь колебаниями грузон. 

П ри малых OTKJ онениях общее угловu.е движение сис1·емы ыожно 

р~сс~~т риват ь как сум~у ука занного выше и движения твердого 

тела . 

К систе !е (14) надле~ит еще добавить у ра внения, описы­

вающие динамику СПУ. 

4. Ис следование движени ~ системы с п z н и к-

Упрост ю-1 yva вне! ! :: я (14), пренебреrая мо rлентами от сил 

в н утр~ннего трения в штангах, так как до~аза но, что они ма ­

л~ по вели чи ~ е 9• Линеnриэирови в уравнения , n~лага я ампли­
ту~~ азтоколе6а ни~ малыми , пол~ ч 1м 

11. •• 

[ jc + ~m.,(~+t)2 1~-rnl,{a.,+ lt)~ Чlс: ~-м-~ 
.... 1 ' 

z... •• JE:J (15) 
тt 'У~ -rnl{~+t)'P + ---гЧ'? =О • i•I1 2; ... Л. 
Та к к<Jк СП У рел .; Ина я , то уnрu ld ляющий момент М.., мож­

ЕО ~· 1 ринять лос·r·он шь .1 ~18 к · ж;цо~ yчaC'l'l'•e nриnа со в..,шанин, и 

!1 6 :л· ы~ · :~ч а стю:: х •. ю :цю н· Ити решение систе ~.rы уравнею~й (15). 
ДJ ! Я C;'i'e. G:.i н З '' т о ра с одно и штангой ре ение системы урав­

н ~Е;,: :1 (1 5), n 1i1 fii:t ч " лышх условиях t; = О, Ч = 'fo . , ~ = 'fo 
'f = ч-'0 и tf = 'fo имеА 'l' · ид 

tD А . . + А,. ... . t '.f = Т0 - , Ч'о +{'10 -А, Ч'о)t +А,~ C.OS(JJ,v +;:;:) Ч:,;,U(.,.U)I -
2 t ( Iб ) 

· ·• . - B1 M-1t, 
с.у = 'fo СО5 UJ1 t +А2Ч'о S~lAJ,t - С1 м.., . 

' ,::п C "t,; G .~;л •,Iз::: ·~ opa и з дв:iх шт нг с груз~t.ш решение си­

с.;·~·-: · .. r.; J :. ·~ :-н: е н;~,t: ( 15 ) П '" И ca:J· : невыгодных начал ьн!:.!Х услови-

fi,~ -t.=O, c.f='P.~'f=~ )Ч'f=~=Ч'о и ~=~=О 
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. t 2. ~= Ч:, -ll'l'o ..,..Ч'о +AЧ'oCOJUJat -8М'Р-13 ~ 

~ =~COSLU.at -СМ., 
) (I?) 

Ч'~. =о/о c.osu>~i -см". 
Постоянные коэффициенты A,Ar,A2,B,Br,C,Cr и частот~~. 

и c.u2 зависят от nарам~тров систе :Jы сnутник-стабилизатор 

и определяются следJющими формулами 

А= 2ml(a,+t) 
2 

А ~ m.tr~+l) 1 
jc,+2m.(a.,-+-t) ' 1 Ус +m{a+-t)2 J Az =: ~ J 

. " 
. " 
8- . в - ----"-----2.[~+2m.{~+ -;)~} ,- .2[Jc+m(a,+·t) 1] J 

ml2
{ о-+ t.J ml2(fi+~) 

С :а ЭE1[:1c,-r2m(a.,i-(,)a.J J С., • ЭЕj[:1с -rm(a,-1t-f.)2.J ~ 
2 • ЗЕj г.1+ m(a,+tf} а_ ЭЕ1 ~ 2m(a.+-l)2.J 

GU1 -;;:р L · .1с , (..с) а - ;;;t3 L 1+ ::; с. • 
Из (Iб) и (I7) видно, что пptt :вык.пючею:ой С 1У ( f'tltp= о) 

nосле расit}:ытия . стабилизатора сп утник при ~о+ О бу-
дет медленно поворачиза~ься, одновре~енно со~ ер,а я колvба­

ния с ча стото й , зависящей от ~есткости штанг . Углово е от­

клонен~е увеличивается до тех пор, пока возм уще ~и е не бу­

дет уравновешено гравитационныУ моментом . Ввиду того, чт о 

силы lЗнутреннего трения в штангах ничт о J: ·о ;~Iалы ,, I равита ­

ционно-ус•rойчи:на я с исте.:tа спу юш-ст абttА14з е. тор будет с онер­

шать 111едлеюше неза туха;ощ~-. е ко лtЗdания noA д~:'ствt1 е ;J г раn:·­

тационноr о моrdента и быстрые колеба ния qт .I:t&чa;.J t:!llПCЯ гру ­

зов на штангах. Не же . ат ельные высокочастотнЫе кол ба Е !~ R в 
системе мо жно пога сит-ь, если ввести в wrангах CHJ: r н -

не~о трения. i 

Так как корни ха рсктеристическоrо ура .... неrн·яr систе :.1 ..)1 

n·ервого прi.dли .. :ения ( I5) чист q мниwне, то СJ :-:дею:е od J cro~ 

чи:вости дви 2-:е нип по этш1 уfiе.в ~-: еииим не нвлпе ~ с ,... п . s вa ~, . t; _ . .. 1. 

Для строгого анюЕ1 за нсобхощ :.ю и ссле.довать ураз. Е е: 1t ! дсlи ­

I:е ~~ ня (I4). 
На цв;.t в ка ч C'l' "" e прш.Jе _ а 6ыла Ч l с:: · н :о . , р · · I .1 тег _ .1 рv ­

вана c~~cтe rJa урt;впе .~1 !1 (I4) для ря • а :t<:oн:·pe ·r tг ·x ... на че · , j(! ~ ; 
? 

nара.Jет~о.в с пут н и· .а и · стг6или ззтор · · -. С р::tв не: .re р<] З JХЬ~' -
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то:в численного интегрирова.ниа с еналитическим · решением уп­

рощенны..х. ура~нений nоказала, . что частоты и амnлитуды коле­

баний спутника и стабiщизатора в od их случаях практически 
СОЕПаДQI Т. 

На цвщ исследовалось также влияние ыо:Jента O'I сил :внут­

реннего трениR· в ~ат.ериа.ле: ш.танг и д~емnJiирующих уст~ойст:в. 

Де J~пфирующий :домент уч11тшали . о формуле м.., = К Ч' • Рас-
сеяние энергии в щтанrе С к = O,OQI; 0,005; O,OI) практи­
чески не влияет На колебан:ия: системы. ~ели штанге. оснащена 

дe!l.n ' рующими прис r' ос.о.6ленияr..ш ( К :::. I, 5, IO, IOO), то 
ко.:n :: сэниR в систе .- ~ затухают очень быстро, однако спутник 

продолzеет отклонвтьс~ ат 3Sданноrо nоложения до тех пор, 

пока зе. счет гра.ви.таuJ-tонного момента не на ступит равновес­

ное состоян~е, Пос~~ эхо r о гра:витационно-устойчи:вая система 

спутник-ста6~лиэажор nод деlст:вием гравитационного момента 

будет соверша'l' Ь медленные· колеоания. Однако, угол отклонения 

будет меньше з-а счет :введения искус.с~rвенного демпфирования 

В 1 штангах. Таким образом, за счет изrионых колебаний ста6и­

л~з3тора сnутн-ик на не · ольших интервалзх вревени не удается 
заде?.шфи.ровать. 

Ra rра.Бifтаци.оЕ;но-ориентиро~а:I · : ?Тх. с путН:иках, заnущенных 

в США , стабищща:r:ор рас:кры.ваt!СЯ rт~с-ле оr.,.,нча! елъЕого ус по-
. ~ ~ ~ 

.коенин сп.утника п:ри_ nомощи сиоте rJы. ... ,~,~о- u.o 
и шлеется магнитн.де деr.шфиро:вани е, ~. Пр~1 т с:шом :выбо,ре момен­
та рас1-:рытия стаои.о~;._и:аа~ ер~ jтлов,ая. С:t\орость. СПJ'ТНи-ка, не по­

гаш енна я· CIIY, уr,.е.н.ьша. етс ~ ВQJZедствие увеличения момента инер­

ции систе r. ~ сn;ут ·ник-с·тас и:н~затор, 

В ураюrеняял (I6) и (~7} величина упргвлюощего момента 

М-ер вх·од~·и: с оч:ен-ъ м аль::~. . У..о4q.~ицие l:Т О!t.. Ec;r~·I время ре. боты 

С:1 У неьеJ . .v.- ~.\0 и упра.нляющий ~tо~ент мал, 1 о ~.~ожна о.лшдн.тъ, что 

за :в ре : н c:.s Qeй: ре боты· она · ые окаr.~~ т сус~ественного влияния: на 

ДИНаr.шку C ПJ' Tl:fiH:<a.,. По ~:о .л у МС ''iН О с-де.1"8 'l.'Ъ ВЫВОД О целес.ооораз­

Н ОСТ~i !J& Ci{ PU.Ь" ':r5 с·.:-аоию• эатор по еде :в:.:ключения СПУ. Получен­

ныU ъ~~од т ре~ ует даполн~т~льнсго исследо~ания. Есл~ ста6или­

З :J ? ор не оолс..;;:!де-т ILOCTa 'l' чно 'j жес'l~костью, то расн:рыть его 

uслесо .J6рс.з1щ щсл:е предварительного успокоения спутника. О 

:влиы; ни· Cl.Y nри. ра скрытом грг:вит ционном стао1лиаат-оре на . 
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динамику следует суди1ь по реэ3~ьтзтам исследовани~ уравне­

ний движения (!4). 
На ЦВU было проведено исследо»ание nолных уравнений 

д~ижения изгибных коле6аний систе~ы сnутник-стабилизатор с 

учетом работы СПУ ~1я ~ыбранных пар~метров спутника и стаби­

лизатора 2• Исследования показали, что если . СПУ ймее т релей­
ную хара.ктеристику с зоной нечувсfвательности, то иэrибные 

колебания системы спутник-стабилизатор можно задемпwировать 

в течение приемле~ого интервала времени nри неоол~ших no ве­
личине уnрзвляющих моментах. 
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THE DESIGN OF AJ."\1 2-AXES-ATTITUDE 
STABILIZATION SYSTEM FOR SPINNING PAYLOADS 

H. Roderer 
H.A.. Seelmann 
H.W. Woitschella 

1. In~roduction and Objectives 

Increasing use · is being made· of high-alt;itude rockets 
carrying payloads of measuring instruments in ballistic 
trajectories (altitudes of approx. 200 km) for various 
types of scientific experiments in the field of space 
research, such as .spectroscopic s~udy of stars. The pay­
load tips carry out short missions, they must be oriented 
towards a definite target in space (e.g., a star) and 
must be kept in this position with a high de@~ree of 
accuracy (better than 5') during the period of the mission. 
After separation from its carrier rocket, whi.ch is 
stabilised first aerodynamically during the ascend and 
beyond the atmosphere by its own twist, the payload tip 
has a spin about its longitudinal axis a~d is imparted a ·. 
wobbling motion by the separation. This is t.he flight 
·condition prevailing at the beginning of the actual 
positional control. 

It is !>Ossible to stabilise such pay~oad. tips in all 
three axes if the spin is eliminated beforehand. However, 
it is also possible to orient the rotating longitudinal 
axis - which is identical to the optical axis of the 
experiment - towards the target while maintaining the 
spin if this does not contradict the requirements of the 
experiment. This results in 'biaxi~l positional control. 
Fig • . 1 characterizes the objective while Fig. 2 shows an 
acquisition which has already. been attained in simulator 
tests of the hardware componen·t;s. The ob.~eot is to zero 
in the twist axis, i.e., the central axis of the tumc.ing 
motion relative to the target and to eliminate the nutation 
of the spin axis, 1. e., the tumblins motion o.f tb.e rotating 
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ongitudinal axis of the body. The phenomenon of motion 
(Fig. 2) is represen-ved on an ine.rtial reference plane 
r;hich is in an orthogonal position relative to the targe t 
and whi ch is characterised by Eule r angles in the axes . 

The target star is projected into the origin of this 
p ene and the spin axis passes t~ro~gh the plane on the 
trajectory represented. 

Since t~e payload tip has to carry out a short 
mission, an additional objective :i s to accomplish such an 
orientation process wj.thin an opt:imum period of time . 
The analysis and synthe~is of a positional control system 
for executing the described orientation operation which 
wo r lcs on an approximately optimum time basis is the object 
of the following studies . 

2. Analysis of Missile Dynamics 

The laws of gyroscopic dynamics gove!n the orientation 
and positior~l cont rol of a rotating missile . The co­
ordinate syst ems employed are shown in Fig. 3, as 1.t is 
expedient to view them in connectjLon wi:th the course of 
motion . The twist of the missile i.n the inertial reference 
system (subscript 1 ) ea~ be expressed by the main inertial . 
roomen~ s and y · _e speeds of rotation in coordinates of 
an in er a l system of axes rotating with a spin W 

8
• · 

I I)t 0 0 \Jx :a _ w~ 

I 
0 :;. \: I 0 w~ ( 1) -I 

0 I Oz 

A spinless axial system (subs,cript 
5

) which han only . 
the position of t he longitudinal axis x b t not the body 
spin in co mm on wit~ the internal axial system appea s 
expedient fo r a rotation s~~metrical missi le s eh as 
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the payload tip, whose mo·tion is to be influenced or...l. 
in two rotational degrees of freedom. The spinl.ess s :ste!n 
has the ~wo rotational degrees of freedom 

w . Jl -s,, 

0 

{2) 

The total twi~t of the coordinates of the spinless syst em 
amounts to 

Ix 0 0 

0 I o ~3) 

0 0 I 

According to the principle · of conservation of' angular 
momentum, an external moment acting on the oi s l e bri ~ 

· about a change in the twist;. 

d[); 
M·-
-~ clt 

This formulation provides the moment oqua t ions in co~pon~nts 
of the spinless system 

(5) 
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The position of the spinless system in the inertial 
reference ~ystem is already fixed by two Euler's angles 
of rotation 11, o/ since it does not roll ( '1 = 0). Thus 
the following approximation for the rotary movement is 
admissible for small deviations ( ~ 20°). 

l6) 

If we take into eccount the fact that the spin of the 
missile body is maintained without being influenced, i.e. 
Mx,s = O~ and if we introduce the con~rol moments 

M!!t_,~ 
m~,!t • 

I 

Mz..~ mz,··r 
aod the nutation frequency 

as standardised magnitudes, we obtain simple motion 
e1uations which lend themselves to evaluation 

.. . 
m~.~ • .J + h'+' 

~'7) 

(8) 

Aerodynamical and gravitational interference factors 
beyond the dense layers of the atmosphere can be neglected. 
in t he orientation operation. A constant control n; ·ment m 
for controlling the missi~e around the internal t !'averse 
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axis zf is available which, upon transformation to the 
spinless system, yields the components. 

This control moment m is to be switched on e.t 

(9) 

certain intervals in order to effect cont:: ('l lled. orientation. 
In this way the s~i ~ ching periods are optimi~ed i n 
accordance with Pontrijagin's maximum principle. 

3• Optimum Time Control of the Ro~ating Missile 

The optimation of the orientation operation is regarded 
as a control problem until the longitudinal axis of the 
missile points in the approximate direction of the terget. 
The object is to determine ~he O?timum control course u~ 
for the internal adjustment .moment so that the twist and 
spin axes of the - - ~issile are aligned with the t a rget from 
an unknown starting position in the shorGest possible time& 

With the variables of state 

X'z.. 'f 

and the limited control variables 

t~e equatLOOS· of motion (~g~~tion. 8 le~d to a linear, 



non-autonomous system of state& 

~ .t t) • A · ~ l t) + B l t) · . ~ l1D) 

. 
)(1 0 0 1 0 x1 0 
. 

0 0 X a 0 1 X a 0 

. • 
)(~ 0 0 0 -h 

+ •m•u 
x, -6in &t.i•t 

. 
0 0 )(\t 0 h x. c.o~~!.t 

The ad~oined system 

• • .X {t) . ~ <t> • -A . (11) 

has the general solution with t~e integration oonstan~s 

~10, A2.0 1 c1 1 'f>1 

~z. • kon!lt • i\ao 
A10 

i\3 • c1 ~n lnt .+ 'f1) .... h 

~ .. • - C.1 ~!. { ht + 'f,.) - AUJ 
h 

t12) 

The optimal control course u*· , according to the 
maximum principle, is given when the Hamilton function has 

·its upper limit in the total motion interval. 

Hlx • ~.u.~t)• sup H{x,A,u.t). M{~,a.t) l13) 
U'-U 
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The switching function r'(t) is this obtained tor the 
control coursea 

(11+) 

rtt)~ o .... * u • 1) rlt) < o-- u* ·0 

The twist frequency H is int·roduced in equation ·14 
as an additional abbreviation· 

(.15) 

The magnitudes o1 , o2 , 'f 1 and 'f 2 are the integratiori' 
constants of .the adjoined system. Since only the four 
final conditions of the vector of state ~ (T) a.re known, ·. 
an additional condition for the orientation time T is 
still to be obtained before a complete, unequivocally 
optimal solution can be determined. This condit~on is 
provided by the Hamilton function at its upper bound& 

t h . 

H~lt), ~lt),u.*,t)-~J;·;;v: Avlt)dt •-i\o • 1 
T 

(1S) 

-he.,[.%' .. lT)~inlh T+ 'f1)+ x3lT)c.o~(hT+ Y-t)]+u*(T)mr(T) •1 

A general~olutfon-~~r arbitrary initial values x (t ) 
. - 0 

and for the final values ~ (T) is as y~t unknown for th~ 
boundary value problem. The problems has been solved for 
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the important, special initial and ~inal values 

X~ l T) • 0 

)(~ ( T) • 0 

The following integration constants have been obtained . 

in this case 1 

c,. = kon$t < 0 

~ \JJ X-1{to) 
. •O.n 12 • ---

~ .. xl. (to) 

· Th.e hodograph x3, xL._ in Fig .. 4 shows a periodically 

~nq~~as~~g and decrea~ing nutation of the frequency h 
cluri~~ an orientation loop o.f the spin axis. Energy is 
periodically appliad . to an~ withdr~wn fro~ the nutation in 
the periods dui-?-ng which the cont; rol moment is sv:itched 

on (dotted patl'.s) •. Th\j energy of the nutation motion remaino 
constant during the uncontFolled phases (circular arc). The 
.cours e of the control magnitude anC. o·f the regulating 

mome nt is repres ented in Fig. 5. The corresponding ·internal 
adju3 ting momeqt has a relay-like connection. In this ea~~ . 

t hi s can be t echnologically realis.ed by a single gas j~t-: 

arranged to point i~ t he: direction of the internal y~ ~.is .. 
with a lever to the centre of g ravity of the body. T~~ .. 
jet mus t produce the necessary regulating momenta 

mzz. = m = -1· So 

I 

Fi gure 6 shows t h e optimal path ot the spin . axi~ 

under the s pecial condition that the m~ssile does not 
n .. ," a te at t hG beginning. For this purpose cycloid paths 
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with closed loops set in. They are conditioned by ~he fact 
that the increasing and decreasing nutation has just 
decreased during the orientation at the points of inflection • 

. The size of the cycloid arcs depends alone on the missile 
parameters ~' I and the final regulating moment m. 
This mean~ . that the target position can be calc·ulated 
accurately o!lly from special initial values with predetermined 
constant ~e~ulating momen~ If the missile has an initial 
nutation, ~n~ loops open at the cycloid points of inflection, 
since the initial nutation remains unatt~nuated during 
the orientation. A nutation attenuation could be attained 
if the integration constants c1 and 'f 1 in the swilichtng 
flmotion could be taken into account in accordance with 
equation 14 and if they could be solved fo.;- a gene~al 
initial state 2£ (t

0
). This is possible only numerica~.ly 

and only for certain initial states. 

For thi_s_ reason we propose to show that the laws of 
gyroscopic dynamics Qtfer another solution. 

4. Control Possibilities Presen·ted by A GyroSCQ....!! 

In· the following observations of the cyroscopic dynamics 
it is expedient to study the equations of motion in the 
inte.rnal coordinate system, i.e., coordinate system with 
the spin ~ 8 • The reason for this lies in t~e fact that 
th~. regulating moment of the control jet po.ints in one 
co~=tant direction in this coordinate system. Thus the 
equ~tions of motions can be analytically integrated. If the 
jet· is placed in the internal y axis, as assi1med above, so 
tbat it generates a pulse-shaped regulating :noment around 
the z axis, 

(17) 
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then the following system of equations is to be solved. 

0. ~ ~H. Wz. 

(18) 
. . 

mx • LUz + H · w~ 

Assuming the missile has a deviation'fl 
0

, V 
0

, and 
a nutation with the amplitude at a random initial time. 
The time course of the uncontrolled motion y~elds a 
pure nUtation. The velocity components area 

(19) 

After transforming to the inertial reference system we 
obtain for small deviation anglesa 

(20) 

The time invariable term of equation 20 represents 
the position of the centre of the circle of nutation, i.e., 
the position of the twist axis. Since no control moments 
are acting on the system, the position remains constant. 
The remaining terms are determined by the nutation. 

The position of the optimum time control p~ses is 
known when the integration constants of the adjoined s s~ em 



are given from Pontrijagi~'s optimation. The con~tants can 
be obtained from the boundary value problem. In the following 
we show how this tedious procedur• can be circum1vented. 
0~ of the principles in control engineering is to introduce 
control variables in such a way that they reduce the 
control deviation. In the present case the deviation of 
the twist axis from the direction to the target star and 
the nutation are to be diminis~ed. According to this 
principle it is also possible to derive the mean ignition 
positions or the control jet from the equations of motion. 
Thus tho integration constants of the adjoined system can 
be determined. The optimum ignition periods can then be 
calculated by way of the switching function. 

We proceed on the basis of the general solution or the 
motion system equation 1S, taking into account the control 
moment equation 17a 

tl.)~tt) • w~ cos Ht + U}z0 ~n Ht 

(21) 

·. 
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The ··poi3Tt'ion angles are described as follows after 
t he angular v~locities are transformed and .nteg.rated: 

C'(t) c 1fo + ~ ~ ht - Wzo ~l1- C.05» ht] 
h h 

+ ff [fr!> {5.inWs t-~in Ws. to.}-~ \sin lht + Ht a.)-~m,)~ ta.}]l! ( t -to.) 

't'tt) = ~o + ~ [1-co::. ht] + ~ ~in ht 

A free motion comparable with equations 19 and ~0 
sets in again afte~ the co~trol phase (t > t~). In this 
phase the discontinuous functions are from equations 21 
and 22 

6 (t-te)c 1 

(22) 
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By transf~rming equations 21 and 22 we can compare 
the coefficients of the time variable terms and obtain 
a new position of the twist .axis. 

The new coefficients 

&»~ * = w!t<> .... ~ t«>~ Hte - CO~ Hto.) 

w.,.* ~ Wzo .+ ~ (~n Hte- 5tn HtCL) 
(2lt) 

~place the w yo and '-'>zo from Eq. 19 

To decrease the existing nutation, the followir~ must 
apply: 

(25) 

On this basis it is possible to determine t ,a and 
t,, i.e., the position and duration of the control pulse in 
the case of a pure nutation decrease. The control moment . 
in compliance with equation 25 and' equation 24 i :s produced. 
as long as w z(t) < 0. This results in the fact ·that the 
resuluing moment is in an orthogonal position relative to 
the initial nutation path and counteracts the motion. Fig • . 7a 
shows the progression from th& larger to the smaller circle 
of nutation. It can be observed that an attenuation of the 
nutation is attained. 

A new position of the twist axis is also obtained by 
a comparison of the coefficients of equations 20 and 22: 

.Um*' • Vmo +~\-a- - ~~) [~n w~ tQ.- &in t.Jste] 

'¥ ... • 11: ~'"o- Wt~- a~) [oo$(A)!.tQ.- eo~ W~\e] 
{26) 

·. 
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The following must apply in order to diminish the 
deviation: 

(2'7) 

This condition results in the fact that the result­
ing control moment m lies in the plane defined by the twist 
axis and aligns the twist axis with the target. 

Fig. 7b shows tha·t; the twist ax:is has described a 
semicone and has stopped exactly in the line of sight. The 
initial nutation may have either increased or diminished 
in the course of the control operation, depending on the 
positio~ of the spin axis. 

• 

After several ·such precision control steps, a periodical­
ly increasing and decreasing nutation can be determined. 
Wo must now find a relation between lihe results of the 
time optimation and t.he 0 yroscopic dynaLOic observation. 

5. .:h.:as•.lr ement EnGineerine; Problems Connected v1i th the 
~e - l ication of t he Switching Con li tions 

I n order to realL~e the i 'nition criteria according 
to ' c ut ions 25 and 27 , only those measuz~ng signals can 
be til ise \'/hich arc lo~eed in the internal system. Fig. 8 

i l l uc '-l·a t c n the etEsig nment of internal measuring magnitudes 
relat ive to the inertial reference system. 

mhe orientation in 'space can be CJeasured in the 
intc~nal .yntom 0nly by means of spin-modulated deviation 

v .i.t;~ l s 1f f ' 'V f. 

(.28) 



67 

With regard to precision control, equation 27 shows 
. ;.at a control moment must be produced as long as the 
spin-modulated position magnitude of the twist axis is 

11 .fm(t) .) 0 • 

. .aim tt) • vrro cos. w~ t + \.V~ 5in w!. t ) o 

• ~Jm! + 'frno2 
' 5in (w~t + 'P~) (29) 

Comparing this ignition condition from the gyroscopic 
dynamics with the switching function of equation 14 according 
to Pontrijagin, we s hall note that the following relations 
hold true 

A. possible initial nutation, characterized .·by the: .. , 
components c1 , ~ 1 will not be attenuated by t his 
condition alone. 

l30) " 

As mentioned in the foregoing, the nutation criterion 
according to equation 25 leads to a control moment as 
long as w z't ) <: · o. 

Wz (t) • - w~o ·sin Ht + wzo (.()~ l-It< 0 

• 'Jw:/+ w.,..1 • · c.o~ t Ht- 'f1) 

W~o =---,, 

(31) 



The c·onstants c1 and 'f 1 must be as follows for pure 
nutation atte'nuation: 

C.1 • kon.st > 0 

'f.., • o.rc. i:a.n (-~) 
\.UZD 

{32) 

If both a deviation as well as an initial situation 
are present at the be~inning of the control operation, the 
constants c1 and c2 are in a certain relation to each 
other. The relation· is g iven due to the fact that the 
increasing and decreasing nutation required for precision 
is not attenuated, but an additionally present nutation is. 
The relation depends on the magnitude of the control moment 
present, since a greater moment gives rise to a greater 
increasing and decreasing nutation. 

Th.e condition expressed by equation 31 must be 
immediately satisfied f or the nutation attenuation with the 
eivcn measuring siGnnl . ~z(t) e.g. of a reversing gyroscope. 

The condition expresaed by equa·tion 29 for the 
p.re::cision of the t\'/ist cannot b~ measured. But it could 
be cal culated from the measurable, inertial position of the 
sp~n axis. The difference in the positions of the twist 
and spin axes is given by the nutation. If small nutation 
amplitudes are expected, the condition expressed by 
equation 29 can be approached by the following measurable 
condition: 

V-f (t.) = ~ Jo2 + 'Vo 2 

J. tYo 
~ a.rc ~a..n --

't'o 
(33) 

For instance, the measured magnitude 1ff(t) is given 
uy a gyroscope platform or a star sensor. The s.pproximation 
introd;.tced in equation 33 results in the fa.ct that an 
addi t i onal gradually increasing nutation is supBrimposed 
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on the increasing and diminishing nutation neces £)ary t or 
the precision control. Fig. 9 shows the precision control 
without nutation attenuation. In the vicinity of the target, 
t~e twist axis enters into a pointing error, while the spin 
axis nutates divergently. Then the entire control energy 
is converted into increased nutation. 

A limit cycle is produced in the inertial position 
of the spin axis as a result of finite, discrete control 
pulses in the case of a pure nutation attenuation (Fig. 10). 

The amplitude of this limit cycle depe~ds essentially on 
the magnitude of the control moment pr~duced and diminishes 
with diminishing control thrust. 

Figure 11 shows a superimposed control operati '~"'. l 1 

which the amplitude of the nutation oscillation is 
supervised and selectively attenuated. It can be see ~rom 

the resulting limit cycle that the target position cannot 
be attained with t he necessary accuracy from an arbitrary 
initial condition with ~he given control mome nt. A f ur t her 
control step with a reduced thrust level of the control 
jet is necessary for fulfilling the precision requirements. 

Figure 12 shows the complete acquisition in the 
vicinity of the target, the individual errors of the 
controller componento bein0 taken into account. The fi gure 
~hews a theoretical result which can be co~pared ·~ith 

the real process (see Fig. 2). The r equi.red accuracy of 
5 minutes of arc is attained, as can be seen, wi tihin a 
wide margin of safety. 

6. Layout of the Biaxial Positional Control System ASTRID 

The layout of the ASTRID system made by the Dornior Co. 
is based on theoretical observations carr ied out 1:;o date •. 
The problem of orienting the twist and spin axes in the 
desired position within an optimum pe riod of t~ae i s 
regarded as a control problem in the follovdnu. The devi ati on 
of the t wist axis and the nutation of t he spin a~is i s 

designed as a feedback to the control l er. Apart from the 

·. 
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optimal ac quisition, the problem cove rs also the compe~sation 
for external interf erences exerted on the system and the 
s tabilisation of the missile throughout the period of the 
missi on (approx. 5 min). 

F~vure 13 shows the desi6n of the cont rol system in 
t he f orm of a block diagram. The acquisition takes places 
i n two separate phases. In the f irs·t phase (coarse phase) 
a l a r ge deviati on from t he target direction is correct ed 
with the maximum availabl e control mome nt in optimum time. 
The positional sensor in this phase is a biaxial inertial 
plat f orm whose spi n- modulated deviat ion signal~f(t) is fed 
to the cont roller network after being processed and filtered 
free from noise f or determining the precision ignition 
points. 

The secor.d phase (fine phase) controls with a 
diminished thrust". level and has a star sensor in place of 
t he pl atform f~r measuring the posit ion. The ster sensor 
Pn.s the same func~"ion in the control circuit as the platform. 
Due to the fa~t that the platform· produces drift errors 
as a result of which the exact posi~.ional coordinates 
of ~he t a rget star are lost in the co~rse of the rocket 
l aunch and of the coarse acquisition, the payload tip is 
not· ortented to the exact desired target. This orientation 
arror is corrected in the fine P.haSe. 

A reversing gyroscope serves for measuring the 
nutat ion in both phases. It measures the angular velocity 
about t he traverse axis of the missile. The signal of th~ 
revers ' ng gyroscope is filtered free from noise and fed to 
t he controller network for determining the ignition points 
for attenuating the nutation. In this way the controller 
network continuously determines the jLgnition instants both 
for precision as well as for nutation attenuation and 
requires for this purpose only the zero transitions of the 
measurement s i gnals. 

No amplitude data is processed f'or dete.n:ining the 
i gni t ion instant s. 



A logic component deci~es on the coarse and fine phase3 
(level control) ·, . selective nutation attenuation and ignition 
periods for the jet drive. Only the logic component requires 
amplitude data of the measurement signals. The amplitude of 
tb.e angular veloci~y. W z(t) is continuously moni·cored for 
tb.e selective attenuation of the nutation, while the 
amplitude of the . d~viation signal~f is utilised for level 
control and thrust reduction only when the approximate 
target orientation i-s reached (Fig. 14). 

The signal of s~ate of the momentary control phase 
from the lot5ic compo:nent determines the thrust l1~vel of the · 
con~rol jet. A thru~t variation is effected by a pulse 
modulator, which act~ates the jet during the duration of the 
electronic ignition. pul~e wi"th individual, small pulses 
of' varibale width and seq~~~~e , ~v.equency. 

The positional sensors of' the control system are 
adapted to each· other in such a way tr~t the drift error 
of the platform is smaller than the angle of sight of 
the star sensor. On the other hand, the angle of si~~t 
of' the star sensor is restricted by the fact thab is is 
designed in such a way that it cannot see nei0h~ouring 
st~rs of the same lUlJjinosity. In the ASTRID system, for 
ins~ance, the angle of view of the star sensor amount 
to·~ 2°. This means that the nearest equally brie~t star 
mus; be at least 4° away and that all drift errors must 
be le.ss than 2°. 

Concluding Remarks 

The present work represents the stage of develop­
ment of the ASTRID project; reaC'.hed in July, 1968 .. It is 
planned to present more detailed results from further 
hardware tests and possibly from first; flight ~es~s. The 
first flight tests with this system will be conducted 
in the middle of 1969. With regard to the final results 

· . attaina~le with such a bia."<ial ~: tabilisation syst;e:n for 
b.ibh altitude research r.oc ke·t;s we can state that in 

·. 
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pri nciple there are only technological restrictions. Vfuen 
it becomes possible to attain the ~equi red level of fine 
adjus t ment of the control thrust, to utilise sensors of 
maximum resolution, _and to carry out: a mechanical integration 
o~ the components with a high degree of accuracy, then 
such a control sys_tem will attain the accuracies w~ich are 
today attainable with triaxial stabilisation sys t ems. 
Al thvugh it must be pointed out that the use of a biaxial 
stabilisation sys t em is restricted to experiments in which 
t he inertial orientation of only one ~~is is considered. 
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Nomenclature 

twist in the inertial sys cm 

twist frequency 

main inertial coments of the missile 

moments in the spinless system 

jet thrust 

stabilisation time 

integration constants of the ad j oined system 

nutation frequency 

lever of the jet to the centre of gravity 

constant. standardised regulating ~omer.it".: r 

around the 

internal z-axis 

time 

.initial time 

beginning an~· end· of puls& 

control variab.f~. 

axes of the rigid~. system 



xi 

r(t) 

6(t) 

~ 
't' 

Jt 
'Vt 
Jm 
't'rtt 
J..j 

'f., 
'f1 
Ws 

Wx 

7-4 

axes of the spin -less system 

i = 1 ••• L~ state variables 

switching function 

discontinuity function 

inertial Euler ane ' s of the s pin axis posi.tion 

Euler ant;lcs of the twiot axin position 

s pin modtlC\ ·. ed l!:uler ans les of the s pin axia 
position 

Euler angl es o.f' the twis ·t o.xis position 

i = 0 ••• tj. ndj oinod variables 

into i£ r·ut ion conotuntB of the w.ijoined system 

~ ~p i ~ frequency 

W y . a ngular vel oc ity of t hf:J lntiernal oyst em 
Wz 

anguiu ve loQLti s of t h e s pinless system 
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Fig. 1. Stabilisation of a twisting missile 

Fig. 2. Realised acquisition traject~ries 
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lCf, Yt, Zf k~rperfestes 
Koord i notensystem 

lC 5 , y5 , z5 , spinfreies 

l<oordinotensystem 

Steuerdi.ise 

Fig. 3. Inertiol orientation of the missile 

lCJ (rod/s] 

Fi e . 4. Ho o r 11ph re present a tion of the angular 
velocities x3 and x4 f or a nutation period 
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o : f ur esnen Nu tot Ions· Sttuer i mpu ls b : fur einen Prazus•on' ·51euerimpuls 

Fig. 7• Ignition position of the control jet 

Zie\stem · .·"<. 

~f- . /. 
Flugkorper-Spin t..)r 

jtJ Meftgro'Oen 

.:----" so OOsensch\10 

.:vs mz Stellmoment 

,:, inertiOle lage 
"41 der Spinachse 

e.G. Schwerpunkt 

Fig. o• Assignm~nt of regulated quantities and process 
variables between the rigid and the inertial 
axial systems 
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Fig.13 • Conception of the biaxial controller 
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Fig.14. l!;leetronic driving o:f the jet: system 
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1ПРАВПЕНИЕ · Ш.НЕВЮМ ПОВОРОТА ПliОСКОСТИ КРУГОООЯ ОРБИТЫ 
СП~НИКА, ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕЕ ПРОХОiдЕНИЕ СПУТНИКА ЧЕРЕЗ 

.ЗA.ZWIНYIO ТОЧКJ 

ю.n.Гус:ько~, с.в. Бувякии 

Авиационный ИВС!И.!у! 

llос.ква 

с с с р 

В доклад~ рассм~три~~ется ме!од nос~роения маиевра nово­

рота nЛDскости круговои орбиты спуt:ника, гарантирующего ero 
. nролет через заданную точ.ку, нt:тодв .юшую или свяэu.нную с ЗtJм­

Jieй. 

Приниыаеtся,что в оборудование сnу~ника входит двига!ехь 

с нерегулируемой тягой, гиростабилиэированная платфорwа,сист&­

иа угловой ста61.1лизации ,акселе ромt:'rры и сче!но-.вычислите.л:Ьное·· 

·YC'l'pOЙt;'l'BO. 

В раt;сматриваемом uлучао нерегулируемоИ ~яги двигателя 

зада ll' уnра)jленИя своди!ся .к определению к рt:алиэации момt:в -
о включения и ~u.ключения двига'rели и соотве'rt;Твующей ориен­

- т ации вектора tяги. 

§ 1. Постановка задачи 

Иt;следуеы воnросы nuстроения маневра nеревода сnутника с 

::Jаданноt1 исходной круговой ·орбиты на новую ( ''nоn~дающуюu ) 
круi·овую· орбиту тuгu же радиуса 1'8.К~rю, чтобы, дв~rаясь nu и~l. 
с nутник nролетел через заданную точ11су R - неnодвижную· ми 

свя занную с ~емлей. Будом рассwатривать движение цен!ра касс 

С сnутника с иомента t 0 • В качестве to nриниыаек момев! nе­
рехода сnу!ника (на исх~дной орбите) в nолушарие !очки R .ж.е. 
ыоыен т nрохождения восхоДящего :~зла Со (рис. I). Введеы ,.JtaJtee , 
систеыу координат DXY z с началоы в центре Зе&L"'И (рис.I)· !U , 

чтобы ось DY была направлена no nерnевдикулвру к nлocxoC!II 
Эitватора п] в fii)Лymapиe точки R t QICЬ DX - в ВОСХОДЯЩИЙ J381 

Со исходной орби~ы , а ось DZ- по перn&вдккуJIЯру к nлосхоо­
~и DXY. 

Положение радиуса - век!(}ра z_. !очки R эекиоИ поверх -
ности задае!ся широrой ~ к долготой ~ , отсчиrываеыой О! оси 

ОХ в плоскости акратора (рис.I) .Обозначая c<..(to)::: d~ ,икеек 

для d.. '1 ер 
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ol(c} = cio :t Ш(f. -t.") 
ер ~ con.st 

rAe Ц) - уr~овая скоросtь вращения Земли. 

(I.IJ 

Здесь звак "мивус• оtвосиtси к случ811, коr'да tочка R ва­

ходиtся в юиом полушара (для tочек эк.ввtора •· при 'f: О -уа -
IO!IМCB OC!a!JIB!:Ь ЭВа& 11nnюc 11 ). 

Пр1 ва.ведевии ва вenonиuya tочку Ш •О • 
ОСSражимсR tепер:ь к маневрирующеку сriу!в:пу·.осsоsвачим coc-­

taвJifiiOщиe ускорения, создаваекоrс;> жяrой nиra!eлfi, ila радиус" ­
векtор спужвика, перпеидккуляр к веку в плоскос!и vrвовенвоl 

орбижы и СSиворма.л:ь к !раекжории соо'l'в&rсжвевво через S, Т и lV. 
Из небесвой механики извесtво [ I] ,Чfо по.воро'l' щхоскосжи ор -
оижы осущесrвляеrся 'l'Ол:ько за счеt усхоренияU( • 

Пусtь ускорение W дейожвуеt иа оtрезхе .времеви[-t, , tz.]. 
При З!ОМ ur является заДаввой знакооnреде~енной функцией 
времени. Тоrда жраек.rорию наведения сnутниха на. оrрезв:е ot to 
до t 3 - коыеижа nролета над tочкой R - моuо раэдеЗiи'l':ь и а 3 
учасtка (рис.2): 

I) t о " t <. t. ... nассиввое движение no дуrе Со с. исходно И 
орбиtы; 

2) t 1 ~ t ' t, - учас'l'ок ахrиваоrо nиаения на ожреэке 
tраекt"рии С., Cz.; 

3) t, ~ t -' t 3 - пассиввое д.JHtseнiie по 'P3re Са R "nonaдa-
. ющей• орби'l'ы. _ 
Полоzение ПЛОСКОС!И f, ОСКJ'ЛИрующей opOИ'l'bl О!НОСИ!еЛ:ЬНО 

IIJIOC'ftOC'l'И По исходной орби'l'.ы судем опредеJIЯ'l'Ь :уrлЭJШ Эйлера lfl 
11 8· (рис.!). Очевидно, Ч'l'О уrлы ~ И ~ .(рис.2), оnреде -
жяющие · плосв:ос'l':ь 17, "поnадающей• орби!ы соо!ветс'l'венно . равн~ 

~ • ~;~ r ta. J ; в г. ~а r -t t ) • 

ПоJiоа:ени:е радиуса-вектора Z с цевжра масс ~сnуfни:ка (рас.!) . . 
иа осв:уЗiирующеа и "поnадающеи" .ор6и!е оnределяеtся арrумен'l'ок 

8Ир0'1'Ы U • 
Изменение yrJioв 1/1, В, l/ при t > t. х~рахfеризуе!сп дИ!l>Фе-

реRitиальвыми уравнениями оскулирующих э.ue.t.teв~roв [ I J 

dtfl w t в -- ::: -----=;- Stл U csc 
dt ,./р!Ц 

/ 
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dB:::: W -z. cosv 
dt 1/p;u , 

(I.2) 

dU ·~ -W ~ fn 
d t ::: z 1 Vj)ju Sin U с 11 В 

rде . }l- - rравиrадиоииая nосtояииаа ,1 -z. - texyщd рциус, 

}' - параке!р осху~ирующей орсиrы. 

Изменение nарамеtров р . в ~ о~nредеnяе!ся уравнениями 

[ 2 ] 

dV __,.,...=1. 
dV" 

d1. 1 ( :t. ) dv =-)! • 1 -1 -r.ns +· уnт . 

.!if_ :: .l:_ n т 
dv у 

(I.3) 

r;lt~ ~:::. Y-z.. 1 n$ = ~ ч Л т= /;11у1. - co 1C!8.ВШD>DtJe nродрл;ьвоа nе­
реrруэки на высоtе~&riуtиика, а ii - yrnoвoe расс!оавке сnуtиих~ 
о! захре~еииой ва оскуnирующей орби!е оси - onpeд~nвetct урав-

веиием 

_}_!_/ij 
dt- ~~ 

.(I.4) 

При мавевре с сохравеиием формы исходной круrовой орба!в 

Р==с. =Const 1 и сисrему (1.2) моаио nepenиcatь в :аиде 
1 . 

df/J = Qnw SiлUCsc .B 
dt . 

dB =QП. Cos L' . 
dt .., 

dU =Q (1-nwSiлUCt.g .В) 
dt 

. (I.S) 
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rae Q • /%:г- орСSиtа.ль.нВJJ yrJioвм скорос!rъ ; 
n",:: W~ - CSOKOB8JI neperpyз&a на ВЫСО!8 СПу!НПа. 

§ 2. Проrраммироваиае маневра 

Первым эtапок в посtроевиа маневра являеtса опредеЗiевие 

nроrрамкы управJiающеrо ускорении, обеспечивающей совмещение в 

векоtорыа кокенt tэ радиусов-векtоров tочек R а С ,двииущих­
сs по законам (I.I), (I 95). 

а) lивекаtика акtиввоrо tчасtка 

По усnовиа задачи закон изменевив управnяющеа переrрузки 

np1 t 't 1 задав. Поэtому, в peзynъtate решении ураввевий(I.S) 
Dpl В8ЧаЗIЪИЫХ yCJIOBИfiX (// ( t ,) == ~ 8 (Т:.,) == U { t,) :zO 1 коrу! ОЫ!Ъ J 

ваа~екн зависикосtи 

8 = В {т,) , А V1 :3 l/1 -(//, ~ А f.J/ {~) 
1 

U = U (7:) ( 2. I) 

r~e · "! = t - t , 
а сnучае nw :const эtа еруакции cornauвo [ 3] Deюt вц 

8. 2a21::-Siл nw Sv/tJ.SQ7: lrz: .+1 ) ·. 
V· Лl . .,. 1 .., 

lls не в сосtоuии onpe~enиtъ вц peшeвlrlfl (2~.1) в общем 

CIJЧU ЭaдaвiiJI П.., • IIOUO JIWIIЪ О!Ме!И!:Ъ сnедущие СВОЙС!Ва 
иоrо реаенu, впекающие, nри приииtом предпоJiоzени• о звако­

опре~ежевносtи П av t ИЗ C!pyK!Jpli :В!Ороrо ypa:вae·BИi fl СИС!еКЫ 

(I.S): 
I) JrGa noвopota пжоскосtи Gрбиtы ве кozet nре~ышаtъ векоtоро­

rо эвачевu BtnfU , за:висцеrо ot n-w ; 
2) максикап:ъвое значение yrna noвopota nnocкoctи досtиrаеtси 

t:ri'l . 
ap•U·~ · · 

2. • ?Т 
~) IЭJiевевие В зо JSремеви в nре.депах 0-' U.{, f:. uроисходи! · 

аовоtонво. 
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В cuy оrкечеивsх свойсrв при О $ U <. f в pe11eaJtк {2.1) 
ксzво nерейtи к иезависимоi nеремеввоl В : 

Т= 7:(8} 1 ~ V1 =tJ IP(B)
1 

U = V (В) (2.2) 

Ьи nw =CO[J.Si СОО!Н.088ИИИ (2.2) ааписьtБВJ)!СJI в ВЦ.е 

~ . 2. (а 1 BfrU!XI) ~iJEJ С = - Cos -- a-zc Sui -2~-~ 
Q 2. Si.n 1 Bmax } 

2 

~ 18 1 SiлШJ. ) И • ~ "Р =azcfn Cos ~ tnau Si.n · 2 . . 
7 2. 7 Siл I B1116x.l -z.--

r]te в~= 2au igll,., 
В спучае имnухьсвоrо маневра noвopota nжоскосrи ороиtы 

СП :::r.oo) .., 
7: (а) = fj W(B) ~ U (В) •О 

б) . Соожноmевия связи 
... . . ...... 

P:aq_c)iarp~S{.t - .движение ~ .цea_!PВ:JIЬ~OJII ~~яе rаrоrевия,выявим 

усповия,хотор~ . д~~~~ у~о~rворяrь tpjaexrop~. ааведе~ин с~у!­

иоа на .иинию ра.Jtиув~.,.векrора. rочхи R • 
ПремоложiШ, чжо .в peэynrare · · маневра проазоuо со.вме•еJие 

в мом~а! tJ pQJU4ycoв-вexropo:в 2, • 'Z1. (рис.2).При эtом 4JA8t 
nолагаr:ь мя оnреде.nе~tвос!и,чrо nри О ~ oL3 <. DJ npone! ац ~о• "" 
кой R (ож!iосиrе~ьво мом~иrаt0 ) nроиохо~и! на вtором ви!ке, а 

nри g(s,cJ.,з < 27!- ва В!Ором ПOJI3Bi1!Xe. 'rог.да ДOJI&Вli ВЬШОШIЯ!ЬО8 
бапанс врем~ии и ус.иовия сооrвежсfвующеrо равевсrва двух сфери­

чесхи коорltииаr rоч~к R. Jt С ,о!очвtываем~ о!иосиtезrьио 

nлос.кос!и По 1 осв ОХ в веа:. IW( с~еду~! k8 рис.2, 8!11 уоJiо.­
ввн nриволяr ~ 3 сооrвоwеввям 
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Siл В .::: Siл'PCosi -(-l)ttcos'PSi.лi Siл d..~ __ _ 
' Sin U з (2.3) 

Cos'P Cosdз 
53 ::/r:Ji+azcc~ ---- ---- + 

Siл С! Siл i.. + ( -1) J: Со s 'f Cas i.. Siдd. 3 

+- llз -azc 1-/') с'-9 ul 
7 co.s в~ 

5 _ /11 1,., [2 0Sc/..J~:Jl r/: ( 1 \ 

rде з- "2. + ~. li = 1 :Ji~ с:Lз< 2!7Т , а функции L)l,q8 ), и t В л 

Т, (В) определfiЮтся сооtвоmевиями (2. 2). 

~) Опtиыизация tраектории 

Полученвые выше tри условия связывают 4 веизвествых - _d 3 , 

s3' 83. ~ Vз. ПОЭ!'ОМу и.меетсв с:еооода nроиавол:ъ.ного выбора ОА­
воrо из пapaJLeтpoв.YcтpaвlrUI эту веопределенностJ~, !ре6ование:м 

~верrеfической оn!имальвости маневра. 

При заданной тяrе двигателя энергетически оnтиыальныы яв -
Jиеtся ~~че~р с минимальной nродолжительностью а~tивного учас!­

ха. Так как изменение арrуыев!а широты U на sLКти:вноы участке 
авергетически оnтимального маве~ра с одноразовым включением двИ­

rателя вс~rда должно 6ы!Ь не оольше9Т~, !о, ~ силу иыеющей при 
зtом ме~то коно!овности изменения В~ кивимизац~ш nродолжитель­
ности рабо!Ы двигателя эквивалев!на мкиимизации ~бсохютной ве -

,. nичеы nотре6ноrо дnя маневра уrла В, • Поэтому в нашем случае 
определение оnтимальной траектории наведения свс1ди!ся к задаче 

мивимизацив функции :J =- /В z. 1 nри условии ( 2.3) •. 
Наибахее просто задача~!а pemaetcя nу!ек проведевин серии 

чисJеввых решений уравнений (2.3) для различных значений LЬ ( в 
охресtнос!и предnолагаемого оп!Имука) с последуJ>щим о!ысканием 
мивимума зависимос!а /В,/= j ( U~) • Процесс В!ерационного реше­
вив ур~нений (2.3) сходится довольно 6нс!ро, если ~ качестве 
Depвoro npиOJiиaeвWI ПРIIВЯ!Ь oLj'J =oLo • 

и" в· s .. Пр1 найденных опrиыаJIЫIЫХ значениях 3 , 2 ~~ 3 па раме! -
ров U.J 1 8~ 1 .53 .пеrко ОПределяе!'СЯ nporpВJU4a ра6О!Н д~иrаrеШt. 

Д:ввrа!еn, .паиu дейс!вая !яrи ко!ороrо ваправJIЯе!ся по биворма-

11 и tраек!орва, ~оааен ВUМJча!ься в мо:мен! t, 11коrда угло~аs 
рnпо~rъ Ф cnytиua... о! :aacжoASJцero. yua дoc!I/J.r&e! значевая 
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'/.J~ :а .s; -u; -.1 YJ (8:) • Пpo~OUI!eUBOC!~ d 1:: paCSO!II IOII • 
rate~s опреде~веtся •ах время повороtа nпocкoctl opбatll ва yro~ 

В , t.e~ tJ t. 27:(Bz." ~ · 
2 

§ 3. lправ.певие мавевроы: 

3a.JcJmчиtenьВЬDI эtапом в посtроевиа маневра unaetc·к реuи­

зация запрограммироваввой tраехtории ваве~евия.Осущесtвлsеt &f1 
фувкцiQ) сисtема управпения.Рассмаtривае.маs здесь сисtема с об -
patвol связью освовава ва измерении перегрузок n s , Л r , n.., • 
Введение обраtвоl связи ~кtyetcs веобходимосtъю парироваtь 

дейсtвие случайных оtкnовевиl оtмечеввых перегрузок ot кх прог­
раммных авачевиi.Причивоl возвиквuвеииs эtих otXJiuвeвиl явпяюt­

са фnюкtуации сипы !яга uиratens а о11и~бки угnовой сtабuизациа 

спуtвика. 

Пpe;zшonaras, Ч!О пeperpy<SXII ns ,nr. nw азмерню!СЯ с по­
мощью акселеромеtров,усtавовлевннх ва гиропnаtформе, будек.фор­

мировать управление, коррекtкрующее проrрамку, в функции этих 

изкеревкй,При зtок коррекция бокового ~ви~бНИR форкируеtсs Al -
скретно за сче! сдвига коuенtа оtсечки АВИrаtеnя оtносиtеnъво 

nporpauкaoro значения, а уnра~nекие продольным возкущеиным ~·­

аевием осуществляется релеиво nyteк соо'rветсtвующеrо оtкловевия 

вектора !яги О!воси!ельно бинормали. За .. счеt эtoro ва иаnра~nе­
вие радиуса и nерnевдикуnяра к веку в nп~скосtи орбиtы буду! 

nроектироваться сосtа~лвющие ~екtора tяrи, дейс!вие ко!орых nод­

ЧirШяе!ся tребованию сохранения форw исJсодной круrовоl орби!Ы. 

·а) Крите рии качества 

В результат~ де~ствия воэuущевиа спуtних в расче!выи ко -
мент встречи t 3 будет находиться ва уrповом рассtоввии _}) ot. 
точки цели R • Положение радиуса-век!ора спу!ниха в эtot мокевt 
может быть охарактериэоDаи~ (рис.3) уrnами Зйnера 

~ == ~ ' + 8 1.11, (3.1) 

uи yrnaaa11 

(3.2) 
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а.есъ· 1 1 nаnъвей•ем авеэnочкоа оtмечаюtса парамеtрн проrрам­

мвоrо nвuевиа. 

Счаtав оtuовевиа 8 Еэ 1 8-11.) м8JIЫIUI, ga 111ро~аха р 1а 
оферическоrо tреуrоnьнив:а CD С R (рис.3) пonyчa&lll 

(3.3) 

И а cфepnecxoro tреуrоnьвив:а К Со С (рис.3) в живейком 

оЕз =с,д'~ +С,_оВ,_ +-C~oU~ 

8AJ =е, д~ -~-~д'~+ e~oi.J:. 

с,= -Cos и; SUJ~'esct; (t-!jll; ctg ~·cos в;) 
С • Csc l• ~:- u~ Siл tP." ~"·'- 8." l J .;хп J l. .:JVI & 

. ... 

CJ • Sй v; Cos 'Р,.* Csc l; { 1- ctJ; 1./; 1j ~· Cos в: ) 
. э .J ,. r_,.. с ,. . " ~-

е с- Si? Jl_. (..(/") "" Sin~ ~ Sесл;) 
f SVJaв: Sи/ZJ; с, 

е, = с~ в: ~ ;~ +- ~" -е, 
f 

е~· , ~ и; ~ .А~ + ~.) е, 
t 

В цеnах симме rрии ввеАем обоавачевiiJI 

!orna аеем 

:r;t •· Vl(*) - Vl. (f) 

xl - в ( f) - В" ( t ) 

Х3 • U(t.)- U1 (1:.) 

(3.5) 

6'4J, •:r1 (t)) J бЭг. ·:х~ (i3), oU1 =XJ (tJ) (3.6) 

~OJC!&ВИJIJI ~wрааевИа (3.~) в (3.3) 1 с уче!ом обозначений 
(3.6) пnжучас:~м 

·. 
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rде !очкой ооозн~чеио окмяриое nроизве.деюtе век!ора .:х: = { х._. , .х,~ J 

х.3] о векt~рами _С= [c,,ca.cJJ и e..:.={e.,·el, е.з · ). 
Рассматрив_ая (3.7) хак критерий качества бокового уnрав­

леиия, подчиним с и:н!ез боковой коррекции цели мииимизации 

функдионала (3.7). 
Построение системы стабилизации nродольного движения nод­

чиняется ~ребованию кри!ерия быстродеиствия. Пр~ выnолнении 

этого требования устранение накопивших:ся отклоненИй nараметров 

будет выnолнено за минимально возможное время. 

б) Боковая коррекция 

Сиитез уnравления, оnределяющего моuе~нт отсttчки дви.ratt:t -
ля, nроизводится в nредnоложении,что искажениями формы круго -
вой орОиrы можно nренеОречь. 

Jинеари~у~::ы уравн~::ния (!.5) в окрестное' nрограымноJ.•о 

движения на отрезке [t1) t 3 ]. Получаем с учетом (3.5) 

i: == А ( t:. ) х + 6 ( t )( ~ w + 9.., ) (3.8) 

где ~w - слу_чайное отклонение nерегру зкw П,., t 9w -уnрав-
ляющее воздейсж~ие, 

о 

о 

о 

КоэффицИtшты " aLj t Dк суть 

о а2э 

йзz, йн 

а,1. = -Q п: Siл U"ct9 B"Csc 8" 

а,з = Qп: Cos u"c.sc 8" 

! !;1 

6 =- 64 

63 

Q JfCo. А * й3.i:::- nw '.SU CtjB 

Ь1 =QStлli"Csc в~ 

6
2 

= QCosU~ 

6
3 

:2 -Q Siл U • Ctlj В" 

Решение векторного уравненив (3.8) nри нулевых иачальиых 
условинх в ыu"ент t, имее! в~ 

t 

х {t) == j.JI(t/l) IJ (7.)~nw (rc)d7: 
-t, 

rдt: t
1 
-ЫО1lеН! включеНiiЯ АВW1гателя; 11П..,~~w+q.., , }/(-l/C) -

- матрriч н а.н фуикци.я веса уравнения (3.8). 
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U!OJ),Aa Aafl мOIItfl!!a -t.3 DOJIJЧattм 
il i.) . 

х (t) ~ j .Af(t,:c)6{-c)f,., (i:)d7:+ f.JII(tз. ?:j&(z:)9.., (z)dТ: (3.9) 
t., , 

r4e t,- мокев! оtсечки хвиrаtеnя. 
Так как уnравJiяющее воз;ttейсt:sие 9 w создае!ся за сче! 

сдв1rа коме.вtа tz. о!носиtельно его nporpaм.u.вoro значения t:, 
!О ддя вtoporo ив!еrрапа в правой часtи (3.9) приолиаевво 
веем 

t.) 

/ .N(~J,'l)!J {rc)'7,./r:)dZ"'.N(t3 , t~~)!;(t:Jп: (t; )дt, (3.IO) 

rJte дtz. == tг -tl." . 
Таким образом, задача син!еэа коррек!ирующего управления 

своди!ся к о!ысканию сдвига 8 tz. , обесnечивающего »14HWlJ'К 
функциовма (3.'2). 

Подс!авиВ (3.9) в (3.7), находим с учетом (3.IO) 

.P"==(c·P+~·Qotz./+Siл 2Gэ11 (e·P+e·Ootl.)~~ (3.II) 
t~ . 

r;tte р = j .;{( tJ/r_)!; (т,) 6Пw (7:) clT 

Q- .tf( t~J tz.11
) 6 (t.;)n; t; ) 

Значение сдвиrа. rY t, 1 дос!авМющее мивиыум КГИ!ерию 
(3.II) 1 равно · 

" ' {(с·!)) C+SV7 2G; (e·tl)e)·P 
бiz:::- (c.Q)z+Siлl. &з• (e·t;)z. 

Otcю;tta получаем, Ч!О оtсечка двига!еля должна ~роисходить 

1 1101181!! tz. ВЬIПОJIВеНИЯ :JСЛОВИЯ · 
i.& 

tz ~ t/- j Фfz:)l!П., (?:)d'l: 
-t., 

ф(-с) ==- [(с·О)с +sЬJ•c;~ (e·Q)e} •Jf(t3 _, rr)6 (7:) 
(c·Q)z+Sin 2t;

3 
• (B·Q)2. 
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в) 1прав~евие nродольным двиаевием 

дlи целей сввtеэа ре~ейвоrо уnра»левии ~ивеариэуем сис!е­
му (1.3) :в окрес!ВОС'l'И круrо:воl орби!JЬI рацуса "t. • • Вво,м 
обоэваЧевия ~ 

4 
= б;;, ~z. =t5'J., ?

41 
ос бр , nолучаем :в превебреевав 

uевом ом·~ .. 
d? 
dv ='lz 

d'12. Пs 
d-v=-?.+!. 

dfJJ . 
dv = ?ч 

d?'=21'n.,. · 
du 
П.s=-fs+9s 

Пr•~т+'/r 

(3.I2) 

r:~te ~ s • ~т- едучайвые сос!авлuщае nереrруэок, q s 1 q т -
уnравляющие :воэ:~tейс!:вив. 

Как сле~е! из движения (3.I2), С!абиnиэацак :вsсо!ы 1 са~ 

рос!и nоле!а ooyщec'l':вnu!cs веЗаиисDОI -пер:вав с nомощьа уп -
ра:влевия 9.s, :в!орая с nомощью 9 те 

При сив!еэе уnравлений 9 5 • 9т буде• рассма!ра:ва!ъ !on­
xo с:воооuое nuевие, в е ~ривимаи :во :внимание 'g s • ~ т• По -
следвие зАесъ рассма!ри:ваю!си !оnько как ис!очаики :воэвихво:ве­

аия O!K110116BIIЙ ~ 1 1 f7 z 1 ~ 3 t fJ ч t цеnи ОЬIС!рейllеЙ JПIUЦS.ЦИI 
ко!орыХ 11 по;nчuвеtся дейс!:вие 9 s • 9 r• 

Исnоnъзуи реэуntа!'ы, nоnученвые :в [ 4] , • :в:воц зовн ае· 
чу:вс!':ви!еJIЫIОС!I G • б , onpe;lteJiиeм захоsн срормиро:вавив JD• 
ра:влевии 9 5 11 9 r :в :виде 
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- 9s N~ ?а~ -.(s'9n'J,)ta 1-(?. -aS~?.)!l 

q, = о '7/'.,fJ: ~ll (3.13) 

9s mQx fJz. (. -(Sijn'J1)ya 1- (IJ, -a.st:gnl})z. 

-СJт~ 1] 41 "" ,-(stjn. IJз) { 2/;?з stjn1J3 

qт :с о ?~ +'J/ ~02. 
(3.14) 

q;fiX ? " <- (stjn!Jз) lг6?J S'iл 'l?~ 

9 
1714/( fi'IQ/t 

rм s 1 СJт m-::..~одули кахсиыальиых значений уnравлевиl 

'1s 1 9 r • Q ~ !ft__ • 6 =-2 'Z • n m~ . !~ lт 

· Заке~ц. Ч!О захоа (3.13) заnисав в предпо.пожеJ;ии, Ч!О 
/'],/ ~Za., ила JБ~J ~· qsmtЦ. Уnравления {3.I3),(3.I4)пa­

PIPPJ! о!uонения с !очвос!:ью :жtо G 11 8. . · · · ·· 
Внрааевие о!клоневиl ?, , ?~ , ?3 , r;., чере,з IIeperpyзкa 

n$ 1 Пт 110:18! бЬI!:Ь получево-аиалоrичво боковоку ДВИJtеНИI) -
Q!ек ре•еаиа ураввевиа (3.!2) при вукевых вача.JIЬвшс условиях. 
Пр1 8!011 перехоJ~ О! iJ к · -t ко:~е! бы!:ь осущео!влен с поuощ:ью 
вpaCSJineввoro соо!вошевиа d?J:::: Qdt , по.пучВJЗщеrося из (!.4) 
DPI f• 1-А. 

. . 
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ON THE ·sYNTHESIS OF lA CONTROL MOMENT. GYRO 
IMP_LEMENTED SPACECRAFT ATTITUDE CONTROL 

SYSTEM 

by 

E. George Smith• 

lnternatlona 1 Business Machine • Corporation 

Federal Systems Dlvlalon 

ABSTRACT 

The preliminary design o! a spacec ra!t attitude acquf 5ltion/reorlen· 

tation and stabilization controller, implemented by a set o( single-

dcgrce-o!-freedo~ co'ltrol moment gyros (CMCs}, is described ln 

th ls paper. For ca!fcs o! motio~~ in-the~-large, equations governing 

system motion a re highly nonlinccsr as ev~denced by th~ serious 

cross-coupling eCCects. Assuming that a ~ahtrol .algorithm should 

he co ntrived to p e rmit efCiclent use of th~ l~_~ertnt nonli 'ni~rlty of 

the control actui'ttor, (1) an application of the classical variational 

calculus ls made which result8 . in a controt'law governing the motlOft 

o! an ideal CMG cottt-roller and (l) the method of steepest descent• 

i s employed to synthcs izc a CMG torquer control law which forcea 

e1 c los realization o! t'he ideal CMC motion. Some result• of a 

computer simulation of the total system are preaented alona with 

a derivation of the simulation mathematical algorithma. 

*Ad vi so ry Engineer 
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Nomenclature • 

J 

! 

lt•~z~!.3 
( ., 
d( )/ dt: 

I . X b 

i • 
spacecraft inertia matrix with elements Jj (i.j • 1, 2, 3) 

vector torque exerted on the spacecraft, referred to body-fixed 

axes 

or.thogonal vehicle-fixed coordinate axes 

ortbogonal reference coordinate a.xee 

vector angular velocity of the triad <l• !• ~)'relative to the 

triad ( l_1, !.z• I,3) 

elements of ~along x1, x.z• x 3 , respectively 

body-fixed unit vect:>rs aligned along x1, xz., x3, r~spectively 

unit .vectors directed along x1, X 2, x3, respectively 

overdot denotes the time dt!ferentiation of scalars 

denotes· the total time derivative of the vector argument with 

respect to inertial epace 

denotes the aradient of the scalar + ~ith elem e nts ocfl/ avi along 

+xi (i = 1. 2, 3) 

ecalar product of vector• .! and ! 

v~ctor product o£ vector.! "crossed into" vector! 

inertia dyadic of' the i-th control moment gyroscope combining 

tli~ fnertia dyadic;s of the glmbal! torquer assembly and 

eymmetric rotor 

~t"! dot product of the i-th control moment gyro inertia dyadic with 



A' 

0 

w 
-c 
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denotes the quadratic form!: A"!..= I; A/v1vj (i,j = 1, Z, 3) 

absolute value o{ the ~c.alar, a 

Euclidean norm o{ the vect~r, !. 

denotes the transpose o{ the matrix A 

norm o£ the matrix B 

gimbal angle o{ the i-th control moment gyroscope 

the null vector 

commanded spacecraft angular velocity 

t-th control moment gyro gimbal control torque 

i-th gimbal damping coefficient 
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L Introduction 

It la well known that, at best, reaction control jets provide a course 

attitude control ln the vicinity of a desired spacecraft terminal attitude 

ttate resulting ln what is referred to as the limit cycling phenomena. With 

regards to attitude ac.quisition, reorientation and terminal attitude stabi-

ltzation of future manned and unmanncd spacecraft, it appears that stringent 

attitude maneuver and attitude stabUlzation requirements will necessitate 

the implementation of more so?histicated controllers [1, 2]*. State-of-the­

art developments indicate the application o£ a system of reaction wheels 

and/ or control moment gyroscopes (CMG s) in the role of primary attitude 

controller actuators or as a backup system for a primary attitude cor:trol 

mode employing a set of reaction control jets. CMGs and reaction wheel 

actuators share a common advantage, unlike mass expulsion devices used to 

produce contr9l torques, in that the momentum exchange systems may pos.: 

tlbly utilize solar energy for a more economical attitude cohtrol operation 

for some missions • 

. The first momentum exchange type attitude ~ontrol syste~ employed 

the momentum reaction wheel. The high level of dev~lopment of techniques 

for analyzing the behavior of reaction wheel attitude controllers, in particu­

lar for the case of system motion-in-the-small, has l~ad to a consider~tion 

of applying CMGs for spacecraft attlt~de contr91 .[3-7 ]. From a 

control systems synthesis point of view, the application of CMGs as actuators 

in future spacecraft attitude controllers appears . unattractive at first sight 

owing to the relative complexity of the mathematical equations governing 

the motion o£ the vehicle rotation and the CMG controller dynamics. However, 

•Numbers is square brackets ·refer to references listed at the end of the paper. 



102 

the increased complexity of the CMG equation• of motion la overshadowed 

y the many advantages of, for example, considerably lower electrical power 

consumption and input torquing requi rements for attitude maneuver ng and 

reater pointing accuracy--..of a target surveillance sensor, for in stanc~ 

d e to {aster dynamic response and finer granularity of control obtained by 

e CMG implemen ted sy s t em. 

Concerning the problem o£ des igning future attltude controllers which 

employ highly nonlinear control actuators each ae control moment gyros, lt 

appear& that current designs are int ended for very limited apacecra!t attitude 

m a neuver ing as characterized by single-axil; maneuvere or aimultaneous 
I 

th ree -axis m an euvers with ver y small vehicle angular rates. For motion-in-

he -s m all operation, the controller designer may apply frequency domain 

I 
t~chniques t o constr uct a suitable controller. However, for motion-tn-the-

i a r ge operation of the combined vehicle-CMG controller system~ such tech-

ni quee a re expec ted to be of limited use. 

The paper pres e nts a n application of some m odern control ~ ··e.,;.f Y 

t chniques to obtain a feasible solution to tlt·e control moment l)'ro .l;:nple~~~~~d 

a tit de controller syntbesh problem. The ~ethod employed provides fJ) ' 

a t 'c na l basis fo r th e determination of CMG girnbal rate command. eig~,als 

and also pt-ovide s (Z} a practical means of designi ng a CMG torque:- algori~~ 

v·· ich ·erves t o fo r ce the actual CMG gimbal rates to track the commanded 

t: i r . ba1 Tates . It is s ignificant to note that the torquer control law is contrived. 

· e h that eff"dent use of the inherent nonlinearity a! the control actuator is 

E ttabed 
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11. Equations of Motion 

A elmpllfled set of equations shall be assumed appropriate tn the 

_preaent effort to explore and establiah the utilization and application of 

a 1et of control moment gyros !or 1pacecralt attitude acquisition, reori-

entatlon, and stabUlzatlon. The rotational behavior of the spacecraft ls 

&81umed to be governed by the vector differential equation 

(1) 

where J~ denotes the angular momentum, the superscript -1 denotes 

the matrix inversion operation; and ! denotes the sum of all torques ac-

celerating spacecraft axe1 with respect to lnertlalapace. 

Before setting forth the e:quatlons governing the motion of the CMGs, 

lt will be worthwhile to consider a very useful notation which shall supplant 

the classical x~ y, z nomenciature and lead to a ·considerable savings in 

labor. With reference to Fig.· la, let !.i denote a un~t . v:~~-!~r . .:.altgned alol\g 

x1 (l = 1, 2, 3). Further, with reference to Flga. lb an~ le, let !t denote 

a unit vector directe.d along the l-th CMG r otor ap~n axta and let !t :: 

!.(X~ complete the triad. Note that, for example, !i and !1 ~te located 

retattve to the vehlcle.fixed triad (!.•!•!>:: <!..t• .!.z• !.3)' according to the 

nlations .,!1 ~ cosG'i !:? + sine~1 !_ 3 and !t = -stna.1!_ 2 + c·oa a.1!.3, r e s pec­

tively~ Thus, one establishes the relattons 

(Za) 
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F igu re 1 . De finit i on of CMG Axes Relative to Vehicle-Fix e d Reference Axes 
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.Lzl r 0 

stn°az 1 [!. z = 0 cos (Lz (Zb) 

.~ .o -sin CLZ COS CL 1 z .-. 
and 

f 2.c) 

Note that the above definition of unit vectors fixed 1n the CMG assem blies 

implies that the particular CMG implemented attitude controller is omprised 

of three control moment gyros whose gimbal axes are mutually orthogonal. 

Thus, the index i referring to the i-th CMG shall be understood t o range 

over the integers 1, Z, 3 in what follows although this restriction shall be 

relaxed in Section IV. 

Now define the inertia dyadic for the i-th CMG as 

(3) 

where, for convenience, the CMG products of inertia are assume d to be 

·r.ero-valued: Kij is the moment of inertia. of the i-th CMG about li; and 

where the summation is with respect to the index j over the integers 1, 2, 3 

(l = 1, 2, 3). The CMG angular mome.ntum vector, denoted M., is given by 
-1 

(4) 

where Hi denotes the angular momentum of the CMG rotor, assumed con­

ltant. In terms of the foregoing nomenclature, one can writ e the equation 

(5) 

where !t denotes the negative of the torque delivered to the vehicle. by the 

l-th CMG and d(· )/ dt = 8{• }/ t + ( ~ + 0.
1 

!_i) x (• ). Thus, substituting 
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Eq. (4) into Eq. (S) leads to 

!.{ • [Ku(_ ~l + ~· !.t) + (Kl3 • Ku)(~· !tH~· !t> • Ht(~· !t)] !.t 

+ [-Ku(~· !t + ~1~· !t> + U<u • KuH~t + ~· !.t)(~· !tU !t 

+ (Kl3(~." !t - ~~~· .!t) 
+ (~z - KuH~· !tHQ;t + ~· !.t) + 11t<~t + ~· Lt)] ~ (6) 

:for the i-th CMG reaction torque. The reaction torque of an "ideal" CMG, 

to be employed in the following section, le readily obt~~ed by assuming (1) 

the term.• in Eq. (6) involving gimbal inertlas to be ne~l~gible and (Z) that 

the CMG rotor h symmetric with respect to !t• Th4t.n, Eq. (6) becomes 

simply 

(7) 

The synthesis of optimal glmbal rate commands, ~~nbted 41• (l · • . 

1, Z, 3), le considered in the next aec.tion. Eqs. (ll Ut~ <n A(re employed as 

differential constraints in a variational calculus fo-rmulatl~~-~, ·the .. ,s.ynthesll 

problem. Eqa. (l) ~d (6), along with the coordinate trane.ia.rmlati.on rela­

tions given ~y Eqs. (Z), the equat~oas describing CMG gimbal motion (Eq. 

19), . and the equation's describing the CMG gimba:l torquer algorithm ( E~. 

Z4~, have been programmed ln Fortran for an IBM System 360/ 4·4 compute~. 

Reaults o£ the simulation are discussed ln Sec.tlon V. The algorlthms em-

ployed to generate the .. :e,pac~a.U:_~ctiJl.ytanQ.d angular velocity, · denoted 

~-c r·"'&re given ln the Appendix. 
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In. Generation of CMG Gimbal Rate Commands and Control Torques 

A •. CMG Glmbal Rate Command Signal Synthesis 

The classical calculus of variations [7] shall be exploited to syn\hesize 

optimal "ideal" CMG gimbal rate command signals, denoted (L1•(t) .. Let 

tJ: r performance criterion functional to be minimized be of the form 

(8) 

where F(~, ~c) is a non-negative scalar function of the indicated arguments, 

t
0 

denotes the initial time, and T denotes the final time. A particular form 

of F shall be chosen later which permits an analytic solution of the inverse 

control synthesis problem [ 8] to be obtained. 

I 
By. adjoining the constraint relations, Eqs. (1) and (7), through the uae 

of the vector Lagrange multiplier ~· one constructs the function 

o-; ~ F-%+~ . < ~ + J-
1r ~ x (J~> + :tHi c~ + ;,.t!i> x !il > (9) 

where ·lt le noted that, within the approximations made leading from Eq. 

(f>) to Eq. (7), G: F. Now, according to the variational calculus , the 

functional S ia extremized U the Euler-La~range equation 

1• ao/a ~· . !CT) =-as; a ~(T) (10) 

l• •atlsfied for all h [ t 0, T]. ~~ auming a priori that ;,.i • is a function of ~· 

the substitution of Eq. (9) into (10) teads to 

i • aF 1 a~ + J[(~·1.!> x ~ 1 + (3 ~) x c.t•1 ~> 

+ :tH i[ !t. x (J-1!> + .!i · (J-1~; a;,i/ a~ ] , ~(T) = -J ~(T). (11) · 

A study o£ Eq. (11) indicates that a general solution of the CMG gimbal 

rate syathesis probletn shal~ be quite diffieult regardless of the choice of 

the lntegrand of the performance criterion functional. It appears reasonable 

that a simple solution of the synthesis probiem should be sought. One such 
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solution is obtained as follows. Assume that the solution 

(12) 

and define 

a quadratic in the variables~-~ and ~.t"~c' where the constants Aij 0 • 1, 

2 
2, 3) are chosen such that Au > 0 and AuAi3 - A12 > 0 and where the 

summation is over the index i (i = 1, 2, 3). Substitution of Eqs. (12) and (13) 

into Eq. (ll) yields 

-J~ = '2: [Au<~(~) + Aiz<~t"~c>1~t- (J~) x ~ 

(14) 

Upon combining Eqs. (1) and (7), one may write 

(15) 

Therc!ore, adding Eqs •. (14) and (15) leads to the partial dl(feren a a l equa-

tion 

1: (A
1
•1(3.• w) + A

1
.,(31 • w )) 3 

--t - "- -c -t 

- l:Ht(<~·~) . a~i/ a~+ ~t.!tl = ~ 

which 1' nust be satisfied by the CMG commanded rates ~t*· 

(16) 

A solution of Eq. (16) which permits the use of the inherent nonlineari-

ty of the C MG ac tu a tor is given as 

~i * = H. 3.• (w - w )I d. · · 
l.:...t - -c 1 

(17) 

where Ail =: 2111
2 I d1, Ail =: -H1 

2 I dt and, for definiteness, Ai3: lAt.t (i = 

l,l, 3). A slight extension o! the above results is obtained by replacing F by 

F = 1 2: [Hi~·<~- ~c>l7'<lt + ll:[Htlt·~z/d1 ; ik0~Uz3 , 
where k is no n -negC!tive constant, and by assuming the solution 

~(t) = p {t )J::(t), p(T} = -1. 
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It can be verified that, for this caae, the optimal CMG gimbal rate commands. 

are given aa 

(18) 

Before leaving this section, one must be concerned with the eo-called 

CMG saturation problem. Recall that, upon combining Eqs. (1) and (7), on 

may write 

~ • J-~(J~) X~+ I:Ht!t X(~+ 4t!.i)] 

which le the equation that closely describes the motion of the spacecraft. 

There arlaes the possibility wherein a realization of the above derived control 

law is not aufficient to guarantee the controllability of the spacecraft attitude 

and attitude rate. This is most cO'nveniently demonstrated by considering the 

rank of the matrix W whose i,j-th element is w/ = !: .!j where! denotes 

a unit vector aligned along the vehicle x1 axis and .!j is the linit vector 

aUgned along the output axis of the j-th CMG (t = 1, Z, 3; j = 1, Z, ••• ). U the 

1pacecraft attitude and attitude rate is to be completely controlled, W must 

have maximal rank equal to 3. 

Certain combinations o{ gt.mbal angles of CMG ·co':ltro.llers exist such 

that the rank of W is lees than maximal. For example, if the CMG control-

ler atructure as defined t.n Section U is con.sidered, then 

0 w· .. [-·:~ 
cos Cll 

cos csz 

Thus, the vehicle is not completely controllable i! cosCLlcosCL zcoso. 3 • 
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B. CMG Gimbal Control Torque Algorithms 

Use sh all now be made of the results obtained above. Recall that !t• 

given by Eq. (6 ), is the negative of the torque exerted on the vehicle by the 

l-th control m oment gyroscope. Note that !.i • !.t = T mi - di~i (i • 1, Z, 3) 

is the equation describing the motion of the l-th CMG relative to vehicle-

fixed axes [3-5] where T mi and di respectively denote the i-th gimbal con­

trol torque a.."lcl the damping coefficient. Expanding the equation. one 

obtains 

as the i-th C v1G gimbal equation of motion. 

The meth od of J t eepest descents [7] shall be applied to synthesize 

th.e· control torque, Tmi· Consider now the minimization of the function 

..:. l • • 2 
~ -= .z (a.i * - a.i) • (ZO) 

The usual device employed is that of setting the time rate of change of 

(~i + ~· .!_i) proportional to the gradient of~ in file dtrection· -(~i + ~· !.1). 

Defining ki > 0 (i = 1, Z, 3) as proportionality s calar!; one may write 

(Zl) 

A comparison of Eqs. (19) a nd (Zl), in view ~f Eq, (17), reveala the 

following. F or simplicity, a s sume that ~ • dtfl<tl and also assume that 

I (Kiz - Ki3 )(~ • ~i) 1 i s negligi ble with respect to the CMG. rotor angular 

momentum m odulus, Hi. One deduces that the CMG control torque is 

(ZZ) 

Thus, Eq. (22) is the control algorithm sought for the i-th CMG gimbal 

torquer designed to force the CMG gimbal to track the a:lgular velocity of . 

the "ideal" actuator, ~i*· Note that, fo r the case· where th e commanded 

gimbal rate does not change too rapidly, the tracking is expected to be 

very satisfactory when Hi/ di >> 1 and d1/ Ktt.>>'l. Note . also that, sinc e 
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the conatanta H 1 and d 1 and maxD~c {t)H are design parameters, it follows 

that 

(l3) 

The speed of the aimbal rate tracking response may be increased. if 

the atmbal t.racker operates in a near ~'bang-bang" fashion. This observa-

tton leads to a modiflcatton of the CMG torquer control algorithm, given by 

Eq. (Zl), as followa: 

T~ • •Ht~f~c(l- f•at(~t*- ~1)J) + T1 sat(~1•- ~~) (Z4) 

where aat ~~ • aign ~~if 1~1 1 ~ tA-t • con~tant > 0 and eat~~ • ~~/ fl.t otherwise. 

Upon aubstltutlng Eq. (Z4) into Eq. (~9), one obtains the simplified equations 

approxlmatinJ~ the motion of the CMG atmbals: 

where 

and 

~~ : Cil + ~· !.l' 

~~·:: ~~· + ~· !.t• 

(ZS) 

(Z6a) 

(Z~b) 

(Z6c) 
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IV. Generalization of the Results 

The synthesis of the spacecraft attitude acquisition/ reorientation/ 

stabilization controller was based upon an a priori configuration of 

·control moment gyros; namely, three control mument gyroscopes are 

arranged such that each CMG gimbal axis is orthogonal to the gimbal 

axes of the other two CMGs. At the present time, the author knows of 

n o well~defined procedure existing in which an "optimum" CMG co':l.figura-

t i on is chosen; it appears that details of the particular controller appli• 

cation must be supplied in advance of the controller synthesis efforts if 

•'optimal" configurations are to be found. 

-)'he generalization of ~e above synthesis results is motivaud by 

the fact that particular mission details are not assumed given be.fore-

hand. Also, the number of CMGs to be employed in implementing the 

controller is ass~med to be specified only after several candidate control 

moment gyro controllere are evah~ated based upon the mission require-

ments, system constraints and so on. In addition, the reference position for 

each of the CMG axe.s is assumed ln the·following to be a parameter of 

choice in the construction of the controller candidates for a particular 

application. Thus, let the l-th CMG gimbal axis,•1_, spin axis, ~· and 

3. = l .x 2. be related to a vehicle~fixed triad of unit vectors, (!., ~· !), 
-t -t --1. 

according to 

1. 0 0 nu o.lz o.B 1 
-1 l l l 

2. = 0 cos a
1 

sin a
1 

Di 21 o/2 Di 23 2 (17) 
-1 

3. 0 ~sin ai cos a. 0 31 D 32 D 33 3 
-'l l 1 i i 
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where Di is a direction cosir,e matrix with ~onstant elements Dijk (j, k = 

1,2,3). 

Since~= ~wk~ and~= ~wck~' ..!. = ~ -~and ~(t) appearing in 

Eqs. (15)-(17) and (22) may be replaced by 

and 

E = (D}•E)l. + (D. 2 •E cose
1
• + D .3 •E ~ine.)2. 

- ~ --t 4 - . -l - l-'l, 

+ (-D. 2• E sine. + n~3. E cosa.) 3. 
-1 - 1 - - 1 -1 

w =(D.1·w )l.+(D. 2·w cosa.+D~ 3·w sinai'?. -c -1 -c -'1 -i. -c \ - -C . -'1 

(28) 

+ (-D. 2·w sine.+ D. 3·w cosai)3i, (2 9) 
-1 -c · 1 -l -c -

respec.tively, where n} := I:: n)k k = n)1 t + Dij2 2 + nJ 3 3 and, for any 
-l 1- 1- - \-

vector!.: ~vk!:• e.l·!.= l:Dijkvk (i,j,k= 1,2,3 independently ). Thus, 

the orientation of each CMG is specified by the constant direction cosine 

matrices D1 and the number of CMGs comprising .the controller is not 

specified until a pa;rticular tontroller is chosen. It follows that, for the 

general case .. T m . (i = 1, 2, •• •) is given by Eq. (22) where ~ (t) and !_(t) 
\ 

are given by Eqs. (28) and (29). Similar adjustments are applicable to the 

other. equations appearing in the foregoing. 



V, $lmulatlon· Technique and Results of Computer Analyses 

A. Oeneration of Computer Algorithms · 

Let 6t, a posltlve constant, denote the ba&tc ·computation period of 

the digital simulation. Also, let ~· ~v and ~~ respectively denote the 

total system angular mome!ltum, the angular momentum of the vehicle, and 

the angular momentum or the l-th CMG; thus, 

(30) 

···= where l ~·1, Z,... . According to Eq. (Z7), one may write the relatlo~ ·· · 

!t = Tell~ 
where ~i and~ respectively denote a vecto~ referred to the l-th CMG refer• 

ence axes and also referred to the vehlcle-Clxeclreference axes and Tel la 
l 

the time-varying orthonormal coordinate transformation matrix deCined, by 

0112 I\13] 
D 22 D 23 

l l . 

D 3'2 D 33 
l l 

(31) 

Now let Ki denote the i-th CMG inertia matrix associated with the dyadlc 

~~ gtycn by Eq. (3). Employing vector-matrix notation, it follows that the 

l-th CMG angular momentum vector is r~ferred along vehlcle-Clxed axes 

according to 

~~ = col[~r !.· ~r ~· ~f ,!] 

= Tell' K1 Tell col[ wl' w2, w3] + Tell' col [ Ktt ~i' H1, 0]. (3Z) 

Denoting the vehicle angular momentum bY 

M =Jw 
-V -

(33) 

and substituting Eqs. (3l) and (33) lnto Eq. (30), on.~ Qb~\n• the total system 

angular momentum vector, referred alon' vehlcle-flx~d axes, -• 
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(34) 

In the digital simulation, ~(t) is ·solved for at the discrete times t • 

tk -= k6t (k = 0, 1, Z, ••• ) alter ~(t0) la specified. Application of the Euler 

· integration algorithm for simplicity yields the equations 

(35) 

where !Ct) = col[T1(t), Tz(t), T 3(t)] is· regarded as a vec.tor of vehicle distur­

bance torques. Assuming that the norm Ol:Tat'KtTaiD is negligible with 

respect to DJ n. ~ctk> is closely approxtmated by 

~(tk)• J:((:~J H T.,
1
• (tk) [KI~:(tkl 

~3~kJ 0 .J 
(36) 

Combining Eqs. (32), (35) and (36), the algorithm 

! [Dill D
1
21 

Di

3

l][ l<tl ili(tk+l)~ l 
, .. 1 ~(tk)+!,(tk)6t- L o,lZ o/Z Dl3Z Hi cos ;i(tk) 

13 Z3 33 .. 
Dl 0 1 Di Hi sin a 1(tk) 

(37) 

is obt.:1lned where ; 1(tk): a1(tk) + ;,1(tk) 6t serves to predict ai(tk+l) and 

where ~1(tk+l) la developed below. 

The discrete time version cl Eq. (19) may be written, according to the 

· E1U.r integration algorithm, a1 
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Cii(tk+l) = Q.i(tk) + {[Hi+ (~z-'Ki3)~(tk)· 3.t(tk) ]~(tk)· ~(tk) 

- di4i(tk) + Tmi (tk) }'6t/Ku + [~(tk)- ~(tk+l))· ~ (38) 

where it is noted that .!.i is a constant of CMG motion relative to vehicle­

fixed axes. The final digital computer algorithms for the motion of the 

vector ~(tk+l) and the glmbal rates Qi(tk+1) are obtained as the solution of 

Eqs. (37) and (38). 

B. Discussion of Simulation Results 

Figures 2 through 7 represent a typical computer simulation run 

where (1) computational algorithms noted above and (2) initialization and 

parameter data listed below we re used. The pertinent data is given as: 

J = r:: 1::: ~::l slug-ftz 
l6o -73 noJ 

61(0) = 17. 9.6. 9 2(0) = 16. 60, e3(0) = 11. 17 degrees 

wl(O) = 0. 25, w2(0) = 0. 15, w3(0) = 0. 35 degrees/second 

Tl = 0, 003, Tz: 0, 007, T 3 : 0 •. 010 ft-lbs 

o.{fO) = ·0. o, o. 2(0) = 75. <r, o.
3

(0) = lJS. 0 degrees, ;,
1
(o) = o. 0 deg-.s/aec 

max ~~~ 11 = 2. 0 degrees/second, di = Z. 0 ft-lb-sec 

6t = 1/64 seconds. Ti = l. 7453279 ft-lbs 

Ku :: o. os, Kzi = o. 03, K 31 = o. 04 slug-!t2 

Jll = 100 degs/ second 
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where l • 1, 2, 3 above. The lnltial values of the angles e1(t) : arcos (!_• !.i) 

result via initial Euler angle rotations of S. 0, 10. 0 and 15. 0 degree& re-

spectlvely about the ,., intermediate x 2- and Clnal x 3-axes. 

For simplicity, disturbance torques arising from gravity gradient 

effecta, solar pressure, and so on were not simulated. Instead, ~n arbitrary 

deatabllizing torque, deflned as 

T a -::Z:: T._ sign •k(t) k, 
~ist • -

(39) 

was employed where the Tk (k = 1~ 2, 3) given above are ass\lmed to ecpal or 

exceed the moduli of torques due to the aforementioned dlsturbanc·e sources. 

It la recalled that the prime function of the CMG implemented controller 

la that of driving the angles 8i(t) lnto zero simultaneously, thereafter main­

taining the relations e1(t) : 0 (i c 1, 2, 3). With reference to Flgs. 2 through 

7. note that near the terminal time tr = 100 .seconds that ~(tr) :a..!· ~ (tf) = ~· 
e1(t() • 0, T m

1
(tj) = 0, and 0.1(tf) = 0 (i • 1, 2, 3), thus sl"gnlfying a successful 

apaceeralt attitude reortentation maneuver and subsequent stabilization. 

VI. Conclusion• 

An application of some modern control theory techniques have been 

made ln connection with the c~ntrol moment gyroscope implemented space-

craft attitude controller synthesh problem. The application has led to (1) 

a rational basis for d~termlnlng gyro glmbal rate command signals and 

has provided (2) a practical means for designing an effective CMG glmbal 

torquer algorithm. 

The results cif a diglt~l computer simulation. demonstrated the feasi-

blllty of the selected controller synthesis technlq~e_s when applied to the 

spacecraft attitude controller design problem. 
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Appendix 

An algorithm for the spacecraft commanded angular velocity, w , 
-c 

t.e set forth in the following along with a brief analysis of system behavlor 

when the relation ~(t) : ~c (t) le valid. Consider the case where the space­

craft t• to be maneuvered to mintmtze the attttude error• I !.t - !.t et> r. t • 

1, Z, 3. The motion of each reference vector, !.t(t), relative to vehicle-fixed 

axes, la governed by the vector equation [9) 

(Al) 

where ~(t) denotes the angular velocity o£ the triad (!.
1
, !.z• ~) with respect 

to inertial space. Based upon the application o£ optimization techniques 

(10], one can derive the spacecraft commanded angular velocity algorithm 

ae 

(AZ) 

where I( > 0 and tr arc constants of choice. · 

Upon assumtng that ~(t): ~c (t) as given above, one can construct a 

matrix Riccatl equation whose solution yields the motion of the unit vectors 

!_;(t) with respect ,to the vehlcle~f~ed unit vecton:It-(l,j ~ 1,2,3). The znatrix 

of interest is the direction cosine matrix C(t) with elements defined as 

From the aforementioned assumption, one has 

(A4) 

Upon substitution of Eq. (AZ) into Eq. (A4) and appllcatioa ·of the method of 
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aolutlon detailed in [11], with a bit o.f tabor one obtains 

C(t) • [ E.tanh~~~). + C(tk-l)][ E + C(tk-l)tanh'l'k(t)r1 

where E ls a 3x3 identity matrix. 'ik(t) (k = l, Z) is defined as 

• 1<t>: ltoge I cot l e<t>/ cot 1 e<t0> 1, -te £t0, t1> 

and 

"4'z(t)::: !~e(t-t1)/ lsin8(~)f, t•[t1,T]. 

The angle 8(t) appearing in Eqs. (A6) ls defined [9] by the relation 

- :z: c1i(t) = 1 + z coa 8(t). 

Undfl!r the above stated assumptions, one can show that 

I e(t0 ) - l((t- t 0 ). t. [t0 , t1] 
. 8(t) • 

arcos tanh[~<(t-;,>/latnO(tl)j + logelcotie(tt>l] 

where t = i. la given by the expression 

tt(t1,T) 

fT-1 
- arcoa -- }• z 

(AS) 

(A6-l) 

(A6-Z) 

(A7) 

(AS) 

(A9) 
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1. Introduction 

Many studies c6ncerning the application of mathematical 
optimization techniques to the design of spacecraft attitude 
control syst~ms have appeared id recent years. Most research 
in this area has been foc~sed e~ time- and fuel-optimal, gas­
jet control about a singfe axi •• 1- 4 Optimization of attitude 
control systems using irteitia wheels as the source of control 
torque has been treated in considerably less detail. Flugge­
Lotz and Marbach1 and Schwar'tz5 have proposed minimum-time and 
minimum-energy systems for inertia-wheel control about a single 
axis. Kalman; Ertglar, and Bucy6 have presented a three-dimen­
sional, tne·rtia-wheei, attitude control system whfch approxi­
mately minimizes the integral of a quadratic fpnction .of syst~m 
error and control effort, but an exceedingly large response 
t~ l~its the usefulness' of this system. 

iD the present #Cud}, two procedures are presented for the 
.,Othesis of subopttmgl systems using motor-driven i~ertia wheels 
as the· source of control torque for three-dimensional attitude 
controi. These techniques approximately minimize the integral 

I 
This work was partially supported by NASA Grant NASS-18120 

and NSF Grant GK-3273. 

, . 
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of a quadratic function of system error and control effort, and 
. 6 9 

contrary to other treatments - , both procedures compensate for 
nonlinear, inter-axis coupling. The methods proposed are appli­
cable to the design of attitude control systems which use inertia­
wheels for the correction of small errors. 

Th~ procedures developed in this paper are applied to the 
d~si~~ of an attitude control system for a typical artificial 
sateilite, the Nimbus. In a computer simulation, systems de­
signed on the basis of the procedures outlined in this study 
are shown to respond faster and more accurately than those de­
signed by optimization procedures based on linearized approxi­
mations of the equations of motion. 

2. Preliminary Considerations 

Attitude control consists of applying torque to a space­
craft in such a way as to place and hold it in a specific 
angular orientation with respect to·a three-dimensional frame 
of reference. In this study, the angular velocity and accel­
eration of the reference frame is assumed to be of an order of 
magnitude smaller than the expected angular position and velocity 
errors. The spacecraft is considered rigid, and ~ontrol torque 
is available about the three principal axes. Since the control 
system is to be used to correct small attitude errors, the 
equations of motion may be simplified by use of standard small­
angle assumptions, that is, terms of second order and higher 
involving the angular position and velocity errors may be 
neglected. Also it is assumed that the angular velocity of 
the inertia wheels relative to the spacecraft may be much 
larger than that of the spacecraft. Furthermore, it is not 
uncommon for the moments of inertia of the spacacraft to be 
more than a thousand times as large as those of the control 
wheels6 •7; consequentty, the moments of inertia of the control 
wheels may be ignored when summed with the moments of inertia 
of the spacecraft. Many important attitude control situations 
fall within the context of the above restrictions. The simpli­
iied equations of motion are 
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x • Ax ·+ C (y) x + Bu + Bg + Bh 

y • -u (1) 

where x is a vec.tor representing the spacecraft attitude error 
(angular position and velocity); u is a vector representing 
the control torque available from the inertia wheels; y is a 
vector representing the angular momentum of the inertia wheels 
relative to the spacec~aft; g and h are vectors representing 
the measurable and unmeasurable disturbance torques respectively; 
the elements of the matrix C(y) are the angular momenta of the 
inertia wheels; and A and B are constant matrices~ Typical 
forms for A, B and C(y) ·are presented iL; Section 4; however, 
it should be noted that the functional form~f the elements of 
C(y) in terms of x and t is unknown. 

The value of the integral of a quadratic function of the 
system error plus a quadratic function of the control effort has 
been widely used as a measure of control sys~em performance. 
Such a performance index is often analytically ·attractive, and 
for inertia-wheel attitude control, a quadratic cost functional 
also makes sense from a physical standpoint. 

The suboptimal systems developed in this study reduce the 
angular position and velocity errors to zero rapidly, and als~ 
approximately minimize, 

• 
u, t

0
) • J (x'Qx + u'Ru)dt 

to 
(Z) 

where Q and R are positive-definite, diagonal, constant 
matrices.* A small value of this integral indicates that bo·th. 
the error and control effort are kept small during most of ~~ 
control interval. 

3. Development· of: Suboptimal Techniques 

The optimiz~tian.: P,mrb:illetrr considered is the determination 
of the control., ·· u: ,. which transfer'$ any inttial .state, ~o· , 

A. pmime denotes the transposa of a vector or matrix • 

... 
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to the origin for tha system governed by (1) and also minimizes 
the integral performance index J • 

Three. techniques for the ~olution of the above problem are 
the calculus of variations10 , Pontryagin's maximum principle11 , 
and the Hamilton-Jacobi theory12 • Theoretically, each of these 
approaches gives enough information to dete~ine the mathematically 
optimal control for the problem defined by (1) and (2); however, 
the Hamilton-Jacobi theory gives the most direct approach to 
the dete~ination of both optimal and suboptimal control laws 
in feedback form. This approach depends upon the minimization 
with respe~t to u of a scalar function 

H(x,y,u,t) • x'Qx+-u'Ru+p'Ax+-p'C(y)x+p'Bg(t)+p'B.h(t)+p' Bu (3) 

where p(t) is a vector of the same dimensionality as x . 
The optimal control u0 (t) • - %a~ 1 B'p minimizes H • A 
scalar function, called the Hamiltonian is obtained by sub­
stitution of u0 into (3), and is given by 

H0 = x'Qx· - tp 'BR-lB'p + p'Ax + p'C(y)x +p'Bg(t) +p'Bh(t) • (4) 

In th~ Hamilton-Jacobi approach, the vector p(t) is set equal 
to the gradient of a scalar ~unction V(x,y,t) , (i.e. p(t) · • x 
V x (x, y, t)), where V is a twice-continuously differentiable·· 
function satisfying the partial differenti41 equation 

V(O,y,t) • 0 • (5) 

Equation (5) is known as the Hamilton-Jacobi equation, and its 
solution, V(x,y,t) ev~luated at x

0
, y

0
, and t 0 is the 

minimum value of the integral performance index J. 
Method I. In the attitude control problem, the analytical 
solution of (5) appears impossible. ThuB it is necessary to 
develop procedures for generating control laws which are 
suboptimal (approximately optimal). The first procedure for 
suboptimal control consists of using the control system to 
eliminate the most substantial nonlinear terms and the 
measurable disturbance torque. The resulting system is then 
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treated as linear for purposes of optimization. The control 
system must compensate for the unmeasurable disturbance torque 
indirectly by controlling the attitude errors created by tnis 
torque; consequently, in the sequel h(t) is omitted from the 
equations of motion from which the control laws are derived. 

A portion of the control, denoted by uc is used to 
eliminate all nonlinear terms and the measurable disturbance 
torque in (1). From (1), Buc • - C(y)x- g(t) • The remainder 
of the control is denoted by ~ • Applying uc to (1) yields 

x • Ax + B~ • 
The control uL is to be selected in such a way as to 

ID 

mintmize J • J (x'Qx + ~·R~)dt • Using uc , the Hamilton­
. to 

Jacobi equa~ion is 

• \V 'BR-lB'V + V 'Ax + x'Qx • 0 
X X X 

(6) 

and ~ • - \ R- 1B'Vx • Kalman12 has demonstrated that the 
quadratic function, V(x) • x'Px , is a solution to (6) provided 

P is a symmetric, positive definite matrix such that 

PA + A'P - PB'R-1BP + Q • 0. (7) 

The control, u , is· the sum of ~ and uc • 
The transient response of the system is determined py the 

values selected for the weighting matrices Q. ana R. In 
the remainder of this work it is assumed that identical response 
i3 desired about e~ch axis_ of the spacecraft. The above as­
sumption. em·si-derably simplifi-es aigebraic manipulations, al­
thou.gh it is l'U)·:t · a condition which must be satisfied before 
th• ~aboptimal proc~dures developed in this study can be 
app.l..ted. 
Method 11. The second method for suboptimal control is an 
extension of a technique developed by Garrard, McClamroch, and 
Clark13 • The control, u , is divided into two components, ud 
~d us , whe~e : Bud • • g(t) • Using ud ·, (l) reduces to 

X • Ax + C (y) X + BuS • 
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The control us is chosen to approximately minimize 

J • J: (x1Qx + us 1Rus)dt • The Hamilton-Jacobi equation is 
0 

Vx1[Ax + C(y)x]- \ Vx1BR-l81Vx + x'Qx • 0 , V(O,y) • 0 • (8) 

An approxLmate solution to the above equation may be obt~~ned 
by assuming V(x,y) to be represented by a power series in c 
of the form 

(9) 

Substituting (9) into (~) and equating coefficients of powers 
of e to zero gives 

ov 1 av 
~ ___ 2_ BR-181 2 I 
-z. ox ~ + x Qx • 0 

ov ' oV ' 3 2 ,-x: Ax + ~ Cx 
ov • oV 1 

L _2_ 8R-181 _3 - 0 
~ ox ox • (10) 

In order to determine v2, V.3, •••• Vn , the above equations 
must be solved successively. The first equation of (10) is 
identical to '(6). · The remaining equatio·ns in (10) are linear, 
parti&l differential equations; solutions c~n be obtained by 
assuming Vn = x'~(y)x for n ~ 3 , where ~(y) is treated 
as a symmetric matrix.. Substituting into (10) yields the 
following _ set of linear algebraic equations 

M3(A-BR-1B'P) + (A' ~ P8 1 ~~1 B)M3 • PC - C'P (11) 
: n ~ 

~ (A-8R-1B'P)+(A 1 •PB'R-18)Mu • k~3 "ttBR- ·1B'~2-k-"n-lC-C'"n;.l 
These equations may be solved for Mn(y) , and the control, 

us , is given as 

us • -R-18' (P +nil ,(n•2)~(y)lx (12) 
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The complete control, u , is the summation of its two components 
u8 and ud • 

If the nonlinear coupling terms, C(y)x , are ignored~ 
minimization of J yields a control law, u , which is nearly 
identical to ~ • This procedure is called linearization in 
the sequel, and as demonstrated in the next section, a control 
designed on the basis of such a procedure may prove inadequate. 

4. SuboptLmal Control of a Non-Symmetric Satellite 

The suboptimal control laws developed in the previous· 
section are applied to the synthesis of an inertia-wheel control 
system for an artificial earth satellite. The nominal distance 
from the surface of the earth to the center of mass of the 
satellite is 500 nautical miles, and the orbital eccentricity 
is 50 nautical miles. The earth is assumed to be spherical. 
In Fig. 1, the set of orthogonal axes R1 , R2, and R3 ·are 
the reference axes with which the spacecraft is to be aligned. 
The R3 axis is assumed to point toward the center of the earth, 
and the R2 axis is perpendicular to the orbital plane; con­
sequently, the angular velocity of the reference axes is ~· • 
(0, oa2, 0] • where ~2 is the angular velocity of a line 

connecting the center of mass of the satellite with the center 
of the earth. (nominally na2 - o.asxlo-3 rad/sec) • . 

The set of orthogo~l axes B1, B2, and B3 are the 
principal axes of the spacecraft and are denoted a~ the roll, 
pitch, and yaw axes ~espectively. The components along the 
body axes of the angular velocity of the spacecraft relative 
to the reference axes are called the roll, pitch, and yaw rates, 
and __ t .he angular errors between the body and reference axes are 
the roll, pitch, and yaw angles. 

The maximum expected values of the roll, ·pitch, . and yaw 
angles are 0.175 rad, and the maximum expected angular velocity 
is 0.01 rad/sec about each axis • . The control system must 
reduce the roll, pitch, and yaw angles to ·O.Ol75 rad within 
four minutes. The moments of inertia of the spacecraft are 
200 slug-ft2 about the roll axis, 150 slug-ft2 about the pitch 



134 

axis, and 100 slug-ft2 about the yaw axis. The maximum 
allowable inertia-wheel angular momentum is 10 slug-ft2/sec 
about the roll axis, 7.5 slug-ft2/sec about the pitch axis, 
.and 5 slug-ft2/sec about the yaw axis. The system character-
istics and performance specifications outlined above are nearly 
identical to those for · the Nimbus satellite6• 

If x1 • roll angle, x2 • roll rate, x3 • pitch angle, 
x4 • pitch rate, x5 • yaw angle, x6 • yaw rate, and yi • 
angular momentum relative to the spacecraft of the i-th 
inertia wheel, · tae elements of A are zero except a12 • 
a34 • a56 • 1 , the elements of B are zero except b21 • 

·1/11 , b42 • 1/12 , b63 • 1/!3 (1i is the moment of inertia 
of the spacecraft about the i-th principal axis), 

·c(y) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Y3/12 
0 

- y2/I3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

- Y3/11 
0 

0 

0 

- yl/ 11 

and g(t) • (y3na2 I 2DR2 , - Y1DR2J • 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

~2/ 11 
·o 

yl/12 

0 

0 

The inertia-wheel control lpgic is synthesized by li~ar­
ization and the two suboptimal procedures developed in the 
previous section. The control obtained by linearizatioa ia 

(13) 

If nonlinear coupling, C(y)x , were indeed negligible, values 
of p12 • 3.5xl0-2rad/sec and . p22 • · 5.75xl0-4 rad/sec2 would 
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yield adequate transient response. However, this is not the 
case as is demonstrated -later. 

Method I for suboptimal control yields 

. 
u2 ••I2P22x4 - I2P12~ - Ilr~2 - y3x2 • ylx6 (14) 

Using Method II, a two-term approximation of (12) is 

(Il - I2) (I3 - I2) 
u2s ••I2 P22x4 - I2P12x3 + 21

1 
YJ~ - 21

3 
ylx6 

Pt2 (Il + I2) Pt2 (Ia + 13) (15) 
+ 2p22 11 YJ.~l + 2p22 . tl Yl xs 

;·, (Il - I'2) . (I3 - I2) 
UJs • - 1JP22x6 - I.~P~2x5 + 2t

1 
· Y2~ + 212 Yt x4 

P12 (I2 + ~.j-) y x.. + P12. (Il + I3) · 
- 2p22 12 1 ~ 2p22 11 y2xl 

Stability of (1) uncia-~ the action of control laws of the feneral 
form of (15) has been demonstrated by Garrard ~nd Walker1 . 
A functional block diagram of the spacecraft and control system 
is il~ustrated in Fig. 2. 

In simulating the characteristics of the spacecraft and the 
control system on a digital computer, control laws given by 
linearizatioa and suboptimal Methods I and II were employed 
for several sets of initial conditions. Values of zero and 
60 per cent of the maximum for _the initial, inertia-wheel 
angular momentum were used for each set of initial conditions. 
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TABLE 

Initial Conditions - Pitch, Yaw. and Roll Angles • 0.175 radians 

Pitch, Yaw, and Roll Rates • 0.01 radians/sec 
. 

I 
Method of Suboptimal: Suboptimal: 
control Linearization Method I Method II 
System 

! Design 

Initial 0 60 0 . 60 0 60 
Inertia-
Wheel 
Angular 

I Momentum 
(% of 

I Maximum) 

·Response ·4.0 15.0 3. 0 3.2 3.7 3.2 
Time I 
(Mim.:. tes) 

Peak 4~501 5.083 4.~01 6.583 4.501 13.952 
Torque 
( f t- l bs X 

10-4) 
! 

.. 
Peak 92.69 611.42 91.32 789.9 126.0 3345.4 
Power 
(ft-lbs/s~c 
X 10- 3) 

Energy 107.7 1194.5 112.5 859.1 105.0 857.6 
Consumed 
(ft-1bs X 

10- 3) 

Quadratic 9.170 13.060 18.930 '12.190 10.310 9.641 
l'erformance 
: ndex . 
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The exact equations of wotion were used in the s~ulation, and 
disturbance torques due to the gravity gradient were included. 
The results of a typical simulation are given in Table 1. 

In all cases, the system designed on the basis of linear­
ization failed to sufficiently reduce the angular error within 
the required time for an initial, inertia-wheel angular momentum 
of 60 per cent of the maximum expected vaiue. Both suboptimal 
systems had adequate response times for all sets of initial 
conditions tested; however, the system designed on the basis of 
Method I appears to have smaller torque and power requirements 
than does the system designed on the basis of Method II 

The performance of the system designed by linearization 
approached the performance of the suboptimal systems for zero 
.initial, inertia-wheel angular momentum. This was to be ex­
pected since all three control laws are nearly the same for 
small values of inertia-wheel angular momentum. 

The response of the spacecraft is illustrated in Figs. 3 
and 4 for a value of initial, inertia-wheel angular momencum 
of 60 per cent of the maximum, and the unacceptable response 
of the system designed on the basis of linearization is evident. 
Fig. 3 shqws that the system synthesized by use of Method II 
gives less overshoot than the system designed by use of 
Method I. However, the suboptimal system based on Method II 
yi e lds extremely oscillatory response; this is illustrated 
in both figures. 

Kalman et a1. 6 synthesized a control system·for the 
satellite considered in this example. In this design all 
linear, time-invariant te~s in the equations of motion were 
retained, but all nonlinear te~s were neglected. Optimization 
was performed with respect to a quadratic performance index; 
however, the best respon~e time obtained was over two hours. 

5. Conclusions 

The suboptimal control techniques developed i n this work 
appear to provide effect~ve methods for synthesizing inertia­
wheel attitude control systems. Both procedures take nonlinear 
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inter-axis .coupling iRto account. As demonstrated in the 
example, unacceptabl& system response may result if such 
coupling is ignorecl. Both techniques yield controllaws in 
feedback fo~, and the suboptimal systems developed in this 
study give considerably more accurate control that is provided 
by systems based on linearized approximations of the equations 
of motion. 

Results obtained from application of the two techniques of 
for subopttmal, inertia-wheel control indicate that Method I ia 
slightly superior in the following ways: 

(1) lbe control sy&tem designed by use of Method I has 
tewer torque and power requirement-s. 

(2) Method I yields more accurate r~sponse. 
(3) Method I is computationally easier to use and gives 

aimpler control laws. 
Bet.t.e·r reaults might be obtained from Method II if more terms 
were .used in the approximate solution of the .Hamilton-Jacobi 
equat.ion. 
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0~@1Е ВОПРОСЫ ТЕОРИИ НАВЕдЕНИЯ 

Е.А.Федосов, А.М.Ба~ко:в., В.Ф.Ле:витин" В.А.Скри .mсив 

(Uocua) 

Вводи~ся поня~ие сис~емы наведения и изпвгаю!ся общие ме~оды 

~~ ОП!ИМИЗаЦИИе 

·~ 

ввшниш 

lle~oдw упра:влен~tя объектами с целью разового совмещения их .. .Ф~, 

ао.вых коор.ц1шат с координатами другого, в общем случае перемеща~ ­

щеrося объекта раэвиваю~ся в настоящее время независиuо для · .объект 

!ОВ разных типов. Например" теор'tи fеJtеуправления" самонаведения 

и автономного управления движущихся объектов практически не СВfl­

заны друr с другом. Отсутствие обJЦеrо подхода к решению этих за­

дач препятствует развитию общих методов и вэаиуному обогащению 

час~ных подходов ·и методик. 

В иас~оящей работе делается попытка создания единого подХо~а 

к расчету систем управления движущихся объектов различных классо~ 

при выполнении ими задачи "nреслелования" цели. Он основан на 

общем понятии сис·~еuы наведения и единой математической формул!\~ 

ровке задачи сиитеза системы управления приuенительно к разnичн~ 

mnau д:вииущихся объех~о:в., характеристикам neлett и исnолъ~у·емой 

иsфорuации о фазовых координатах объектов. 

Приuеиение современных вариационных методов позволяв! получить 

решение э~ачи син!еза в дос~аточно общих случаих с учетоu возuо~· 

юа оrраиичеииа_ :выраs8Ющих спеnифив:у раз~чных !ИПов объектов 

управлевия. 
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§ I. ПОНЯТИЕ СИСТЕМЫ НАВЕдЕНИЯ 

Пусть и~еются два управляемых объекта1 положение которых в 

про с транстве фазовых координат изменяется во времени. Один из 

объектов назовем нвводящимся1 другой - целью. 

Относительное положение этих объектов характеризуется некото-

рыы функцианалом ~ их фазовых координат. Простейшим случаем 

функцианала ~ явл~ется расстояние (дальность) между наводящим­

ся объектом и целью в трехмерном пространстве. Ино гда их взаимное 

положение опр еделя ется также произво;цными координат и угловими 

пол ожениями объектов. 

;iправление наводящимся объектом с целью изменения наю.теньшего 

зlш чения /' по к раИней мере в . один моыент времени из конечно­

го ил,и бесконечного интервала :Г назовем наведением объекта 
1 

ua цеЛь 
1 

а tJoм ент времени 
1 

в который достигается нижняя граница 

.[ (t) , ~ - моментом встречи .t-1 . Момент встречи определя-
ется услови ем 

If7;y:c ИF [!CJJ 
tБГ 

( I) 

Си стеыа управлениЯ: 1 обеспечивающая неведгние объекте на це.пь в 

со ответс твии с его физическими возможностяыи и ограниченной инфор­

маци е й о фаз овых координатах обоих объектов 1 называется системой 

наведенi1я. 

Существенное отличие системы наведения оостои'r в том1 что цель 

уnравлеш;я достигается по крайней мере в один момент времени 1 ко­

·.rорый не VI зве стен в nroцecce управления и зависит от относительно­

г о положения объектов. 

О сновной характ~ристикой системы . наведения является точность, 

о пр еделяемая наименьшей величиной функц иf) нале [ ('lj . :в процессе 
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н аведенv.я ит1, дру1· :ши сдоваии, его эначениеы в .момент встречи 

!f~~). 
· Для управл ения на:водяшимся объекТО'-' ваwно оnределить текущую 

м еру ! (~) как фующию Х (tJ вектора фазовых координат 
объекта управления и цели в nроизвольвый uоuент t < ~~ интервалt: 
наве ~е ни я _'{' при известноu законе изменения фазовых координат 

обоих объектов на интервале ( l, ~&! ) • Рациональные текущие 
меры должны удовлетворять усл~вияы: 

r) Jrl;;J -Ifi(; }. 
2) Для каждого момента l интервала наведения тш\ущая мера 

J (lJ является мон отонной, неубывающеИ, нечетной фующией l (f:t} 
Э) В услови ях располагаемоl1 информации об о.твосительных 

к оординатах и J (t) =0- ~слови е .[' (~; ) =0 обеспечивается 
при наименьших (или равных нулю) ЭН!:)Чениях управления нг интерnаJrе 

l, l~ 
, 67 

1 

Если { (t~!) характеризует расстояние между объекта!;!и, то в 

качестве _f (t) удобно И СПОЛЬЗОВВТЬ Bel(TOp nролета h (l) 
1 

характери ::J уЮ t:\Ий расстоя.ние ucltдy целью и относитс ·lьней трае1~торией, 

построенной в пре,7Щ ОJIО>.'tеuии, что движущийс.я. объект и цедь в О'l'Носи-
и 

'1'е. i ЬНО •·А движении nереыещаютсн прямо.rrинеИн о. Пролет связан с векторем 

дальнос~и & и относит~./\ ьнои Сl(Орости форыулой 

эдесь индексоu · No '' обозначены едини\iные векторн. 

ДифференцироDюшем nролета можно получить соотношение для ско­

рости иэuенения ыодуля пролета 

;; =i~ .f·') 
/ h . ~ 

1 = 
и угловой скорости вектора h в nлосitости, nерпендикулярной 
вектору относительной скор ости 
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Эдесь - nроекция nолного веtстора о'Iноситедьно ускоре­

ни~·н~ наnравление лролета; 

- nроехщия nолно го вектора относитедьного ускоре­

ния на направление, nерnендикулярное nро де ту 

и относительной скорости; 

- вр еuя, оставшесся до встречи при текущих дальности и относи­

телъно rt сtсорости. 

Про екция вектор а относительного ускорения на наnравление отно· 

сительно ti ско р ости, равная У влияет на nро лет · тол~zс_о . через 

вели чи ну ~~} • 

Из сr.азанного следует, что наибольшей сsсорости и э.uенениfi про-

л ета движущиИся объект и це~1ъ JOryт ;.i. ОС~ичь, на правив свои векто­

Lt у с · о р е ния оол.Iинеа! но nр олету. 

Специф~ 1 ка раэличнuх систеи наведения опр еделяется инфорuацион 

HL!!JИ и эн ср гети чесюt А И ограни ченияuи, которые описываются нео6ра­

т и .шы и ~ нелине Иш.ши пре ()dраэов а нию.tи, не иuею~uи обратных. Инфор­

м ационные ограничения связаны с осо6~;;нностяuи характеристик да1'­

ч иков И l: 'Рарщщ :~ и и их полоRениеи в nростран~тве фазовых координаr, 

а таю:tе н t.:во ~uо ?.\НСiст.ью иэuерения некоторых фазовых координаr 

· о бъ~ 1иов и ошilбi~а.:.ш и.,uерений. 

Э · 1ергет 1 ческие ограничентАя оnределяют-с·я тиnами объектов, сре­

до /1 J :в к отор оИ осуце ствляется процесс назедения, зарасом энврrии, 

pacxu;~ гuo ;· на J Правле!!ие, и диа лаэоноu- иэuе}:f~ния уnравляю;д.их в-оз-
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действий. Далее nредnоложим, что иэвес!~ · ~ифференциапъные урав­

нения, описывающие относительное движение объеit~" : в процессе 

наведения: 

(2) 

Вектор К Вitлючвет в общеu случае координаты наводящегося 

объекта и цели, а также текущую меру точности наведения, поэтому 

уревиение (2) обычно называют уравнением сзизи. Управлеюtя IL. и/~ 

оnределяют движения объектов и зависят в общеu случае от измерен-

ных значений ~· фазовых координат R 
~{l)- случайная функция~ вкJIDчающая ошибки реализации управ­

ле~ия и отражающая неполноту информации об объектах. 

Энергетические огран·ичения системы наведения определяют сущест­

венные нелинейности функции f , а также дополнит льные условия." 

nри которых решается уравнение (2). 
Инфорuационные ограничения оnределяют зависюо~ость веRтора !1 

от 1 : 

(S) 

Матрица tf nозволяет выделить 11эuеряемые коuпоненты вектора "i ." 
а фуНl(ция ff - меливейности датчиков и переры:вы инфорuации. 

Соrруктурная cxeua системы наве;tения представлена на рис.I. 

§ ? • МЕТОдЬ! ОПТИ МИЗАЦИИ СИ СТЕМЫ HABFJlEHИЯ 

Задача оптииизации системы нанедении состоит в определении 

векторе уnравления tl , зависящего от вектора f!/l) , из усло­
вия 

( 4) . 

rде - оnерация uатеuатичеёкого ожидания, ~ - функция от 
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ошибки системы наведения., иоыент встречи t~ оnределяется ·усло-

вием ( 1). Наличие энергетичес1tих ограни. чении nриводи т к н · · обходиuо­

сти учетu nри uинимиэации (4) условиИ типа 

u(t)~_v, (5) 

где lТ - замкнутая область иэоnериметричес1сих огр оничоtшй 
~~ 

J 1( «) l, l) a~l- ~ ~ (б) 
• t(J 

·нН)О МuТ'ЭUDТИЧР.СКИХ ОЖ ИА<:JНИ.И o•r У СЛОВИ~ ( r 1) / 

li3D8 ДI, НИ Н/ • 

to - иомент начuла 

Прv этоы Y!l f> 8BJI8!1Иe долж но бить фи:зичеСlСИ rеuли эуемшJ, т.е. 

д ол ;-,{ ! f о э <.>~ И С(;ТЬ TOJiы~o от прошлых энuчснии наблюдаемои rеаJrи~ации 

п роц сссэ !1 , опv.ед~.:лпе:.sоr·о нщ~ а r.t~:: ниеu {З). 

Су ~(; CT JJ~ !Inbll ос O O t; iШOC Tn iНз сс ;.ни·р : i n ae rAo И в а и а :1 о н н о •i Jа JЩЧИ 

rJ I' J'J ~ ·;,ш l'l' CH YCJIO l.!И CIJ ( I). в д~тсрмини рОilШIНОМ случае и nри /~ =I 

oJ;(; снu : .. : те н 1t j iu;iи с:ц.i ош1оИ ;:н.sдu че с IШр аыетром • 

. ~с:1 . ~ ! Р.(;~!1 о л о ·с1'l'1, ч то иоиснт встречи ~ определяетсt-r условием 

н:: u ', z o i!I.H.Je ус;ловия onтиu8 JIЬHOC'fИ управления uoгyor быть записаны с 

.O ~!O .Ц bl'J Пр.1Н . { И Ло UaKCiHI.fJJ8 В ВИде [1] 

(8) 

г - п 

(9) 

j ( 10) 



~(tj)--1, ( II) 

Усnовия(6) учитываются nутем расширения вектора фазовых кG о р -

динат ~ 1 а uоиент ~1) оnределяется и~ условия ( 7 • 

Если цель таюсе осуществляет. оп т и w~альное управление 
1 

uа.ксиu /1 -

эирующее ошибки наведения., условие· (8) может быть лерелисана в 

виде., обобщающем результаты ~2] 

(г ) 

ИдИ 

(г ) 

в эавис•шости от стеnени вэаииной информир ов а нности цели и ниво- • 

дящеrQся объекте о стратегиях .. друг , РУ.-\ а. Пре.~полеrается" ч. о в 

процессе rtаведеаия · цель таю~е .ис11оль~Р '-Jт для уnравления векто. 

fl или некоторые его KOIJ понеuты. 

Иэ услов11й оптиыа;;.ъности CJieд;Jeт 
1 

что у правденне 12 (1) в 

~оuент . l определяется ЬУНJЩаей от иатеuат ~1 ческе · о о ~и~uн tн 

ошибки .в uоменr встре~d 1j; при известноИ рсализа ·~и и вс . -: то а 
ff ва интервале ( 1~ ~ l ) . 

J 
В частнои случае 

I i+ ) 

( 1:5) 
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для линейного уравнения связи 

с: 

; -:d'F ~ ~Jl., ~(1~j}, 
( Iб) 

llf: -~. (. '-= 1 
необходииые услоэ"я оnтимальности сводятся к нелинейно ~у интег-

ральному уравнению спец е JТ.ьного вида 

( I?) 

где ~ - nоложительная, в !'. - оnределенно-положитель-
вы е uа тр иr... ы" 

.!'_,- обратная fl ~гвтрица, 

.5(~, 1)- uатрице весовых фушщий уравнения ( I6) 

( ~8) 

оnределяется решениеы уравнения {I6) в момент ~ •. 
~ настоящее вреuя неиболее nолно разработаны ~~тоды реечета 

ли не Иных о !т и uальных систем из условия uиниuуме среднего :<ведре-· , 

та пролета в фиксированный ыои ент вр~мени 2j • Изложим вкрат­
це имею~и зся здесь результаты. 

ПредпОjiUJКИМ , что вектор фазо:вых координат объекта упра.вления i 

удовле твор яет с стеtАе уравнени~ ( I6). Результат изuерения коор~щ: 

i а т объекта и нфори&ционными устройствами олисывае!'ся р -мерныУ 

B6KTOJ10bl 

j'(f) -clf(t}l(t}-1- ~(t) 
(Pif} (,61л) (Ji~l) (;ЯI) 

Ради nростоты СЧI!Таеи, что векторы ~ , ёttt) , &Jtt) 

ВИ СИМЫ ПрИ l ~ l&. И 
r- .' 1 

(19) . 

вез а- . 
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d (il tt} il7rJ] =в ф J' 1Т- "'~ 
t! (l/(t) 17'{f) l & ~(l)t! t1- ;;;. 

(20) 

Определим систему управпения движущегося объекта~ которая на 

основе линейной обработки результатов измерений определяет значе-

ние заданной линеИной формы ~*' {f~ :в uоuент времени "%~ ~ 
{t.l7) (~11) 

( ~ ~ ~) с минимальной среднеквздратической ошибкой. Такие си-
стеuы могут быть пре~~ставлены матрицей весовых функций ~ (t. ~) ' 

(;1,.~ 

Ошибку . систеuы t! tl;) nредставим в Bti.zie 

ln 
га;у ·[~т ~(f".f)a'ftli(i)'l"r ~ 
4 . 1 

1 

1 

+ J ifr/ 5'rl;, iJ ~tf;dP- ~-r;r;;;. 
~ ( 

(2!) 

Расс:..атриваемой систеuе соответствует структурная схема рис .2.. •• 

Используя своt1ст:во соnряженных систеu [2] ~ в~ажение (2!) 

• для ошибки nреобраэуеu к виду 

' Jl 1 

~(~)·~~ .2{1,)~1:. ]'P(Z).{ff)~~)t# .. 
l i! т.. 

~ j1 т. rfJ grf/u djttt ... ] ~т: ~({;,. ь iJ-(f) а;; 1 22 J 
о • 

где Z /lj удовлеnоряе'f систеuе УРВВнен~tй: 

{
}- -L'rtliittJ-fi!(tj~(4, 7); ~ (23) 

1~~)--lt. . 

Проводя операцию усреднения~ nолучю& 
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Еслr ввести новые nер еиенные, удовлетворяющие уреnненияu: 

~~~ .- z ''yt);(([)~ (;) , 

~~~ = zr(t)tf(l)(;(t)€~{)f!2) ~ 

i""~ =fRr~t?;; l)ffi}/("1,)1) i> ~ 

(24) 

(25) 

то оконч а ·rельно за до ча синт еёв иожет быть сфорuулирована сле"д..vю-

:.,·,& на с ~ с т ема диф )1 ер е нц•~ едьных уравнений ( 2S) и (25), требует-, 

с н ш.: 'J вть ма·r ицу 5 (!_~ . t) 1 котQрая nри выnолнении необходи­
щ.LХ !{ I есв~;1:х у слов ; й миюшизировела бы средни.tt квадр ат оши бки 

(26) 

Отмет и r J что если ве1·:тор ~ моllет принимать произвольвые 

З! I '- :ншияJ то 1 рих одиы к задаче фил.ьтраr..ии. 

1 . р~шен ля ,:..ля · ешею~я ;,s · . ач11 nри~щн п маi\СИtJума JI.t:;. По нтрягина, 

n - ~ х оАи м к то~у~ что реш~ние задачи синтеза сводитс я к решению 

сл~.4 юще · . систеuы уравнений: 

• 

• 
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~4'/.,~~~~t?;t?~)~т~,b~ 
1 

· 1~lJiii~-f.t/rlJt~~ft~~ · 

~(~)==-1 2!;·,pt~;) J 

(2 7) 

Ура:ввения (27) ~оэ:воляют опредепить оnтиJ.аальную :весовую функ- ' 

~~ю с~стеuы не rо~ъхо при заданном ,l~(l) ~ но и nри . наихудшем 
nоведении проти:вника. В этом случае система на:ведения может быть 
о ~ . 
определена из успо:вий [2} : 

I max лиЛ lЧ:к r&t) .. ~~('1)] · с 2d ) 
;-.с~ -1 - . t·r (.1 / 

(2$') 

Решение задачи I rребует проведения операции uаксимизации no 

/tJ( f1 ;ц:ш cиctew (27~; р:шение заде~ П приво;циt к иа11енению 
уравнении (9) tо.пько дnя ~"';,1 в ~ ~ которые запишутся 
сжецующим образом: 



154 

~т~~ z!Pt1) (м.;; ilJ, 
'11- . 

;& ~~~-j~-ft;; .;~~r-fлим i;ttiJ":,rlJ} 
- . ~/ 17 

(~О) 

Если предполоЕить, что все воздействия, nриложеиные к системе 

управления1 и ошибки измерения являются случайными с нулевыu ма­

тематическиu оииданием1 вектор ~ - проиэвольныu, to замена в 

( 27) 

;;(i} ~ i!.f1(1} i (t).J 

P./tJ= ё С r ::: ("о о ot 

• (ЭI) 

nриводит к известному уравнению 1 котороuу долина удовлетворить 

дисперсионная uатрица оптимальной системы и оптиuальная оценка 

.разоnых координат 

. '*1" 't ;. с ,. _, "" .. ' • - • • 1 

• (З2) 

Если отсутствуют случа ~iные воздействия, nриложеиные к обоъек!У 

k(t) ё () , уравнения для оnределения сече.l:iИй оптимахъных 

функций веса uогут быть ;,елисани в ви;J.е: 

. (ЗЗ) 
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dl"~ 1) к: -.!. ~~f-(1} ifii; f:'(l) 
(''' i!. - - ~ 

l~rjj=- ~ ~;;;r~. 

Ее решение иuеет вид 

где ~(f.~) - nереходная uатрица объекта 
. l~, 

~=I rt''(Ji,~Jttr }}J~~r ./i)t!fP)?( .P.~)djl. 
~ .-

( .:)5) 

(36) 

Воnросы реализации оnтимальных систем управления с поuощью 

простых корректирующих устройств в настоящее время еще недоста­

точно исследованы. Алгоритш обработки инфорusци~, получаемые с 

учетоu дополнительных ограничений на управления, uогут быо:ь 

праttтически реали;;;ованы то.1ь : о с nриuенениеu вычислительных uа­

шин, и, кроме того, олт ииальные системы иногд~ критичны к воэде ~ 

ст:&ияu, отличным от расЧетных. 

Однако с~~стемы наведения, опт1iмалъные no точности в фиксиро­

ванный t~оuент времени" 11огут быть реализованы с nомощью стацио­

нарных корректирующих устройств. 

Действительно, рассuотриu, наnриuер, структурную cxeuy систе­

мы наведения, представленной в виде рис.3, на котором 

'fr;J,t}.j- иэвес~ная функция :веса общей части; ~ .. ti,r~;~(t,'Q 
~(t.z)- :весовые функции эа;tаиных ввенье:з,; ~~('t_ ~ - фУнкции веса 

1 корреатирующих звеньев. 



Предположим, что в результате решения оnжимальнои no точности 

задачи в- ·]иксированны:i~ момент времени найдены сечения весовых 
:=: .::> .:: . 

функций ~ (f11 t) . ( t:: t; .. . • л) , связывающих входы в 
точках ~ (~':"·/, .. ·~ /l) о выходом в точке С и определен-

ных на и нтервале (- оо $ f" ~ 1'!} • Можно показать, что интеr­

ральные уравнения., связывающие фуrшции веса замкнутой системы и 

отдеJIЬНЫХ звеньев~ nриводятся к виду 

- ~ '~ tJ,(t,.; i"lr:: JYo~<io_E1 tJ~~-~ ~.-."~ olf..ci'!Y.1t~~tJ~) t1 ~/} (3?) 
:::;'~ f 'ZI) "/ -

1 
-г.;. ! ::.-ч :..С:1 f=' ~~ -yfr· =f'l - 7 '1 7 / ' 

rд@ floB =jfJJI,.J•-J.~(~/l}d:JL ~ 
Преобраэование Лаnласа no nеременной lf- ~ от обеих частей 

( 37) в случае стьц и о 1арных корректирующих фильтров ~- tl-1} 
nри води т I< следующему соотношению для оnределения ff:· /.i) 

(38) 

Приведе иные uетодu синтеза явлrоqтся . общими для таких, на пер­

вый вэ rлю , · разли чных сие те и наведенин, как системы самонаведения: 
1 

телеупр(j вления и автонои :ше систеuы. 

На рис.4 nока ааны nр :н.!еры структурных схем систем самонаведе­

ни я, телеуправления и автономного уnравления. 

Bceu систеuаu наведения. обычно свойственно измерение коордииа!! 

д вижуще1·ося объеr!та (YJIO) непосредст:аенно на бортах движущеrося 

объекта (JiO). 

Система самонаведения отличается тем~ что в вей на дВиzущеuся 

объекте осуществляется измерение относительных координв~ (дК). 

Сис~еиа телеунревления отличается !еМ, Ч!О в ней измерение 

ь бсо но тных или относитеJlЬнuх ко ординаt цели и .ztвпущеrося объек­

~а Пр01 3ВОДИТСЯ В Тр етьей ТОЧКе (ПОДВИЖНОИ ИЛИ НеПОДВИХНОЙ)• 

с .;юри ул~t i, о.ва ные к оы о ! .l!.Ы nер едаются на борт по Jиtнии связи ( J~C). 
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Системы автономного управлении отличаютои тем, что в них зара­

нее определенные координаты цепи запоминаqтся иа бор!J движущеrося . 
объекта и на основании вычиспеин~ относительных координат вырабат» 

веютоя команды управления. 

На отруктуркых схемах: 

КС - кинематические соотношения, связывающие координаты дели 
,, ' 

и двиzущеrося обьехта с непосредственно измеряем~и ~~ли-

чин8Jiи. 

ОИ - ошибки измерения; 

КФ - корректирующие фИльтры; 

в · ~возмущения, деИgтвующие на двииущийся объекt. 

§ З. ПРИМЕР СИНТЕЗА ОПТИМАЛЬНОЙ ПО ТОЧНОСТИ СИСТЕМЫ НАВЕдЕНИЯ . 

(СИСТЕМА САМОНАВЕдЕНИЯ) 

Рассмотрим пример синтеза оптиuальной системы саыонаведения · в 

плоскости. 
• 

Примем, что звено киаема~ичuских связей, в nредnоложении посто• 

я~ства скорости сближения ~ объектовJ описывается диФФеренци: 
алькыu уравнениеu 

(39 ) 

rде ~ - вре&~и само:~аведенИя; 
~ - уrловаи скорость Ливии визирования; · 

~. /;:,1- соотвеtс~венво нормаnьине к линии визирования ускоре­
t 1 t1 

вия цеnи и иазодищеrося объек~а. 

Jчтем ~п~е воэдейс!В~я: 

I. BaчanнJD _ ошибку наведения. Ыrновенные значения угловой ско­

рости линии визированиR и пролета связаны соотношением 
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( 40) ~ 

Примеw" ч~о начальная ошv.бке является случайной величиной с за­

~ анн о i' дисnерси ей dtь . ~ М [а;~ ] : () 
~ - I T~ 

2. Маневр цели. Рессм·о~ю_. его как случайную величину, характе-

ри зуемую ее ди с ;, ерси ей ~~~- ,. 4f [,Ji;Jj=o , nостоянную в течение 
в с ег о вр еме {fи, :на котор ое рассчитывается оnт н:альная систеuа. 

3 . n остоянную о r:: и бку ilзм ерения" хврактериауеиую дисnерсией 

~, 1.1[f!/= о и г.редставляюЩJЮ доnолнительную л_о1!ную уrдовую 
око. ость ~инии визирования. 

4. Помеху 
1 

в о з никающу;-а _ при иsв ерении угловой скорости линии ви­

оир о 1 ания. Пре~ nолагае·тс.n:, что nомеха является аддитивнЫм с;1гнелоы 

по Уl'ЛУ линии визирования с корреляционноlf Фу~кцией 

( 4I) 

5. В озмущения, де : ствующие на дви~~щийся объект" учитывать не 

будем . В связи с эти 14 измеритель собственных к о ординат движущего с я 

объекта будем считать отсутств _:пощиw. Такое уnрощение доnустиuо., 

е сли nри расчете учи тыва9тся маневр цели. 

С · чет ом _ с деланных nредл.еже :-г й о :входных сигналах для задачи 

си · т ез а с :1 стемы самонаведения урьвнения о6ъе1~та запишеu :в виде: 

( 42) 
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ИамеряетоR веJrичина 

!·~г~~ ~т.~ 

f(f) •//0, ~ f, О/1. 

( 45). 

( 44) 

Пер входная маоrрица системы (42) легко оnределяется и может бrпь 

представлена в виде 

(~;)~ 
() () 

1 rt·z: -J ffA-l~ ~~~ . r. 1 - - - ·1 

- -(l;r-l)(l-r) 
( () 

:!tl,t):: 
11-t 
о о 1 о ( !6) 

о (} () 1 

Будем отысю1.вать сечение функции веса, свяэЬ~вающей изиеrяемый 

• угол линии ВИ,ЗИро:вании ! (fj с rrpo.пeтou., из у слови?. ~иаи:.ауиа • 

среднего квадрата nролета в момент 2/ за некоторое вреuп 
J,. ~)- ~~ от момента вотречи. 
Поскольку пролет связан с к о ординатой "'ff' :. ~ со л но · еюtе~ 

( 40), то в каче«;тве вектора ~ следует · п;н:нять 

~~()~ z~~ 
~= 

f) . 
( 46) 

( 47) 



] . nредnоложении некоррелиро:ваннос:rи lШЧ&1lЬI ! ori ошибки кане:вра 

цели ~ оши6ю1 измерения ША дисnерсионная Liатрица начальных 

сло:вий запишется !rак: 

~ о () о 

ё.~ () о р () 

~~ (48) 
о о ~~ о 

:;.~ 
о () () 

l(ti 

Подставляя :вы.ажения (44 i-~48j :в ~33) и nроизводя некоторые 
. .. . .. 

nреобраз о:вания для определения фуНIЩ iiШ веса к~ ( ~'~ r) , с:вязы-

:вшоцей V(t) с угловой скоростью линии виз11роiан~я, nолучим 
уравнение 

(49) 

Здесъ принято, что система самона13едения включается в момен!l' 

вреt.iеаи ~7 =о , - , 
Для уnрощения записи уравнения оптикальвести 

следующие оnерации: разделим обе час~и уравнения - - - ~ 
обо ;з нJ.чим J'~ -=д ш_~ · J_:- о' tsVJiJI~ 

! !'1 / 0 i 7р, ) ("/ = 
ну 

(49) лроиз~едем 
JЮ:А 

на ~~ f: . ; 

сдё'nаем заие; 

(5С ) 
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фуНl(ЦИЯ :веса W~ f,~f-?) С~ЯЗЫ:Вает Ве]JИЧИНУ ;, - 11ИВ81: 
вое расе оrласо:вание, де ленное на . ыодулъ скорости- сб~шаения с 

угповой скоростыо линии :визирования, умиоsеиноИ на врекя 

~- 'J.- {л , оставшееся до встречи 11А с целью. 
С учетом :введенных обозначений уравнений ~IS; переnишем в ви.це 

'* ~~.fJ· ~'fftf :f-)<! .. Л!i r tfj,t r~~.;Q)d~ .. 
':;1) , '~r " . - f {51} 

+~ rr~(~.JiiJ;r/~a'~ .. ~f(~-fJ. ~(~~J~j/9rEld~} 
( r.=-~ (Af_ ""' т.. d!}-f} 

~g;~-i')~~ f/1/,~, .. t2,4J~"'n~ ~ . 
Решенх~е уравнения \5!) или, что то же calloe, уравнения \49 ; 

дается фораулами \84;-\Эб). 

Дисnерсия оnтимальной системы может Оыtь записана следующии 

образом.: 

!:(~):! ~~!~-.fc?[ ~/{~)~d,o) 
,.~ ~~;4 frtj-i~-J~fif.iJJ1~P'd/i} 

§ 4. НЕКОТОРЫЕ ПРОБЛЕi·Л НЬ!Е ВОПРОСЫ ТЕОРИИ НАВЕдЕНИЯ 

' 52) 

В настоящее время рзсчеt систеы н~:ведения nро:водитси . в два эта­

nа. На nервом этаnе кинематического исследования :выбираетсн з~~оп 

наведения, оnределяющий связь фазовых координат на:водящегося 

объекта и цепи в идеаnьвых условиях без учета ошибок инфорuадион­

аых элемев~ов, веко!орых энерrе!ических ограничений и при задаи­

ном ааконе движения цепи. На B!Opou, динамическоы этаnе nиmь 

уточи.чю'l'СII па раметри ст-nаtива.оо ю~: ф.изrь7ров. 



Изаоиеввый. в ~окпа~е метод nозвоаяет решить ~аНИJ» &84аЧJ с 

ОАВовре~еввым учетом кинематических ~ динамических вопросо1. При 

этом учет ошибок намерения фазовых координат • аиерrетических 
оrраничевий оnреде1иет струкжуру закона каведеика, а ве тоаъко 

ero параметры. Без учета спучаИных ошибок сущесtВуеж бесчасаев­
вое мно.ество законов наведении, а при их учете задача оnтимиза­

ции имеет единствеиное решение. Известные в настоищее времи за­

коны вазедевив представляют, на ваш ваr1яд, аишъ удачные частные 

решения общей задачи. Иссnедование этой задачи мо•ет ивитъси 

предметом дапьнейшеrо развитии теории ваведевив. 

Как nоказывает исследование рассuотреаных задач, rиnотеза о 

движении цепи существенно влияет на структуру · с,стеuы вавеАевии 

и характеристики ее ошибок. В настоящее времи nредполо•ении о . . 

характере двю~tения цепи основаны на типовых законах из.аененин ее 

фазовых координат. Более nравоиерним с точки аревин рассмо~рев­

вих .аетодов являетсн определение rиnотеэы о дви•ении цеnи в зави­

симости от стеnени ее информированностИ о фазовых координатах 

наводящс z~ся объекта и ero системы . уnраьленин. Решение этой 3ада­

чи uожет быть основано на · методах теории иrр и их развит•~ nриме~ . . . . 

нительно к вопросак оnтимальноrо уnравлеnил nри ва1ичии. сцучаИШЫI 

1SОЭ~.tущений. 

С одной стороны, точность оптимаnъвых cиcrew ваве~еиив, рассчв· 

танных без учета ивформ~иовных • эверrетическит. оrравкчеааl, 
достаточно высока и сущесr.вевно умевьшаетса прк . учете оrрав•чеви~ 

с друrой - учет оrравиче~й существевво усаоаваеt сксtемн ваJеАе­

ния и nовышает их криtачвосtъ & Пр8АDО1оаовавм od ус1а111Х фJакцJ· . 
онировакия систем. Системы ваJе~ван пр• а~ ОПIСква»тсs веnа- . 
веnнuwи оnера~о~ам• 4аае в сцучае raJCCOIЫX воа4еlствх1. B: to ае 

времи и~иервые мето4ы Р'Шеви~ задач уnравхевин с учетом оr?ави­

чении и п~осtоtы реалАза~tи еще ne nолучили иеобходимоrо разиитан 
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Otcytctвyюt прибаиаевнне общие меtоды сивtеза коррехtирующих 

усtройсtв в неnивейаых СА1 и nри сауч~ВЫI воздейсtвиях. 

Поnытка объединиtь сущесtвующие разпичвые меtодики расчеtа 

сисtем наведении всtречаеtси с серьезными tрудносtвми в свизи с 

О!оу:с:вием меtодов оntимизацик CJY при оrраничениих их ctpyK!JpЫ. 

К з:им задачам отвоситси, например~ задачи оптимизации весtацио­

нарных систем с nомощью сtациовараых коррек:ирующих усtройств 

иnи неnинейных сис!ем · с nомощью аивеlвмх звеньев. К решению 

указанных задач час:о сводятся :ребо•авав npoc:otы и иадеаности 

САУ. 

В решении зtих воnросов - одна из осно•вых пробаем теории 

наведении. 

JIИ:I!ШlPA 
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