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СИСТЕМЫ С ПЕРЕМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ В 
3 дАЧАХ ИДЕНТИФИКАЦИИ И УПРАВЛЕНИЯ 

· ~1НОГОМЕРНЫМИ ОБЪЕКТАМИ 

С.В.Емельянов, Н.Е.Костылева, В.И.Уткив 

Институт автоматики в телемеханики 

Москва 

С~Р 

При расскотрении различных задач сивтеза в классе систем 

с переменной структурой в большинстве случаев предпоnаrаnось 

[I-7] , что в системе имеется одна управnяемая вехичина и од­
но уnравляющее воздействие (или в · квоrосвяэиых системах чис­

ло управляемых величин _равно числу управляЮщих воздействий · ), ~ 
а само управляющее воздействие формируетсв из вехичивw ·ошиб -
ки и ее производных. С практической точки зрении такой подход 

может натолкнуться на существенные технические тр~ости1 свв­

занные с получением производных. В то ~о времв во кноrвх еву­

чаях иuеется возможность дns измерения не тоnъко ввивчины оши~ 

ки, но и каких-либо дополнительивх координат, характеризующих 

состояние системы. Этой возuожностьш цеnесообразно воспожьао -
ваться nри формировании функции управления. Друrая особеввос~, 

которая зачастую присуща системам автоматического управлении , 
заключается в тои, что управляющие воздействия ко~ быть при­

хожены к различныu точкам объекта, т.е. управnение ввnветсв 

векторной величиной. 

В связи с этим представляет интерес расокотретЪ возкожио­

сти уnравления в классе систем с переменной структурой ~ об­

щего случая , коrда фуакциs управления формируется с · испоnьзо­

ваннем информации в виде каких-либо координат системы~ вооб•е 
говора не являющихса ошибкой и ее произБодныки, а сама функция 

уnравления является векторной величи~ой. Движение !акой систе­

ыы nри отсутствии внешних возмущающих сип описЫЕается дифферен­

циальныи уравнением 



(I) 

::с.= { :с.1, .. ,) Xn J-n- кернd век'fор~ харак'rеризущий сос-rоа­
вве сис'fе&, 

U =(L11, ... J U
117 
)-т - кервьdt :век'fор упра:взiеввя, 

А - п -< n - кервав ма'fрица с пос'!'ОИВИШIИ эnемевтаuи 

Q i/ (i 1 i= 1., ... 1 tt)~ f3 - nY/11.- 118рИаВ матрица С ПОСТОЯННЫUИ 
эхемев'fап '8ij_ (t =1:J ... .JnjJ=/, .. /n). Относительно управления t.l 
nредп<Шагае'fсJI, что кuдаа вз ero кокпонен'f u1 J ••• " LL т 
аваsе'fсв сукмой :воздеRс'fвий по каким-либо координатам систе -
мв, причем коэффициен'fн воздействий являются кусочно-постоян­

внми фувкц8ИКВ и их взмевеиие осущест13J!яется в зависимости от 

сос'fоявив сис~екы~· Именно :в атом и заключается переuенвос~ь 
с'fр~урк рассма'fра:ваемоl системн~ 

ПpeдпOJIOZИII, что простравс'fво координат систеw с покощью 

векоторой совокупвос'fи rвперnпоскостеl разбито на области, :в 

к~оl из ко'fорнх система обладае'f !'Ой или ивой линейной cтpy­

K'l'ypol. На rранвцах областей происходит изменение структуры , 
в резуnъта'fе чего функция упра:вnевия коzет претерпевать раз -
рвин. В 'fаквх системах при :внпопвениИ определенных условий 

:воавикае'f скохъзв..И режим~ характеризуемый тем, что траекто­
рц иэобраzащеl 'fОЧП принаДJiеzит границе разрыва [8} • Если 
дии88ИЧеские показатеJIИ двикенив в скользящем режиме удовле!­

:ворВИ'f каким-nибо !rребо:вавияк, npeдъввnяellblll к cиc'feue авто -
ма'fическоrо управлении, 'fO цежесообразво такое управление , 
при ~орок в хюбой точке rраницн разрыва выполняются условия 

с~ес'fЕо:вавия скопъзвщеrо реzима~ Тогда после попаданив изо6-
раzаащей точки на границу разрЫБа в системе возникает и не 

прекратитсв д:виzев•е в скаПьэящем режиме*!. Такой метод син­
-rеза ~ вспопъзоваnсв в работах [I-7] для случая, когда уnрав-
жекие ~ется окаnирвой функцией координаts ошибки и ее про-

W/ Вопрос о попадании ввобраzающей точки на rравицу раз­
рыва эасцуzивает специального изучения ·и Б вастоящей работе 

не расскатриБается. 
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.взво~, а схопьз~ pesиu орrан~уетси на некотороl r.пер­

пжоскоС!в в пространстве этих координат. 

В настоищей работе описавнuй по~од б~ет испоиъзован дхи 

систем с переменной структурой бапее общеrо вида (I) в пред -
пожоzении, что каждая из компонент вектора управnения авnиетси 

воздействием По управляемой величине (пусть этой вехкчивоl бу­

дет координата з:-1 ) со скачкообразно изuевJ~~ЩИJ~сЯ коэффи -
циентом воздействия. Как б~ет показаво нИiе, в этом случае дnв 

форuирования закона изменения стр~уры веобх.о;циuо петь инфор­
мацию о параметрах объекта. Если эти параметры заранее неизие­

стны, то возникает задача идентификации жинейного объекта, воз­

uожности решения которой будут также расскотревы с по•ощью ме­

тодов теории систем с переменной структурой. В закnючение при­

водится алгоритм, с помощью которого осуществиаетсs ~евтифи -
кация линейвой дивамической системы второго поридха. 

I. Выбор управления 

Рассмотрим случай, когда управnение является вехторной ве­

личиной и движение системы описывается уравнением (I). Предпо -
ложки, что изменение структуры системы и, как следствие, скач -
каобразное изменение управления ll будет иметь место, есnи 
в пространстве ( х1, . .. , Xn ) изображающая точка попадет на не­
которую гиnерпnоскость_ ~ , заданную уравнением 

.!== (с, ::r}:.: О_~ (I.I) 

где C'=(C1J .. . , Сл}J tJ11 ... " {'л-CO!lJfJ Сп= 1. 

Как уже отиечаnось, в такой д1mаuической системе uoseт воз­

никнуть скользящий режим и для его возникновении в окрестности 

rиперп.лоскости S должно выполнять си не равенство [ 2] 

JJ <о (
. dJ ") 

J= dt . (1.2) 

С геометрической точки зрения условие (1.2) означает, что » 
окрестности границы разрыва ~- фазовые траектории обеих 
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с~рук~ур иапра»nевы »с~речио и посnе попа~анив на ~ взоб -
paaan.ss точка продохzает с»ое движение в скоnьзящек режиме 
по ~раектор.ак, принадиежащим этой rиперпnос~ости. Согласно 

жаиноll)' в [ 8] доопреде.певиn в течение этоrо вида двиzения ве­
ктор фазоиой скорости направлен вдохъ rиперп.поскости ~ , и , 
схе~оватеиьио, в скоnьэящек режиме справедливы соотношения 

J=O J 

. 
.J :::..0. (!~3) 

ВнвсВВII, какими ~вффе·рендиалыn.Diи уравнениями описнваютсв 

раэхичине в~ скоnьзящих режимов, которые коrут иuетъ место 

в рассматриваемом кпассе систем, если каждая из компонент 

U
1
, .. . J U т вехтора U претерпевает разрн11н при попадании 

изображающей точки на соответствующую rиnерnпоскость в проо-

траист»е ( :Х f' ... J :Х n ) • 

Пусть ска.пириая фуикци~ U т претерпе:вае.т разрЫВЬl на 
векоторой rиперпхоскости S , эа.ztаниой в пространстве 
( х1, ... , х n ) уравнени~к 

f 1 f 1 f 1 ( 1 
j = (t.I.X)=O 'где »етор с = (с f) ... / с")/ Ч)· .. ,Сn-COILJ ) ( I. 4) 

с~:!. 
S f . 

При выполнении условия (!.2) на rиперnлоскости :возникает 

скользяЩИЙ режим. Получим уравнения движения изображающей . / 

точки :в скоnзящем режим:е по траекториям, принадлежащиы S • 
Как ухе отыечалось, 11 скользящек режиме имеют место 

равенства ( I. 3) • Из условий j f = О , j 1 = О и уравнения 
~ваевия ( I) находим 

Л·l 1 
xn, =-Е с; xi,) . 

t• ( 
1 ",., - 1 . f n- f f t 1 ( I • 5) 

ц", =[t",,cJ ?. (~; cJ L11· -1!. rf 1 [:. [fai /')-С; (0Ф t J J7· · 
j-1 , l' 1111 J d': f Q (/ 

в (I.S) а1 (j = 1, .. . , n.J, f;· fj= ~ ... ,т)- столбцы катриц А 
и В , ( G", 

1 
С 1) =1= О • В результате по.ztстановки поnученнш: 

значений Jrn и Ltm в (I) onpe.ztenим .ztифференциаnъвое урав­
нение n -I-ro порядка относитеши о .Х1,. · ·1 .Х n. t с т -I-мер-
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нык управлением, описЫJdю~е движение системы в скопъзи•е• 

режиме 

(I~б) 

Решение уравнения (I.б) оuетси npoeiЩИel ре•ев·u· ис­

ходной систеw в ско1IЬЗищем pezИIIe иа ПО.tПРостравст:во ·· с tr1 J- .. ) • 

5rn-f ). В этоu подпространстве можно такzе иыбра~ rипер -
плоскость s 2 

' заданную ура:ввеииек d 
2=-{с f х /::. о, е~ 

.t z. г ' г ==(Cp···JDtJ-I/J С11_ 1 = 1 и за счет разрывного упра:вnев~ 
2
LL m· f 

обесnеЧить возникновение скохъзищего реавка ва ~ ~ Оче -
видно~ что движение в скоnзищек режиме по uвеlиому поrо­
образию ( n -2)-го порядка, опредеnвекому в пространстве 
( х1' .. •J .х n ) пересечением J f и $ 2 

' будет описн:ваnси 
дифференциальным уравнением ( -2)-ro пор~а о!Иоеитеnъво 
.Z. != ( X1~ ... .~::C17.z) С (т -2)-мерншr управхеивек U2={~,....,1/~2) 

Повторяя проведеиные рассуидении ва К -ом ваге по~ 

чmt движение в сколъзящеu режиме ( n-к )-го порядка по пере­
сечению гиnерплоскостей s; ... "S 1( , заданвых ураввевiWIИ 

i / ,· i-1) о . 
J ='С') ~ == ~ (I.S) 

r:zte вектор tt'~(Df~ ... , C'j_L.+t)J C'~-i~,={, вехтор .x'=f..z;" .. :~:L11_t.J 
L. = t; . .. , К1 f ~ k ~ т J .:;С0= .:r. 
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1рuвепе иоrо ~евu оsоспевио коор;рва~ Х'f' ... ,.х'л-к 
пее!' вц 

d:rJ( AJ( и 41(1JK ---= :;r + ц ·w ·. df . J . 

k= 1, . .. ., rn, 

(I~9) 

Верпий вцекс ~ а · • ·С JК&ЗtDae! .ва !'О, uекев!'~ ка­
кой матрицы авпаетсs ~аивав веnичива~ ~ойвой .виавий ~екс 
- на номер с!'роки • стоnбца, о~очиыl виквай ввдекс JК8Зн­
вает на то, что ~аввнй эжекевт ивnаетсs вектором-сто~цок 

и ва ero вокерi Предпоzаrаетса, . · что в (I. IO) ( G,:;.~-~~jf/=1 О 
JtJIS Dбoro К • 

,llml CJiyЧaa, xor~ К= т поJiуЧаек .uвеЬое ОЮ~ородвое 
/ 

диффереициаnвое урапение ( n. - m )-ro пopQU 

ci ~т- А"' ",.т 
crf ~ ·· (I~II) 

Как видно из (I.IO)~ (I~1I)~ при одвоврекеввок возвиквове­
к ии скоnзящеrо pezИ!la на всех rl@ерtшоскостп S ! ... ) .S т 
д~иzение ~ системе описнваеtсs уравнением с кеиъ•еl, чем 

~ 
у исходного размервост~ю и зависи! от всех хозффициевтовСz 
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к 
Есжи за счет соо~~етствующеrо внбора коэффициентов Cz уда-

ется наделить это движение требуемыми динамическими свойства­

ми~ то каждую из rипермоскостей S Jt :в пространстве ~~ .. jt11_к+~} 
цеnесообразно сделать rиперnnоскостью схохьzения. Тоrда в ре­

зухьтате посnедоваtеnъвоrо пониzения поря~а дифферевциеnъво­

rо уравнения движении в скользящем режиме фииаnъиав стадии 

процесса управления буде~ описываться уравнением (I.II). По­
пытаевся решить поставленную задачу ~ xnacce систем о пере -
менной с~рухтурой. 

Выберем cкSJIИpнyD фувкци1) LL ,." -к~1 таким образок~ чтобы 
дм систеw, описываемой ураивеввек 

d к~ . 

ol
xl: = А x-':rк-t..,.. 8 1с-1 L1 k-J' 

(I.I2) 
.· 

усJiовия существовании схоnзцеrо реаика (!.2) :выпoosuctt в 
~ю6ой точке rиперпnоскос~в ~t ~ задавной :в пространстве 
( .::С1_, .. •.1 .х n--k + { ) урапеввек 

k ( /( k-1} о .1 == С1 х /= . (I.D) 

Б~ем считать, ч~о каzдая из компонент вехтора упраВiе -
вив ивляетоя воздействием по какой-либо одной координате, на­

пример по ;r1 , со скачкообразно меииющимся козффвциевtом 

· . ~J-i. при 3 rn-i+f .::e-t ~О . 
LJ.::-ЧJZ1 lflL=. · i==~ ... ,mJ (I.I4) 
' . '. J' при :5 ",_ i+~ :;t:f <. О 

где ,t' -~ ;в'- coл.St • (ЭаметD~ что ав8Jlоrичвый aJil'Opпм )'П-
ра:мевм расскатри:ваnсs в [ 2] ) ., · ~< . 

Определиы величину ~~ ва rиперпnоскос~и ~ из (I.I2-
-I.I4) 

11-К 

'К ~г~ 'f·l k)- .k!J k-1 C'k)7 ·-f! lc'·l I<J-
j =~f(al' С С) {аn-кт-t) . ;JX; llat J С; 

;-г -(I.IS) 
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• Х /. K•l l{j_ . ~ ft':•l ~k Jy).fcX·I е~} шm-K-t!Jx 
-с" ( QЛ·k~1 J С j 4- { l/ J j { ~ m·I<+IJ / Т р (. 

j=1 . 
. ~~1 

Опетв, что соrжаско (1.-14) ве.иичива (/) скачкообразно 
изкеuе!сs на r:иперiUiоскости .S к • . Из (1.2) в (1.15) по -
жучаек кеобхо~е и достаточные ус.иовив сущес~ованив ско­

жъа-.еrо реаиuа в пмбоl точки rвперnпоскоств 

(С".., et JJ"'""+~fa "~" 1-е." tl""' J' ( 1-mi n 'i! ( t ~-'е) У/{ 
m-K+(J JfA' { .._ 1 J J 1 ~~ /7-1(-rt / CfJ,~ .. , <p11t-IC j•l< 1 

ECJIB yCJIOBИJ! (1.16) ВIШОЗIВ61Ш ДХR 1< = 1, ••• , n7 , ТО RSZД8S 

ИЗ rиперiШОСКОСТей 8 1: • • , S Л7 - будеТ rиперПJIОСКОСТ:ЬJ> СКОJIЬZе­
НИВ. 

Замечание. При синтезе ;mравления выбор коэффициентов 

J.. k и ft ~< СJiедует начат:ь с J. и .ft 1 
, так как согJiасно 

(1.16) все последующие значения этих коэффициентов зависят 
от предыдущих. lt 

дм расскатривае•ого закона уnравления ( I. I 4) все С 7 

дохквн удовхетворят:ь второй группе усповий в (!.16). Оче -
в~о, что описанным апгоритмом целесообразно пох:ьзоват:ься, 

если в рамках этих ограничений движение системы в скол:ьзs­

щеu ре~ике, описываемое уравнением (I.II) удается наделит:ь 
требуеuнки динамическими с~ойстваки. 

2. Методы сиетек с переменной структурой в 
задаче идентиФикации линейного объекта 

Реапизация поnученаого выше алгоритма управления тре­

бует информации о параиетрах a,j уnравляемого объекта. 

Однако в ряде случаев точны.е значен.ия этих постоянных пара-
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метров коrут оказатьси заранее веизвествнки, например, ови •о- · 

гут ыенятьси при переходе от объекта к объекту, иnи в том сnу­

чае, когда регулятор предказвачаетси джв управиевиs разхичвы­

ми видаки объектов. Наконец, коzе~ оказаться~ что параметры 
объекта uеня~тся, во вастохъко кедnенио, что в пре~еnах одно­

го nроцесса управленив этим изменеввек можно превебречь. Во 

всех этих случаях возиеает задача идеи'fификации, которая сво­

дится к оnреде~ению nараметров nинеlноrо объекта известной ст­

руктуры. Рассuотрик возкожиость решения э.той задачи ке'1'од81Пt 

сиетек с переменвой струх'l'урой. 

С этой цеnью paccuo'lpиu пре~аритехьно следующую вспомога­

тельную задачу. Пусть некоторое дивамическое звено первоrо по­

рядка описываете& уравнением 

~; = (a,j(f) }, (2.1) 

где векторы a:::(a-r)···,an)/(f):(/1(t), ... 1f"(fJ}~ ai-con.sfJ /t (f)-
- произвольныв линейно веза:висИJIIiе функции времени, (t:t,J(t))-
- скалярное произведение. Предпоиаrаетса, что :внхо~аs :веиичива 

:с и функции }i (t} известны. Задача сос'!'ои :в опре~еnе-
вии неизвествнх коэффициевто:в c:t. ~.· • 

Дли решенив задачи построим модеаъ с переuеввоl струк~оl, 

описн:ваекуа ура:ввеввем 

r,це :вектор 

dv d t = 1.1 , упраuевие 

Чl= (~)·. •J ЧJ" ), 

Чi ={ ;i при /i. !7 О 

при f;. :1 <. О J 

(2.2) 

(2.3) . 

(2.4) 

(возмоЖный диапазон значений коэффициентов а; бJJte• считать 
из:вестныы), 
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(2.5) 
Как ~идко КЗ· (2.2) - (2.5), структура кодели ыеняется в 

за~всикости от рассоr.пасоваиии внхо~ ~еличин идентифициру­

емоrо з~ева х и кодеп 'f • 
Дда иссnедоваиив ~озкакинх видов движен~ в этой системе 

из (2~·I), (2.2) в (2~5) опредеnик величину .f 

J-= ( {Ct.- '#), 1) . (2.6) 

Cornacнo (2.3) - (2.6) фувкции :1 и 1 имеют разнне знаки. 
Пoэ!OIIJ иэобраzаюuя точка ва IШоскости (r)t) всегда nопа -
,uает ва пpfDIJD S ( J= О) и пoCJie попадания д:вихется по S с 
вуnеввк рассоrжасо:вавиек :в скоnзmцем режиме~· 

При работе система :в скопъзищек режиме уnравление меня­

е!сs с бесконечно боиъшой частотой. Cornacнo дооnределению 

А. Ф.ФИJПШпоn [ 8] :в скоnаищем реzиме i= D и 

.li=(a,J). (2.7) 

Управnение LL · •заставnиетn изображающую точку двигаться 
~ по пpЯJrol .S , причек U , как это ви;цво из (2~ 7), зави -

сит от параке!ро:в Cli. • Однако, реализуете& упрамяющее 
:воздейс'.f:вие без измерения этих пара·кетро:в за счет ско.nьзяще­

rо pezиua. Необходимо отметитъ, что соrласно (2~7) оно явля­
ется непрерв:виой функцией. Это происходит потому, что введен­

вое дооnределеиие усредняет в каждый момент времени uеняюще­

еся с бесконечно болъшой частотой управление . Оnределим да­

лее среднее значение каzдоrо из ~· • Для этого закон (2.3) 
изменения ~ удобнее представитЪ в форме 

r.p . ::; 
{ (2.8) 

Пуст:ь :в течении uanoro интервала :времени А i ;ц:визен .:~е 
:в системе происходит сnедующим образ ом: время д t1 дв ~~енr е 
соответствует структурам !>0 , время .d t г двr:· ние соот­
ветствует структурам .:! с::: О , причем d t 1 + d i 2 -= d t . 
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Тогда 

Чli Cf' =- r (!-<;А+ .Ltii !lffn/; )-t 

+ (1- r) ( .ti ?~'- .L;A lijnfi ), 
v_ дt-1 
4 - 4 t . 
Из усJiовии J = О найдем энач е ни е У 

n 

'[;fat-.Li?< + .Lt;fii Ji~n-./t) / i 
У= t if .tг.А) :!lfpz /; J /; 

t=f 

(2.9) 

(2.!0) 

Оче:видно (:::. со n.S t • есnи отношение ~еоэффицИевто:в uвel -
вых форк постоввво, т.е. 

( J,,. .. j;") 1ifn /~ 
(2.!1) 

Из (2~-II) получаек значение J i • при хоторок :вепчв­
на r не uенвется :во 1Jрекеви 

(-ct~- fJ(,L" -f-л)Jljnf"-J.i (- tl:n-~ /f?ll-/t 
Ji=Ao== .L;fп ftjn j,.- (-а n-,1";)~ !ijtt j; 

(28!2) 

Если :все fl i удовлетворяют условию (2.!2) ~ то У= coи..sf 

и :в силу ( 2. 9) Ц,: · Cf :: с о nJ' t . Согласно доопредеnевию 
скользящего режима i:::::.. О • поэтому :в силу линейвой веза­
:в .исимости фунrщий h." из (2.6) следует 

(j) ер = а или lfi cf -== а i. . ( 2. I3) 
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Таким образом, есп i' -= con..S t ,то измерив среднее 
значение ~i 'f , поnучим значение ai•l. Отсюда возникает 
кысnь: пос~е того как ве~ичива ~ станет равной нулю, по -
хагая коэффициент ;бп постоянвык, так менять каждую из фик­
с~рованвнх Jiинейных струхтур кодели за счет J31) ... } ftn. -i, 

чтобы поддерживать значение ~ постоянньш. Наметим один из 
возкоzных подходов ~ решению этой задачи. Имея в виду, что 

в искомой точке б' (')=0, i=iJ . . · ~ 1t- f , поnучаем систему 
( n - I) уравнений с n -:-I неизвес~нm~и ft-t, ... J jЗ п- 1 • Ре -
шить эту систеuу можно, например, киникизирун функцию "_, 
~ / r (iJ/ одним из известных. методов поиска экстреuума. 
Если при требуеllьtХ значениях fl t экстрекум единсnенный, то 
параметры а~ будут определены при nюбых начальных рассогла­

совgниях величин а. l. и fl{ l!f· ; если ze Экстрекуков нескоn­
и о, то существуют_ ограничения на допустикые вача.пьные рас -
согхасования. Подробно вопросы, связанные с поискок требуе­

uьа: значений коэффициентов J i , будут расскотревы ниже 
для системы с двумя неизве~тньши паракетраuи. 

Из изложенного вытекает способ определения параметров 

управхяеuого .объекта. Действительно, иuея в виду тот факт, 

что идентифицируемый объект описывается уравнением 

dx 
dt 

(2.14) 

и/ дм IIЗuерения К' и 'llt.· ер. uosвo воспОJIЬзоватъсв ре­
nейныu эnекентоu, входная и выходная величины которого сви -
завы соотношением 

U. - {А" цри Ligx? О' А Az- c~tt.Jt. 
~6rx- А2 при Uc~ <:. ~ 1J 

Среднее значение выходной вепичивн в скользящек режиме равно 

Ц l6tx . ер.:: А.., У+А2 (f-4} · 
Отсюда вытекает, что для нахождения ~ следует принять 

LLcx=l'!n .J , J/1=1, ~=О , а дnи (/Ji ep-:-LL~к :::JiJ~tj ~ А1~>1){·. 
Среднее значение можно получить, если выходную величину ре­

лейного элемента проnустить через инерционное звено с малой~ 
но достаточной для фильтрации высокочастотной составляющей 

стояиную вре ени. 
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rде n - •ep!lld век!'ор ::е • .. n ~ 11- мервак ма!'рJЩа 11 аа­
давв cornacвo (1), пос!ров модеn с перемеввоl C'fPJИJPOI, 
двикеиие ко!ороl описввае!'са уравнение• :r = {.i. LL= fP.z.~ (2.!5) 

где tp - n х n - кериаа ма!'рJЩа с зже11ев!ап </{,/ (i)j=- t .. "n), 

{ 

d.~ при :Ji х1 ~о 
ЧJi.j = Jij пр• 1i~· <О, 

.ti.), Л; -с о м~ ,Лj :!:: а~ -:!:- .Lij , 

1i = :xi. -ri . 

(2.I6) 

(2.17) 

(2.18) 

В Дa1LЪB8ЙIDell будем СЧПа!'Ъ 1 Ч!'О EO.ПOII8B!'Iil Х1, .. ·_~ .Тt~; 
вектора Х , xapaпepeJI)щero состопив систеп, DJIИI)!CB 
линейно везависиыыки ФУвхциики времени. (Еспи, например, иа­
чахьнне условия таковы, Ч!'О эти вепичиин я:впиютов хивейво за­

:висимшm фующшши, то по коордииа!'ам х_,~ ... " ~n Q:е:возкопо 
однозначно определить паракетрs объек!'а). 

Тогда, как следует из рассмотренвой :внше вспомоrа!'еЖЪ -
вой задачи, если удастоа найти такие фиксировавиые значеивв 

Jtj , что :величины &t , характеризующие двоекие в скоn­
зящем реЖШlе ПО :/i: 0 1 DUIOТCB ПООТОЯВНЪ1101 1 ТО 

(2.19) 

Итак, при определеввык образок иастраиваекых параметрах мо­

дели с переменвой структурой по характеристикам окопьзвщеrо 

режшJа и модели можно однозначно найти параметры идевтифици-

руеuого объекта. Иuея информацию о коэффициев!'ах Ct ij 
уравнения управляемого объекта, к~но осуществиs!ь управnе­

ние с nомощью полученного :выше ахrоритка (1.14), (1.16). 
Про . стр11руем более подробно пpeдnaraem метод опре­

деления nараметров на приuере сиетеин »тороrо порядка, опи -
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( 2.20) 

но. 

Вообще говоря , в ко~ели с переменной структуrой следует 

скачкообразно uевsть четыре коэффициента . Но так как одно из 

дв,у.х уравневиА, опис~ающих идентифицируемый объект, известно, 

~о кодеnъ выбираем в виде звена первого nорядка 

d';j 
dt = ~ :с~ + ~2 :r2 .1 (2.2!) 

rде ~ и lfJ2 опреде.umся соrхасно (2.!6). 

Не иарушая общвос~и рассуждений, можно ограничиться рас­

ско~рениек nроцесс а иденrификации при .Х 
1 

'7 О и ::t2 ? О 
Тогда, соrхасно (2.!0) дхи n = 2 имеем 

r :: (af-~"}~ -r-(a;-ftz) .::;('2 

{t>L" -~-~)::С1 + (t1...2- ft;) :rг (?..22) 

Требуемое значение ft1 = ,ft1() , при котором r равняется noc· 
!оянной вехичине и (/{Cf=a1) l..f1Cf= t:lz находится иэ (2.!2) 

р, _ a1 cl.z-a(ftг-~-ta.t+e4;б2 
fiO- . 

r~z -al) (2.23) 

ПоJiагая f3-t == coи.Ji и j2 = coи,Ji , из (2.~22) опредехяем 
веnичиву У 

j- f (d., -А fat-AJ1i2 }z )(o,-ft J][x;-faf x/-t а 2 .:z; .z г] 
[("--~-ft)~+(~2-;В2) :tz] 2 

. (2.24) 

CJieдye! сказать несколько слов о nо~евноu соотношении. 

EcJiи квадратичная форuа Pf:r)=::rf-ra, ~2-tal-Zi ~2 =О , то 
пьоцесс идентификации неосуществиu. Пояснии сущнос~ этого 
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, Я:ВJiеНИВ ]!.ПЯ CJiyчaR ПОС!ОЯНВЬIХ а1 И а 2 • Дшi дейСТВИ~ехь­

ВЫХ корвей характеристического уравневин ~евтифицируекого 

объекта его ~ыходвая величина нвnиется cyкuol двух экспонент, 

и если о~ о из c.naraelllitX отс~с!»ует, то Р ( х.) = О • В этом 
схучае по :веJIИЧине .z 1 невозuопо noJI:yЧиn ивфоркацИI> о па­

ракетрах объекта, так как сущест~ует бесчисхеввое квоаест:во 

линейных сиетек :второго порвдка с таким частинк ре•евием~ 
При JШбых других вачалъвых усло:виях, а таае дu коJПШексвнх 
корвей характеристиqеского ура:ввевив :вепчива Р( :r) =О хп:ь 
при .:с1 :Х2 =О. 

Итак, :в дахьиеlmем будем считать, что к:вадратичиая фор­

ма энакоопредехевва. Эа:висиuостъ ~{~1) предста:влева на рис.!. 
Оnишем один из :возкоzинх аnrоритко:в поиска вехичквы;81о, 

ее~~ no~~e :возникво:вевив скользящего режика :величина )31 
удовлетБорвет веравевству 

.· 

{2.25) 

где 81э - точка экстремука ~кции i (Jf) · 
Фуню-т х · f fJ1) ва интервале ( ;819 , d-., ) , коzво пре­

дста:витъ :в .виде 

{2.26) 

где фуав.:ц:ия j ( ft 1 ) у;цо:вJiет:воряет соо!иоmеииа 

о< 1 1 ( ft.,) 1 ~ ,4' (2.27) 

~ - n ст аяиная ]еличииа, ве за:висвщая от Jr1 , ~2 

{2.28) 
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.Б1же• вамепжъ ~ 1 
11011 

диокре~во в соо~ве~с~ваи с aaropиt -· 

.А (t+t )=A(tJ-к 4f; ftJ Y!t). (2.29) 

Из (2.26) а (2.29) имее• 

(2.30) 

В сицr (2.27), (2.28) всеrжа ~ее~~ ~акое к ,при 

KO~Opoll t ~ J-t (t) = ;Вtо t Ч!О 8 ре118~~ DOC!8UeBJ11» эа-

18ЧJ. 

Пр•ведеввнl urop1m1 пожучен в преЮJОJiоаевп, ч~о фуп­

цаа }/ 1)8~ ) ве мевве~са во времен•. В деlсжвкt-81Ъвос -
~• крuаа, аобраzевваа ва рас. I, буде!' c•e•noa за сче! 

взuевевп .%' 1 и ..:r2 • Поз~о111 вепчпа ura :в (2~30) 
cJie~e~ выбра~:ь t-акую, чt-обн за вреD поиока ~ребуемоrо зва­

чевu ~ 1. з~о изuевевве• моао бuо превебреч:ь. 
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STRUCTURAL PROPERTIES OF DYNAMIC -SYSTEMS 

Dr . · ,~i omir '/ulco b !' <.:~. to vie lt 

cllnd 

k.J.:ld . td.:.n . n1:1u k. R. S . Ru tmhn ~~ 

Introduction 

Dynamic systems may be considered from two different points of 

view. One approach deals with the system behaviour in the time domain, 

while the other is concerned with the system structure and its behaviour 

in parameter space. The second approach considers the following proper­

ties: sensitivity, adaptivity, invariancy, parametric compensation, 

controllability and observability. 

Parametric Invariancy arid 

Zero ~ensitivity 

Per~urbed motion can be represented in the form 

A .x = . U ( .x,p) fjp + Ci.J( .6p) 

where 6p is the parameter variation 

lj(~,p)- sensitivity operator at the point (::,p) 

G.J (.1p)- lower order terms with respect to .A p 

.· 

Parametric invariancy /8/ ~.X(i)aO v-t imposea rigorous 

constraints on system properties. There are few cases of practical 

interest where this property can be realized for arbitrarily l~rge 

changes of system parameters. 

Zero sensitivity, which is defined as no variance of the linear 

term of the characteristic coordinate when the parameters are perturbed, 

offers greater possibilities. 

The linear part of the perturbed motion is 

" In::; tt tu t i.iii.l<...i l ~ ?up i n , Be l gr <..:de , 

~ '* In s". i tu -r; liL s i u o ve d en i u , .i>Ioskva 

(2) 



This means the sensitiYity operator U(x,p) is identically zero for 

arbitrary ./). P• 

When the system behaYiour is described by the state Yector 

x = [ .X.t) x.~, ... , X,.,) , and the parameter vector p c [ p1 ,p2 , ••• ,pJ, 

the sensitiYity operator is the matrix 

U=f ;~: / 
where 

i • 1, 2, ••• , n 

j • 1, 2, ••• , ai 

All attempts to obtain zero sensitivity U • 0 are based on 

two physical principles: 

a) include the perturbed element in a loop with 

infinite gain /1/, 

b) compensation of perturbations by parallel signal paths /2/. 

Both methods are derived from the requirement of zero sensitivity. 

The basic task is to set up simple rules to select for the given 

structure such values of . transfer functions of the additional paths to 

ensure zero ·sensitivity with respect to the desired parameter. 

As an intermediate result,the topological sensitivity expression 

has obtained which corresponds to the linear graph of the arbitrary 

structure, that represent the generalization of the result given in 

the reference /3/, 

(3) 

7: 

where~· are sensitivity dipoles /4/, ~~ is the weight of the i-th 

transmittance for three characteristic positions of the varied branch 

. /), . r: '/;· ~· 
with respect to the i-th direct path, !"';,-=-::!:=~ , and n is 

I LPLJ.. 
the number . of direct paths of the graph. ~· =,' " 

Zero sensitivity 
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nec essary co.ditions of zero sen s itivity for the gr a Jh no t ccn­

t~ini~5 the rcr t urbed contours which do not touch any of t he dire ct 

pstb.o .:.re: 

a) the existen ce of at least t~o direct paths, 

o) the existence of a t lea st t wo not coinciding posit i ons 

of the perturbed pa~h. 

These r equirements determ: ne the structure of the gr aph having 

zero sensitivity . They_. also permit the elir.1ination of structures 
r 

in whi ch it is not possible to s a tisfy the condition S,. =0. Tr~ e 

equation ,.,., ., 
L_ (3,. + .L- 13: ~,i -= 
i=l~t z.=""+f 

5 ) 

for the s electi on or parameters resulting in zero sens 1t1v1ty wa s 

also derived . This equation gives the necessary and suffj c·ient 

conditions for zero sensitivity. 

In this me1nner the topological approach to ~ero sensitivity 

is generalized . ~t is supposed that for the fir~ t t direct pa t hs 

the V<lr _ied branch has position I, for the next (t + 1) to m paths 

position II, and for the remaining (m+ 1) ton vosition III /47. 

Transfer of the direct dipole is denoted by St(;"C 
1 

transfer of 

the inverse dipole in ~erted in the varied branch of G by~"~' ~nd 

tr -·n '·fer of the s d ~ i tional s ensitivity_: sub-graph for pos ition III 

by sd.dd,i • 

Relation (5) reduces for the 0 raph ~ ot conta ini ng the contour 

in contact ~ith the direct path to 
?) 

L f5. == sll{t"Jr 
t..' =l~f ' 

( 6 ) 

In t he .siru lest ca se n 2 , t l 

7 ) 

This con dition allo'::s the:: cons tr cti .n of ~ystem ~~ th ~ro 
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r 
sans i ti vi ty J:. . It C'"" n be -.lon e b;y- u i~! _:; -';i.:J.CJ 

:! i r e ct p; ths betwee n :1e: :1 olles 1 .:::n e· " l'ig . 1) . In this case 

(32. = eb /( dab -1- eh) 

Acc ordir ~·· t o (4) on e o t L.:. i,_s th e:: ~:J.o;m r eL:t t i cn ""' or 

''c n i ti on:::t l fe edback" /2/ 

ea6=--d 

It is clea r th~ t no c, c i ce c c.::. r:. gu ::.~ r n te;e 

5. 1 =0 or Sr= 0 . It i s r..:: l s o i r::p os i 'ol e to S
r r 

:-. ·:: ·,re d = 0 1 ~ -= 0 
h c 

f r o m i t, t he ;:;-s te m Nijh Ze r o "' ensi t i vi t y wi;:; r_ r e s !Je c t t c e ~o~ill 

be der i ved. 

]~he gr aph i n Fi 0 u r e 2 c o 't ' i 18 t v,r "irect pat' :::.-o c i :::.nd a • 

Howeve r, the bra nch e ha s the s~~e pcGi t i • r- wi ~ t _ e~pect t 

t wo :li:r e ct paths . :therc r or e he s " :l i i o ~ 1 r · _~ :J.c h k (Fi _:- . 2 . 

is i n traduced so th::. ".; tile ::le ':: .=. ir .et .. ~ ..... 1; 1 ... _ek 

res~e ct t o t~e br~ 1 c h e . It n~s t he . o ~ i tion I /4/ . 

' O 'f.l t h e ~ on-'li ti r· . s .: r zero ""e r1 i t i vi ty 2.re ful fill .=d . T' e 

tr ~nsfe r f un c t i on of the ~d i t i ona l ~r~ n c h i s ~ive n by c onii tion 

( 5 ) which results in 

ahch +ctg (1- cd) = -1- cct- q_.bch:f 
aek.ch+ a.6ch fa.!J(f-cd) . -1-q_-e-cd-t:f..hc/Jf-<ukchfi-C?.ecd 

?ut~in6 c = a, e I o, un e o~~diu s 

K = a 2dq-a. 26dh +a6h -2a.d9 1- q 
a '2olfg -a!Jg 1- a.dh - h 

( d 

1 
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- cint of view of z ~ ro sensitivity, 

b) correcti o2 p~ ths ~re ad ed so th~ t the ~raph . sat­

i ~ficds t he conditi cn~ : or zero sensitivity, 

c) the ~arGmeters of t he co r rection path are ~ e lectvd. 

:rn~re i s ;.;tnother a.t-•1:-'roac.i.l t o the synthe ::; is of s ste'!l.::; hav;in. 5 

zero s ~, .;:1 i t ivi ty. The L~ :r,.-1::"-! C :rr ~ns form bond t. e Sj'ste ·::; of 

line ~r aec on · order e ~u~tions ~re u sed 

[A] [szJ = (X) ( 11) 

·uhe.r'~.; X, X i:l.rt.: the trans f ·orms o:: _e;t:ner ,~lized coorU. i 1:::t te:::; c..nd. 

in.l:-'u ts. 

T:.1e ~eneral e 1 emen t of A is 

A,-; = a· · .f~+ 6 .. f -1- c · · 
oJ 7J IJ IJ 

wr..Le re /1 •• 6·. c j' 
"'1J) fJ) , 

~re the ooefficients of inertial, dampe J and 

~LJs tic ..1embers of t he dyna.:rd. c system. In the gener<il ca se, all 

the coefficients of A depend on th~ paramet~r vector p. 

The matrix :::;ensitivity equation is obt&ined by differen­

tiating (11) with re s pect to f.J;· 

{ii) = - [A]-1
[ AWJ{«) ( 12) 

·.v"nere[AC"J i ::, the m~trix oi the deriv.:. tives of[A). 

Us in,; ( 12), the· zero sensi ti vi ty of outputs is given as /5/ 
(u) =0 

or 
IV' 

~ '\ 1/ ~ --0 
~r-11 L "'~<i af... 

.. 1 K=1 ~ 

where 

/(" - :J.l~ e -or~ic eo~ lir:J.t> nts of[A} , 

~(1) - char~cterist~c polynomi ~l of the system. 

In ~diiti cn to zero s~o~itivi ty of outyuts, the zero 

sensitivity of the st~ i1ity ind ~x ~ss also defined /6/ a s 

( 13) 

( 14) 
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(15) 

0 
(16) 

under the condition 

Zero sensitivity of outputs covers zeros and poles of · 

system transfer function, while zero sensitivity of the stabili· 

index deals only with zeros of the transfer function. Therefore 

zero sensitivity of the stability index gives only necessary 

conditions of insensitivity of outputs. If the· parameter 

involved in the nonsensitivity of the system is not contained i: 

the corresponding algebraic complement of (14) the conditions 

for zero sensitivity of outputs and the stability index coincid' 

Relation between Zero SensitivitY and Parametric Invar1ancr 

Zero sensitivity i~ enidently the necessary condition f 

parametric invariancy and parametric invariancy is a sufficient 

condition for zero sensitivity. For the class of systems con­

sidered above the relation between these concepts gives necess 

and sufficient conditions. 

Let us represent the transfer function of the graph in 

Mason's formula as 
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do not de pend on ~· By loG~it~~i c 

ii .:·f -=re n ti - tic.rr · ·e r ... a ve (Lynch formula.) 

.:~u:.:..tin _; t ·.e rie;ht side to zero cne obt ::.dns the c c ;: r'i 'ci c·n for 

z ~r0 & c~~itivity 

ilsi~ ~ (l S ) t~e ex pr~ssion (17) re&ds 

P r" 
1t- ¥ 

=----~-
1 f p tl 

~p 

( ~ ·_! ) 

( 20) 

~~u ::. t:. o:1 ( :C) implies ths t the system transfer f"..lncticn :..n 
the c ~ s e of zero aecs i tivity 3oes not de ) end on the pert~rbed 

p~r~oet e r. There:ore for linear time-inv~ri~nt syste~s having a 

tr~ n 3 f er ~uncti 1 n o¥ t he for~ (17~ zero sensitivity an d para­

-::et.:-i:; i:J.vLJ. ri ::tn cy :=:. rt:. jden.tical ccncepts. 

: nis f~ c~ i ~ alae evident i : a recurrent relu tion fo r 

Di 6•'-e :::' ord.e :- se :·1si t i vi ty of t.i1.e linear time-inve::.ri ·:,.n t s y .:; te n: 

is ·.-v r i tten /1/ 

{ z;c"J = -(d) [A]-1[A{'CJ{«} -(J)[A)-LAc't-'!](i(J 

( J)[A]-TAec-:J{u(z;--··- (tz:~)fA]-'[Ac1(5("1 21
) 

O:'' i eT _ +:·,e ser si ti vi ty f uncti on 2~· ) 
aPt I 
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T. ~ con._i t ion f or i..l e r t i c:.;.ll.;· zero seusi ti,r i T-Y .:;.r.., ""· r' '. E::tri c 

i. v .rLir"Jcy r "= ~u ires the p· r =1 e ter :o E:: line::. r i r: f er;. . LJ L_der 

t he s _::J.e con::l i ti c s, t. e i ·:len ti ty of tvto ·-ropert i e ..:, i s c::ucH·:.:.n -

tee d _or : ~e s tabil ~ ty i n · ex . 

?or the s~ ke of i l l ~ str~ ~lon , on~ i d2r the ~r~ J ~ i n Fi~ . ) . 

Let the tr~ns~er function ~ = c c or r e s ~ cnd t i n te~r ~ ti r 

an d the othe r tr ~nsfer fu~ · ti cns be ~u mer ic ~ l c · e1~i c i c ~ .~ : 

e =CLtt J f =af2.., 6 reK = qzt J o(_ =Q22 J Ct=:J 1 C.z..= h 
~hen the ~ra~h corre s~onds to equo. ti cns 

- l 

X Ax 
( 22 ) 

Y c'JC. 

If 

/8/ is 

, the ~Gro.o& T-~ ic invar i · ncy with ~ e ~ dC~ t 

y 

T~is is v · li d f or a ny e ~ l 1r.:. · t . E: ~o r..2"1 

24) 

~. . e la tion ( 24 ) !!lakes 23 ) ~n i e: ti.t y. - l 
For a = c = u ::.:1d 

b .;iv ::: n by (2~) , t ~1e c hoice of K=- c, gu c:r~r~ ~ s e~ :~u ~ o 1~ z 2ro 
c2 

sensitivity witt r es .t:'ec t tc e, but _Lt:.r:..::.:le tcr ~ nv ..... r.~ .::.ncy _::, :: 11 . 

dyn thesi s of P· 

I order to avcid t!"~e :neasurE:: r.. en t of sy · 'S~ t;; 1.- t:.:· -:;· .' J :::. :i t s 

in C ~ tie o ~ p~rametric c ut~u ts ( 2 2 ) it i s nec~ ~ su ry t o introd~ c c 

ad j i:i on~l line ~r rela- i tr s . rhi ~ ; rc c edure 7:11 . ::: ~ . . · l -· i -~ <. 

usi nc; "-.;.e sec cr :i order 3_y·ste::1 of Fi::, . 4-. 
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The c oncH ti ons for .iJ:.?•T -.t ffi 1:ric in vari a ncy -.:ire / !/ 

,..., 
w:'lere a . . a r e t':e pe rturbed values of the coeff icients . :~ s -s .:;en , 

~ J 

the i n varian cy of the "mea.sur d '' suw of t bc c olumn e l e~. en tti of 

A in (22) assure s the inv ~ri a~ ~y of J (~). Fi £ . 5 ah ows t · 

t he _p -2:::·tu ' b _a. e l e:nents ·l r ..:1wn ;, ·i .., i._ ~l- c.Vie r lines . 

~e sgnth G3is al~t rithm o! ~he se c ·nd order inv ~ ri~n t sys teo 

i s f ·· ll o·.vin~/9/: 

l. i-1 unit br~ . ;:; ll i ~ inser te d. o e t wee : 

perturbed bra~ch a nd ~he n o i e i .. 
l. 

t h e end cf 

2 . ~he e nd of t h e pertl~oe d b r a nc h is t h e ori5in o f the 

sdditi on~l br~nc l e3din~ in the node i~~ 1 • · 
-'--

3. Th e tr · n s f e r function c·f the 2-d""ed br :mch 1 is e c.1u i i 

t o- - .£i_ · 
c,t.., 

Th e b rsn c t.~. a i s repl .=.c ed by f ha vinc, t he tr <:m s -
i :tl' j 

fe r f..;.noti cn 

C · 
_J_ QJ-"1 J.J.{ 
C - - ~ -
JH 

I trod u c i n s t wo ~J di ti on~ l rela t i cns on e Cb U r~alize irivar-

i :::.. t s yste :Js .vith r c s .t.ec 't to t w. ·co e ffi cien ts a .. s i ::-.u ltc n e ously. 
l.J 

:~o we V' e r, tht:y c ~. n 10 t b e 1 116 to the s .::: c ol :;.r::m c•f .n. Fi e; . 6 

Fi b' . 6a cor r e --· p i: '3 s to IJE: r t u r be.: co e 1 f i --ien t s i n t h e ffitlin 

ia~ondl , ?ig . 6~ o·. t e ot1er " i ~ g on~l, Fig. 6c i n he f irst 

:-ov nd Fi g . 6d i 1 t1e sec c. n .J. row of 1:1.. 

;r~ ~h ~ sur i g out.tut inv~ ri ~ n c r wi t l res ~ect t c a
2

: is ~iven i n 

.: ·:;.. .s . ? o . In thi ca i.:> e , t . · f nllo wi 5 relation~ flOl d 
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( 26 ) 

cl. = cz. c.J ( c1 a'f'f 1 cz. q 21) = c,cz. (c1a0 -~. C3 a3 .3) 

In an a n a loe;o u s WCJ.]J t he qynthesis of higher order 

inva riant syste~s c an be done. 

Zero Sensi t ivity ~nd Uu o b s ~rv~bility 

E'rom. the rela tion (20) another c cnclusion m· .. y be dr a wn: 

zero s ensitivity is rel :1ted to t h e p:ir t i a l c ompens :-1 t i on o f zeros 

and poles of the gr;l t;h. This i !!lplie s unoos ervaoili ty of p:J.rt of 

t he s y s te m. 

Zero s ens i ti vi t y and \,mobservabi 1-ilty cg,n be m"1cie ex lJlici t 

by t ran sforming the bas is i n the s t c:. t e space /.fOI. This tr::ln s ­

form~ ticn le~ ves the o~t~ut invariant. For t he s y stem (22) 3nd 

c1 = C 2=1 t ha required· tra nsfor:na ti on is// -~f. The s y stem ( 22 ) 

become s 

;r= .x:" f 

~ : ~ ~ ti on (27 ) corre s pond s ~c t h e stru c ture of Fi g . d . 

( 27 ) 
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~ 
or vi~ x

1
• Thi s struc~u~e is c;lled ~egenerate. According ~o 

/d/, if a~1 in (2d) i s onst ':l.nt, p~r::..m.eters belonging to a~, and 

a;
2 

h::c. ve no effect on the : utr:ut. 

There are two c ~ ses: 

a) zero Sc~si~ivity l eads tc a de5enerated structure 

'Ni t hout the transf,\.. r m··· tion . of -:he basis 

b) a system with zero se~sitivit¥ is not iegenerate; 

deg~ner~ tion is t he re sult of the tr~nsformatioa of 

the basis. -· 

The first c~se is trivi~l; the second possibility isolates 

tic ~on trividl s olu ti ~ns to be used for ~he synthes is. 

rhe conditior s of zero St:;nsitivity eliminate the degenerate 

cases (Li=O for position I). For th~ direct p~th, . i.e • . on~ not 

t c ::;"-in t~ tie perturoed. contour, the cases- a) eind b) ·are possible .• 

'.': e sh..! ll illt;.s tr·:..te usir ... e; the c:;r -:i .._Jls of Fic;ures 9 and 10. 

b, o::.~ ~ ! e c;;;r ::tl;tl f .l!'ig . 9 .··here 

l 1 =abed , l,_ = c9. e , tJ = a..hc9-f 

c c a ~ i ion (5 ) i s 

so th.:it 

Ot 

t.~ f lf/7. =0 

cde-1-f=O 

T = ga..h ( 1-l2.) = 
1- lf -I~- lJ 

Jor t.tlt; 6 .:.~ ::; .:.: !l i J Fig. 10 ·:.rl e1'60 

;;ah _1_ 
1-lf 

lf-=- b de f > l,_ = c.gh i , l..J -IJ 9.. 

( 29) 

30) 

( 31) 

( 32) 
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( 33 ) 

6 i v ~ l,Lz=O or l =O . ~ n otner ;·ior c, s OLl e 0 .1. t lJ.c tr·-nsi'c:r 

f :.... cti c·:1S d , e, f , ~or h must b -2: zero ·.;rhicn r esul s i · t~J. -

Zero sen itivity b a sed on ~ l~eOrd iC p - r~~et cr r ~ la~ i c ns is 

r el ·:i;e j with sy:.;; t em d ~c o ::o.position. Thi s a ;_ .• ro :::. ch i .:: ~ ::.., senti <:i 1 ly 

i i~feren t fro m the pr~vious s yn t hes is proc edures r c ~uiri •g ~ddi­

ti..:,, ~1 ;..at~s . T '1e rel :.. t ion s between ou t ) ut i nsensi -'- ivity, 

stabil ity in.:ie.x, .:.1.n.i d~c c ::n:Josi t ion wil l be con s i de ~ ed (_ ~ t he 

s i : pli r i ed ~o~ e l of d r a ilway vehicle (Fig . 11), 

,;:ne r e 

MJ4 f 2{C1 +C,_fc~J~1 f1.[(cf;.Cz r-C~)a: -Cl.[1 -C2 (/t~olJ)~=Q, 

J~ ~ 2[c1a-C2 (11-a)-S (11 -1-Lz.-a.J].x.1 +2.CC1a2
+ 

1 c :L ( t, -a.)
2

.,. c~ ( L1 1-/.~. -aJ1 ~ =. 0 

X1 - i s t r anslation :::.. l OLCil l :J. t i on i n t h t: V-= r-:ic:.:.l 

· ~ i rec ti on 

( 3 ·+ ) 

~2 - i d ro t ~ t i on :::. l osci1l~ tion a r ound t l e cente r of 

gr !::1 vity 

c1 , c 2 ~ c
3 

· r e ri5i dity coe ffic i ~ nts o ~ 

system. 

s us ..... e . s i c n 

Conditions (14), (15)~ a nd (1 6 ) for invdri ancy o f ~, i.e. 
' 2. 

J ::1nd ()n, wi tl r e s ... e ct to c
2 

a re 

( 35 ) 

T! i s r _ l~ t i o a ~ sure s th de c o~ · o siti on of t ne sy t e . (3 4 ) 
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into separate vertical oscillations and oscillations about the 

center ot gravity. 

Controllability 

This approach is based on the assumption that the plant 

is known. The constraints on ~he variables are also removed so 

that controllability in the structural sense is considered /11/. 

This implies the following model 

7 • Cx 

x(t
0

) • x 0 

(36) 

Elements ot A~ B and C are integrable functions on [t
0
,tfJ • 

The perturbed solution with respect to P• (p1 , ••• '~n) ~ . is 

Fx {t1) = U (it) [p (37) 

IJ ( t:1) = c{~J[ Uf{t)fp} (38) 

Elements ot U are solutions ot the sensitivity equations u. = A U;· + 'df 18_6 . . 1 J 
J fli.J J= .J"'I 

where 
!:A.xf]c.J 

{39) u. = d.X 
.J 'dp. 

J 

- sensitivity vector with respect to pj 

It some or all components of y{tt) are zero, the system 

is partially or completely insensitive. Therefore a close 

relationship .between controllability and parametric invariancy 

exists. If the matrix is in quadratic form {N=J) controllability 
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r e :_u i rc <.' U to c ! . t r 1 - · i l ~ .- i ~ r i on 

s i. "' i .... 0 epen 

he ~ u · rb a t~ o - es ~ ns s f r _ s· s t e s . 

veri ~ica -ci .~ ext . d t: · to 

1~~0 e y a Je s w· ich are ~r~c~ic ~- ly im· os sibl e 

r ee1 ;:;, f sta te equ· tio· s . 

·e s ·rioe by 

:r ---- 3 tr tural e e l~- -...on~r o l1 · bi li t y yiel~ s s e e 

.1. rt ' er L 1f r ma tion a. o ' ·ste.!.l ;nr ... t c ·v" .. i c h l .. _ - t o u con-

tro1laoi i ty . ::.1e s yst e ( 36) is corn 1 tely ... on tro l l · ble if it 

is ot algebr aically e ·p i ve. _e t t a system of th_ type 

• ( ~ 11 1 A ft. V Z.. "If') I 
X =rr X frr ~ -f-D<-t 

( 4 ) 
; z = At:. ..r2. 

he o. l of ~ dynami c syste to 

~ ! e ~c l 1 ( 4C ) r pr ~ s -n ~ ~ cri t rio~ 0 - CO t ro11aoil i ty . v OD-

"t ~ e e . c on trol l~o ility · n 

~:e ns~tion, l i b ay -1 s o be ~xp r e sse in t he 

'JSt n '"''S:. . n . " 'e IL r ·. ::L te r 
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Fig. 1. Graph with two direct paths 

Fig. 2. Graph with two direct paths 

g 

Fig. 3, Expanded graph with two direct paths 
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-c, 

Fig. 4. Graph o£ second o~der system 

c, 

c, (c) 

c, 

(b) 

(d) . 

Pig. 5. Graph of the system with compensation loop in the 

case of one parameter change 

Fig. 5. 

.· 
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(a) (b) 

(c) (d) 

Fig. 6. Graph of the system with compensation loop in the 

case of two parameters chage 
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. x, 

(a) 

x, 

Fig. 7. Graph of the third system order for the case 

of compensation of coefficient a 22 

___ ,.. __ _ 

* c, = 1 

Fig. 8. Graph of the transformed structure with compensation 

loop for system in Fig. 4. 

.· 
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g - Q h 
~--~----~--~--~~----~2 

b 

f 

Fig. 9. Example of a nondegenerate system with the property 

of zero sensitivity 

a b c 
~--~--~--~--~--------~ 2 

f d 

e 

g 

h 

Fig.lO. Example of a degenerate system with the property 

of zero sensitivity 

a ----41-1 

Fi g.ll. Me hanical model of a thr ee-ahle railroad car 
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NEW DEVELOPMENTS -IN THE T.C.F .. METHOD 
FOR MULTIVARIABLE CONTROL SYSTEMS 

Armando Pbagouape 
Engineer, Professor 
:&culty of Chem.Engineering-Santa Fe 
IMA~Uni versi ty of Cordoba-cordoba 
Argentina 

SUMMARY 

At the Symposium on Multivariab1e Control Systems sponsored 

by IFAC and held at Diis·se1dor:f, Germany in October 1968 a pa­

per on Te.transf'er Control l!Unctians (T.C.F. Method) was pre­

sented which describes a matrix approach to obt ain the tunc~ 

tional relation between inPUt vari-ab1es and output variables 

of a system. In that method a .new type of matrices, called 

sel·fstructured, vias developed by· means of which the desire~. 

relation can be obtained quickly empl.oyirig the transf~r func­

tions of the component subsystems. 

In this -pa.J;>er the method is completed by· means of new de­

velopments and a~ the same time attention is paid to t he que~ 

tion of obtaining the required answers from a system by the 

adequate use of control vectors which act on the system to­

gether with the normal inputs of the controlled system which 

are generally considered as perturbation&. 

F.inally the possible application to an Analog-Digital sys­

tem of computation is ou~ined. 

l..O.O. RECAPITULA~ICfi 

F.ig. 1 shows the form of the connection bet~een ~ simple 

feedback systems to .obtain a multivariable system quite fre­

quen in practical applications. 

(1) , (3) and (4) shows the corresponding functional rela­

tions. 

(1) is a 2n order sel£structured matrix of the type indi~ 

ted in (2) • 
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~ 
I -· Xgl 

,t . (I] I [ G'-~) I 
I 

I I I . x~!l ~" (!) 
I -----·--

xh~ )9, [I] unitary m~tnx [ ~-!'"") I (I) + [ H~-h]-[ 6~-") I 
I af n order I I Y9n Mn 

--v- -------1ft 
., 

4 4 . _J.. 
f ~ 0 if 4 0 

(G'-·) 1 ~ '7. {3) ' ' ' ' · [(I) I (A] 1 0 ' ~ 0 _1_ 
1 Gn 

<z> (s) l a)-t [s J. fAl 
~ 

I 

0 -if. 0 

[H~)= 
-1 ~ 

{4) ~=1 ' ·t ' 
' ' 0 ' • 0 

-· 1\n 

(3) and ( 4) in their turn show the structure of the .fUnd!_ 

menta1 b1ocks of (1). The corresponding demonstrations are 

found in Referen~e~. 

In F.ig. 1 we observe that the ou~puts of Gi and Hi act 

directly on the a1gebraic summing points A and B without any 

trans£ormatian. The connection carried out between the sub­

systems is also direct, a1though in many cases in practical 

pplications there appear transfer intermediate function s in 

the connection. An examp1e was shown in the Destillation To­

wer1 • Therefore we generalize now the method for case.s as 

shown in Fig. 2 • 
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2.0.0 

Every sunsystem in this figure is now provided with the 

intermediate Gc1 and Hsi.. 

LRi and LG~ a1so appear between the laterally connected 

subsystems. We slightly changed the n_omenclature to make 

easier to -work with 2n order matrices. 

2.1.0 CONNECTIVE JORDAI ~ICES 

How, in the matrices we must face two ·facts: Pirst, 

Gci = Hsi = l. ; --Second·, ~ LM\. must be substracted from 
We&. 

Xh(~H) instead of . ~~ -~ . , as was done in the 

t d . - t . "1 '"'"' d . . the ma rices correspon mg o Fig. , an m same way 

Y(ll· ) LG~ must be _substracted 2rom Xo· 
:)\c.-+ 1 Gsc &.+o .J " 
Therefore in the Jordan matrices corresponding to the .la-

tera1 connection, as shown in (3) and (4), the elements of 

the sec and diagonals will not be umbers ! any more, but 

the new connective transfer fUnctions Lsi and LGi • 

(5) and (6) are obtained ·1n this manner, which will form 

the structure of (1). 

Jord-an 

t LG. 0 

(G'~nl = 
1 ~2 

' ' 

' ' 

0 . ' 4.n-• 

~ 

Gs, 0 

' (5) ' \ 
0 ' 

i 
JLG 

- 6sn 

0 

( H'~n) = 
-L4i, 

' -lth ' 
' ' 1 ' 0 
-lHn-1 

/ 

JLw 

-He, 0 

' ({,) \ 
\ 

0 ' 
-\.~en 



2.2.0 MODIP.IED TETRANSliER SYSTEMS 

Le-t us consider now tba -t LGi = I£1 = l. and, on the other .. 

band, t~:t Gci ancl liai are clifferent from J.. In order to use 

-the T .o. P. Me-thod -the total. system of Pig. 2 is transformed 

in the equival.ent one sh01m in Fig. 3 • We bave then the ma­

tric rel.atian ( 7) whose matrix is sel.fa-tructurecl. · 

As we cml.7 l.o·o.it for the relation between the variables 

Xlt , Yh , Xg ancl Yg , Ha1 ancl Gci mus-t be eliminated from 

-the vec-tora of both members of (7). !Or this purpose -the 

operaticm 1Dclicated iD (8) will. be carried out. 

I 
J 

Yhn.Hsn 

I 
(I l I 

I 

I 
(H:")[H~") 1 (I)+ ( H:l~~·J ( G~-j (G~-n) 

I 

MATRIX' 
OF 

(?) 

/ 

I 

' -o 
\ I 

\ I 

~ 
- Gc.- -

I \ 

0 I ' 
Gen-e 

- ~ 

Xg, 

• -~P-
)9,.6c:, 

I 
I 

I 
Ygn·Gcn 



45 

Taking into accoun~ (9) , (lOJ , {~) and {12) in (7) 

[~ l [~c 1 
', ~·· ] = ( G:n] {9) o~', o = (G~l~ {10) 

.Gcn 0 6cn 

(.ll) [H'~,,o 1= [H~r . .(12) [ ~~ ', H~ ]= (H;n) 0 H . 
Sn . 

and multiplying the matrices (8) block by b~ock, we will 

bave the following two succ.esive stepa 

.· 

(13) 

) I ~ I ( •-n) . 1 [H~ I (o) ll) I Gs · 

- - l_ - . ~- - -'- - - - - -
[O] : {I] [H~")(H~ftJ ifG~l1+ [H~·](H~")[G;n) 

1 I 

Yh, 
/ 

~. 
[H~") I (H;)(~n) I 

I 

Yhn - ___ l ___ ._ . __ Xgn 
{i4) . --Xh, -

I ' Yg, 
I [H~~][H;"} ! (G;n)-+ (H~~]{H~"}(~-~) I 

Xnn I 
Zsn 
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(~4) ie the functicca~ relation in this case, but its ma­

trix -is not selfstructur!-~. 
( 1 1-n) - ~ 1-n) -' l Gs an4 LHc are obtained by_ ~eans of the correspon-

ding Jordan matrices in {5) and {6). 

In the more general case ~1 and Lg1 will be different from 

0 and 1 in {5) and {6) {Cf P.ig.2). 

Ck1 the other band, if LG1 = L,a1 = 0, the subsystems are 

independent from each other (Without connection). 

If~= Lsi.• l we have the direct connection correspon­

ding to P.ig. ~ • 

The more general matrix is then {15) which is the f\mctio-

nal relation corresponding to Fig. 2. 

1.. 
Hs, 

' \ \ 4 
Hs .. 

' \ 

I 
I 
I 
l 

' 

~- -, i 

Hs1 1 
\ , I 
' 

6c1 

\ 
\ 

I 
Hsn r 

\ 

Gc:o 

! 

\ 

' j_ 
~Sn 

! 

-~ 1 + \' \ 
\ \ 
-LHr.-1 

_i 1 

.~c 1 H~ 

\ . \ 
~ 

- Hc'l ~., 

( 15) 

\ 

1 

Gs" 

Therefore this general connective system with 4n variables 

is equivalent to the system of ~g. 4 with transfer matrices 

(5) , (6) , (l.O) and (12) and the in-put and output vectors 

~3)=[~'] ( ~1 = [Yg,l (Yh) = r~~ l ~h)= rx~,, l (1 6) 
xg Y911 Yhn txhn 

related by mean s of the total transfer matrix (15) • 
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It is a structure of four blocks, each obtained by simple 

algebraic operations between d~agonal or quasi-diagonal ma­

trices of the order ~ • 

~he selfstructur~d matrices are a special case of (15), 
and because of their properties constitute in this way the 

algorithmic tool o~ the method. 

).O.O !rBE C<B!ROL uc!rm ( XA) • 

ne uae and design of a control &ystem of any wocess re­

quires the maniP11lation of variables ( Xh) which permit its 

control, so that the values of outwt ( Xg) follow a cer­

tain evolution in time. As there are also normal inpUts 

( Xg ) in the system we deduce tbat it is important and also 

~ry usefUl to obtain the relation which determines these 

. mtrolling variables ( Xb.) in function o~ ( Xg). and 

.cg)• It is just the T.C • .F. method which gives this rela­

~ion di~ectJ.:7. 

Prom (15) we then obtain (17) whose ·7ectors are those in­

dicated ·in (16). · 

FIELD 5 (11) 

(xh)= ( H:ftX H:~J~9) + [ [ G'~T+ [H'~n}~:n]{G~~Jj.~J 
The Xhi(t) can t hus be obtained in function of the desired 

Ygi(t) and the acting ~(t) • 

4.0.0 COMPUT ING AIDS 

Wi th the help of an Analog-~igital Computing System the con­

trol can be arranged in such a manner that programmi ng as 

data the desi red preueterroined . ou~put fUnctions (Yg(t)Jand 
r eceivi ng continuously the values for t he inPUt pertur't:;ations 

( Xg~ t)) i t compute.., the values fo?..~ A-hi ( t ) . ~hi eh, introduced 

throu.gb. t b.e analogous part. in t .. e control · system , will make 



the total system car ry out the desired ~erformance (Pig.5). 

5.0.0 EXAMPLE 

Fig. 6 i ndicates lateral connection between two tetransfer 

systems in which the differential and integral functions of 

each block (field t) are shown together with the correspon­

ding transfer functions (fields). ~herefore the control in­

put pai r Xhl(s) and Xb2(s) will be 

[
Xh i{S) ] = [i 0]·[- K2. S 0 ]·[ i 0 ]· [X91 (s)] f 
xh~s) . -1 i 0 -K{, 0 K1 Xjl (~) 

+ [K3 o] )~ o][-K2.s o 1[1 o Jf• ~j' f~ :]·[~·lS} 
o 1 ~1 1 o -t& J o Kr ~ 1 l o -5 y~ 11i; 

[

Xh,ts) -tls 0 [Xg,lsJJ K3tK,K2 K''2. rs ['19rlS) 
• ~ K4 • 

Xh2cs1 ~~s -K6'<7 Xg1(s) - t . Kz. !+ Jes~'Kr_ K~~ Y~2(S) 

fXn1(s): -K2 s.Xg,ISl +( t3 tK11:'2) }tJ ,Is)+ 1::~;5 '>§ z (S) . { 18) 

\ Xht~l = KzsX9•tsJ '- ~~1\; ~2~1 -IO<z Yg,(sJ·t-(1 + 4~"k1- K~:S J.~'l(s) . 

\

Xn·1(t) :-K2 d'Xd~(t} +(K3+~, t?.fYg,(t) + K"!K's Yg 1-{t) · 
9 . ~ . ~4 ~ ) 

Xh1. ( t) = I< 1. d d; 1 (t) -1\(, K7 Xg '2.(t) -1:::, K-z yg, ttJ + ~l::b IC7 J Yg2 <t J+l t-~ ~zltJ 

Of course, only an analog computer programmed according to 

(19) can used. Here the possible application shovm is in-

dicated without going into details which would add nothing 

to the idea itself. 
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6.0.0 THE STATE SPACE 

It should be noted that the concepts of Controlability and 

Observability, so much used in Modern Control Theory, are not 

yet used here because this paper develoPs a analytic method 

and is now at the stage of obtaining the fUnctional matric 

relation between the variables of the tetransfer systems wi­

thout any reference to the state-space fo~ulation. However, 

in the next future, investigation and develoPment of the 

T.c.~. Metbod wil1 take care of that aspect. 

Refe~ance 

~. Armando Pbagouape- Tetransfer Control ]Unctions-
. . 

Reprints of the Symposium on Multivariable Control Systems-

I~C- DUsseldorf-Germany, October 1968.~ 
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О ПРОБЛЕМЕ. СИНТЕЗА ИНВАРИАНТНЫХ СИСТЕМ 

, Ве.пичевхо в.в. 

Московский физико-!ехвическиl институт 

Москва 

СССР 

Проблема синтеза иавариантвнх систем состоит в разработ­

ке ·методов построения реrу~оров, обеспе~х независи­

мость определеннвх- показателеl вачес~ сис~емн о~ действую­

щих на нее ваешвих воз.JQщеВJIЙ. 

Указанная пробJiема имеет бOJIЪIDOe значение и прИВJiекает к 

себе в~имание мноrих исследоваtелей. Теория инвариантности 

линейных стационарных uис~ем и апособн реализацви на ее ос­

нове инвариантНЬiх технических ус~ройсв раз·ввтн в _ работах 

Г.В.Щипанова, · Н.Н~Jlузина, В.С.Кулеба.кииа, Б .• Н.IIетр~ва и ~у­
rих авторов. Обзор nроблемы и по~чеивне в эrol области ре­

зультаm отражеин в. работах 1 и 2• Рщt резуnmтов, связан­
ных с исследованием условий инвариантности в линейных веста­

ционарных и нелинейвнх системах, изложен в р~о~ах 2-6 . 
Показатели качества, чья независимость от возмущений 

обесnечивается nри построении инвариантной система, являются 

функционалами от nротехающих в системе nроцессов: Это обстоя­

тельство определяет вариационный характер nроблема инвариан­

тности 7 и nозволяет для ее исследования исnользовать мате­
матический апnарат современной теории оnтимальных систем8 • 9 • 
На основе вари~онного подхода к nроблеме инвариантности 

Л.И.Розоноэром 7 полностью решен вопрос о необходимых и дос­
таточных условиях инвариантности линейных нестационарных 

систем и совершенной инвариантности иелинейных систем. 

Развитие вариационно~о nодхода в наnравле~ исследова­

ния больших вариаций функцианала позволяет получить ряд но­

вых результатов в теории инвариантности нелинейних систем. 

В настоящем докладе сформJ'лирова~ ' . l,!еобходимые и одновремен­

но достаточные условия инвариантности по возмущению и по 

начальным данным для систем достат очно общего вида и на этой 

ос ове решена задача синтеза корректирующе й цепи , обеспечи-
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· В8111Qel JШВаРIIВ.В.!'ВОО!'Ь иоходвоrо иеJIИНейноrо объекта. 

I. Форму .провitа задачи 
Сантез ввварваи!Иой оаотемн ооущеотвnяетоя на основе уаnо­

вий иввар.ваипооти, хоторые ма оформуuруем д.11Я оледующей за­

дачи. 

Пуо1'ь система уnра:влев.ия оnисывается n. -мерной оио темой 
д.иФI>ереИЦИ8Jlьsнх уравнений 

:i(f}= f{x1 U 1 t} ; (I) 

Здесь х -век'l'ор фiзoВJ:tt хоорд.инат, и. -с u.(t) nредотав.ляет 
собой вектор внешних возмущ~х воздействий. В качестве nо­

казате.u качеоt-:ва буде~ изуча'!'ь фуmщионал 

(2) 

оnределениsй как фунiЩИЯ Ф(х~t) О!' координат системы (!) 
и времени в предnисанннй момен'l' времени Т • Момент Т . мо­
Же'l' бН'l'Ь фикоированнЬiм, JIИCSo опредеJI.Я'l'ься выnоJIНением некото­

роrо уаnовия о~нооительно переменных сиотемы(I). В общем слу­

чае можно очита1'ь, что он определяется из условия достижения . 
траекторией x.(/:)J t оистеМЬI (I) гиnерповерхности М 
определяемой уравнением 

(3) 

Не.nинейность задачи в общем случае не позволяет очитать 

возмущения u.,(t) совершенно произвольными. Во всяком случае, 
приходитоя ограничивать класс возмущений теми вектор-функция-

ми u{t) , которые не внводят точку { х) и.} t J .из облас-
ти G определения правой части системы ( I) • Все последующие 
построения мы будем провоЩtть ДJIЯ заданной области .Л 

· rL+ i -мерного пространства Х х t и считать .. доnустимш1и воз-
мущеНИJD4И кусочно-непрерывнне вектор-функции и.(/:) , при 
которых всякая траектория х( t), t , начинакщаяся в Л , 
цеJШком принадлежи'l' .11 и каждая точка { x.(l:)) u(t), t J 
принадлежит G • ФунiЩии f(x., uJ t)} 'Р(х, t) и М {х1 f) 
nредположим в С непрерывНЪI.ми по всем перемешш.м вместе со 

своими частными производными до ·второго порядка включи~елъно. 
Будем говорить, что система (I) Ф -инвариантна на М 
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no CL , ecJIИ на ее траекториях, иачинающихоя в точках 

l х.1 t'} t: 1/ , значение фуНIЩИоиала (2) не зависиt от воз-
мущающей вектор-функции lk ( ~) • Пос~аВИJ& зада1Q об о'l'Ьlс:ка-
нии условий, обесnечивапцих иивариан'l'Иос~.ь системы (I) в 
указанном смыоле. В '1'8Rой форме, явшшцейся обобщением поста­

новки проблеМы слабой инвариан!'Иос'1'И 7, моае'!' быт.ь сформу.nи­
рован широкий круr возиикающих- в '!'еХИИКе задач, ·в частиос~и, 

и в том случае, коrда показател.ь хачестве задаеtоя ~икцио­

налом в друrой, например иитеrрuьной форме • . 

. 2. Необходимое и дос~аточное условие иивариаи'!'Иости. 
Опорное поле. Будем считат:ь ·вектор-фуНIЩИI) и-{1) уп-

равлением, значениями котороrо в любой момент времени мы мо­

жем распоряжаться ПО своему YCMO'l'peRИIO. ЗададимСЯ ReKO'l'Opi:U4 

опорным уnраВJiением 'ii,(t) • Из каждой точки l x/r} Е-/1 
ВЫПУСТЩ4 траектории x{l:), f СИС!'еJШ (I) t все О ОДНU И тем 
же упра:влением tk{~) • ~{t) •. Траепория X.{~)J t яосп-
rает Н в .момент t & Т • ОпредеJIИМ :вдо.п:ь эttой '!'раектории 
вектоМJtнкцию pf-1:) ураВнением . 

f = -3UJJ/" Н{х.,~ U..,t): x(l:) • 'i.ti), Н• (f~f(x,u.,t)) (4) 

Уравнение ( 4) ставит .в соответс'!'Dе иаждой точхе { ~ .. 'r J Е- Я 
вектор р = f(x, r) • Вексrорное nоле "f(x/r) будем вазыват:ь 
опорньw. 

Оnорная функция. Каждой ttoчxe {х,Т}6-.Д проходsцая_ че­
рез нее траектория Xit.)~ t с~1' в qJtНозиачвое соове'l'с'l'вве 
значение фуНIЩИонала (2), xottopoe '1'аRИ.М образом оказнвае~ся 

фувкцией точки {x./rj • Э!'У фУи~ 

vrx)r) ~ cp[XfтJ, т] <s> 
АШ назовем оnорвой функцией. 

Точная формуJiа д.r.я из.менеlШJI · фУИIЩI.овuа. С ПОМОIО» 

опорной фуНКЦШI V(x/t) разиосn .мецу зн.ачеJWDtИ фуИlЩit,О-
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наиа (2) ДJ1Я проходящих через ощ и 'f"3 же !'очку {x0, _i 0jбl/ 
тpaeK'l'Opd %,.(1)~ f 11 i{i)~ t t OOO'l'BeTOifBYJDЩИX уПравJiеНИЯJА 
U.lt) и fl.(t) , можно запиоаrь в виде 

.r:. _ _ _ _ _ -.~. ~} JТJv fx.ti:J, tJ Jl: 
~1 = t:f>Lx(T), Tj- 'P{x(f}

1 
Т}= V{x(T)

1 
Т}- V(X~ tol ~ dt • 

i • . 

Првеияя теnерь -,ц,u вычиОJiевия проИзводной от V(x.) т) по вре­
мени ВДОJIЬ 'l'paeR'l'OpU x{t), t nрибдrо:<енную формулу ДJIЯ МЗЛЫХ 
изменений ФУИ1ЩИОН8JJ8 (2) IO • имеем 

. ' 
А1 =-/[н [x,rrx)tJ) и,~tl- нrx.~prx~tJ) u.l t J_Jdt. <б> 

t• 
Иопользо~е· точной формулы (6) ~ает возможность сформу­

лирова'l'Ь необходимое и одновременно дос!fаточное условие ин­

вариавтноо'l'и оиоrемн (I). 
Теорема I ( Пр1UЩИП независимости). Для того, чтобы сио­

rема ( I) 6вла Ф -инвариантной на Н по и, , .необходимо и 
достаточно, чтобн ва опорном · поле, соответствующем какому-

нибудь опорноJQ управлению il(/:), фУшщия 

не завиоеJiа явно О!' вектора ц. • 

· Из формулироВRИ rеоремн ОJiедует, что если ее условие вы­
nолнено ХО'l'Я_ б~ ДДЯ ОДНОГО ОПОрНОГО управления u{t), ОНО 
буде!' выполнено и джя всякого друrого. Это объясняется тем 

обстоЯ'!'е.иьс'l'!ом, ;:о веJ!!ОРЬI опориоrо поля f(X/!} и гами.ль-
. 'l'ониаи Н[:r:.,р(х,т~ u.)r] = Н(~/С) инвариантной системы оказыва­
ютоя иивариаи1'Ю:U4И ·по fl(t) , т.е. их значенИя оnределяются 
только точкой {",т} и не ·зависЯ'!' от '!'ого, RaRaя именно фун­
кция U(t) ИСПОЛЬЗуется ПрИ ИХ ВЫЧИС'JlеНИИ. ИмеННО благодаря 
этому замечатеJIЬиому свойсrву задача синтеза, чрезвычайно 

сложная дхя Общеrо случая построения оптимальной системы, 

для инвариаитJ{ой системы оказывается весьма простой. Это же 

свойство nозволяет использовать в качестве_ опорноrо уnравле­

ния фуНIЩИI), зависящую не только от времени, но и or коорди­
нат системы, что оказнваетоя удо6Ньtм в прИJiожени.ях. 

В .терминах оnорной функции, которая оказы:вае 'тоя связан-
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ной с оnорным nолем и гамильтонианом соотношениями 

-r - ' v/. J н-, ) - -;;V(x.,тJ f x/t)=-il...Ш:f1(.rcx,r, c~,r- ~r , 

необходимое и достаточное условия шrвариантности можно сфор­

мулировать следующим образом. 

Теорема 2. Для того, чтобы система (I) была Ф -инва­
риантной на М по и. • необходимо и достаточно, чтобы оnор­
ная функция. соответствупцая :какому-нибудь оnорному уп_ра:вле­

нию li(l:) , удовлетворяла уравнению в частных nроизвоДНЬlх 

и nравая часть этого уравнения не зависела явно от и. 

Отметим, что по оnределению (5) ФУнкция V удовлетворяет 
на Н граничному условию· V(:;c, т)::: Ф(х} т). ~ 

Условия теорем I и 2 по Форме близ:ки к формулировкам не­
обходимых 8•9 и достаточных II,IZ условий оптимальности в 
форме nринцила лшксимума. Эта аналогия оказывается весьNв 

глубокой. Действительно, инвариантный функционал на любом, в 

том числе и оnорном уnравлении ~(i) ( соотве тствующие 
U ( t) траектории X..(l:), t удовлетворяют всем условиям регуляр­
ного синтеза II' 12) достигает одновременно и своего махсИМВJIЬ­
ноrо, и минимального значений . Поэтому для широкого класса 

задач условия инвариrоiтн ости должны отличаться от соответс!­

:зующих условий оптимальнос ти лишь тем , что гамильтониан. nри­

ниыая на управлении u (tj одновременно свое минимальное и 
максv .. мальное значение, не зависит явно от и.. • 

3. Структура облас ти инвариантности и условия 

инвариантности по начальньuл данным. 

Опорная функция оnределяет собой структуру фазового прос­

транства инвариантной системы . Область инвариаНтности .R 
расслаивается на инвариантные гладкие многообразия размернос­

ти t ~ n в n+ i -мерном nространстве Х х t , явл.яющиеся 
nоверхностями уровня -:_::.y:.l\Цr ··1 1/(x/r) • При JIIOC):ыx возмуще­
ниях u(t) траектории и.нва Iш--:>ной системы , выходящие из од-
ной тоЧки f-х.,Т}6-Л , принадлсiiiат одному и тому же инвариан-
'l'ному многооеiразию . Таким об,rг зом , KaR и , случае линейньtх 
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систем с постоянными коэффициентами, нелинейная инвариан~ая 

система оказывается не nолностью управляемой: возмущение. не 

в состоянии вывести изображающую точку из инвариантного мно­

гообразия и моает только изменить расnоложение траектории на 

эт~м многообразии. 

ИНварианmость по начальным данным. ЕсJШ задано множест­

во L с Л, будем называть систему (I) инвариантной no начаnь­
НЬIJ.1 данным на L · , если значения функдионала (2) не зависят 
от возмущающей вектор-ФУнкции и. ( i) и для всех траекторий, 
на чинающихся в точках множества L , совnадают. Структура 
области инвариантности показывает, что для инвариантности 

системы (I) по началышм дан.ным на L необходимо и достаточ­
но, чтобы множество L nринадлежало nоверхности уровня оnор­
ной фушщии V(x,r) • НормаJIЬю к этой nЬверхности ЯВJ.I.Яе.тся , 
rt+f -мерцый вехтор f5(~,'f):{-1fx,t')> Н(-х,т)} • ПоэтоМ3, если 
L nредставляет собой гладкое мноrообразие, и l(~,r) есть 
nроиэволышй касательный вектор к ~ в точке { х.) 't J . сn,l)i­
ведливо следующее утверждение ·. 

Теорема з. Д.nя инвариантности системы (I) no начальным 
данным на L необходимо и достаточно, чтобы выnолнялось уело- · 
вие теоремы I и в каждой точке f~,t} б L 

( Р(х)1:)~ t{x./t))= о. 

4. Синтез инвариантных систем 
Задачу синтеза инвариантной систеАш мы будем понимать 

как задачу построения корректирующей цеnи, обесnечивающей 

инвариантность системы с задаiШой неизменяемой частью. Точ­

ная nостановка задачи состоит в--следующем. 

Пусть _система уnравленИя оnисывается системой уравнений 

(7) 

Зд.ес . "' и. nо·-nрежнему возмущение, а v -скалярный уnра.вл.яю­

щий п· .ра;,пе тр, хг.1 ... а.ктеризующий собой изменяемую часть системы. 
т.:; оуе~·ся найmи корректирующую ФYFJ\ ю 

1Г= rJ{x.)u.Ji:)> (8) 

~ри. ко•rоро" j истеt~г 
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(9) 

я:вляется Ф -инвариантной на М по и.. • Предnолагается, что 
ДJIЯ u.(f:) =о система функционирует желатеJIЬным образом nри 

u=o 
. Может оказаться, что в оnределяемой условиями задачи об-

ласти изменения nеременных х, и. и t. непрерывной корректи­

рующей функции не существует. Это приводит к необходимости 

рассматривать кусочно-нэпрерывные функции v-(x1 U.1 t) • При 
этом nравая часть си.стемы (I) оказывается разрывной, что, од­
нако, не ведет к появлению суще~твенных особенностей, посколь­

ку свойства инвариантной системы опреде.~тся опорным полем, 

а система (9) при опорном управлении u(t):: о непрерывна. 
Построим соответствущее ii.(t) ==.о оnорное поле р(х) t) 
и запшпем опредеJLЯЮЩее уравнение 

Н[х.) f (:х:) t), U.
1 

V, t] ~Н [ -х:.) р(х.1 t), 01 о) 1:.] > 

которое оnределяет tГ как фунiЩИЮ от х, и. и t • 
Тео!)ема ·4. Д.пя того, Ч'l'ОСSы функция if(x,u.,t) CSWia кор­

ректпрующей, необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла 

опредеJIЯI(JЦему ~уравнен.що. 

Это утверждение показывает, что корректирующая функция 

доJIЖНа строиться как peiL :.: ~-rие ( или из решений) определяющего 
уравнения. Таким образом, ·синтез инвариантной системы сводит­

ся к nрогнозированию ее невозмущенноrо движения.х/ Полное 
решение задачи обеспечивается знанием вектор-Функции 'f(x, f), 
nричем эту ~ектор-функцию, оnределяемую невозмущенными систе­

мами (9) и (4), достаточно вычислять лишь для точек { x.J tj 
реализующейся возмущенной траектории. 

С nомощью опорной функции оnределяющее уравнение записы-

вае тоя в виде . 

-~~o.d .• JI(x,i),f(x,u
1
tf,t)}-= ;}\ii;,t)-= -(3w..d._'il(x,l:),f(x,o,o,l:)). 

х/ Отметим, что решение задачи синтеза оnтимальной системы 

. требует решения краевой задачи для системы соnряженных nере­

менных. 
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задача же оnределения функции V(x) /;) эквивалентна задаче 
ИИ!'еrрирования невозмущенной системы ( 9). Поэтому, если удает­
ся ва~и nоJIН:ый интеграл этой системы, решение зада"tШ синтеза 

инвариантной систеьш оnределяется в конечном виде. Пусть 

x(t) = t(xJ ~ t) 
ес!'ь nоJIНый интеграл системы ( 9) при и= о , u: о , где 
!'ОЧRа {x.,Tj иrрает роль начальных условий. Подставляя X(t) 
в (3) и_ра~ешая полученное уравнение относительно f , nо­
лучим Т:: Т ( Х1 Т) , о_ткуда 

x.rr) = 1 [ :x:/r) T(x/rJ] =- f(x/r:J. 

Тоrда опорная -функция оnределяется выражением 

Условия существования корректирующей функции совnадают 

с 'словиями существования решения определяющего уравнения. В 

качестве простого достаточного условия существования решения 

~t.roro уравнения можно указать условие Ф -уnравляемости сис­
темы (I) по lТ , заключающееся в выполнении при в·сех рас- · 
с.матриваемых значениях пере.менных х) и) t · и. IJ неравенст­
ва 

В том с.пучае, когда в заданной области изменения переменных 

х) и. w t , или некоторой ее части решения определяющего 
уравнения не существует, либо никакое решение этого уравне­

ния не удовлетворяет накладываемым условиями зада~1 на уnрав­

ляющий nараме·тр конструктивНЪiм ограничениям, осуществлеm1е 

инвариантного синтеза с nомощью корректирующей функции вида 

(8) нево можно. Это, однако, не означает nринципиальной не­

воаtюжности обесnечить инвариантность системы (7), и указы.­
:вает только, что за:кон уnравления nараметром tТ следу е т 

искать в другой форме. 

Из точной фор.муJШ для изменения функдионада ( 6) следует, 
что . необходи.NtW/1 и достаточным условием инвариантnасти сие те-
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мн (7) является выполнение вдоль любой возму.ще~ной траекто-

рии x..{t).) t ' начинающейся в точке [х·: e>j < ' ра~енства 
r . . 

А 1 = -! {Н {:с, fЯ",t), и. А t]- Н {x,ji(x, t), о, о, i Jl dt -..о. (IOl 
/:.о 

Это равенство следует рассматривать как сnецифическое уравне­

ние относительно tf , ~еmение которого доJIЖВо сrроиться в ' 

соответствии с расnолагаемой информацией о возмущении и сос­

тоянии системы. Наnример, ДJIЯ случая, когда задаJIО ограниче­
ние trE W , nростейший_ cn_oco6 обеспечиrь :внпоJЩеиие усло­
вия (IO) состоит в · том, чтобы дополни'l'ь закон управления, 
найденный из определяющего уравнения, условиями 

H{x,f(x,i), и., tJ; t] -= ~Xt Н [x.,j5(x, t), и, о.Г)] npw 61(t)> О 
и 

H[x,f(x,t),и,or,t]-= i.nf H[x.,f(x,t),и,W;t] . nри ~>'J(i)<o, 
..r'"w 

где ь1(1:) есть значение интеграJiа в nравой части равенст­
ва (IO) при верхнем nределе t . . 

Все изложенные выше результаты доnускают обобщение иа 

с)!J'чай инвариантности системы (I.) одновременно по т.~ фуюt­
ционалам. Для возможности синтеза уnраВJIЯDЦИй параметр lf 

должен быть в этом случае nt -мерным вектором, Ч'l'О nозволяет 

nостроить ~ независимых корректирующих цепей. 

В TOJA случае, когда nравве чаоти оис'l'емы (I) ( или (?) ) 
ра эрывны, изложенны е ре зультаты остаются справедливыми, если 

считать, что веЕтор-функция p(t) в (4) nри nереходе траек­
тории x(t~t через nоверхность разрыва. удовлетворяет обычным 
у еловитА скачка 13 • И-чтересно отметить , что если существует 
хотя бы одно оnорное уnравление , nри котором nравые части 

системы (I ) вдоль трае.кторий Х.(1:~ t неnрерывны, оnорное по­
ле j5(x) t) и в случае ура _нений. с разрыв~ прсmшш частями 
остается gепрерывннм. 

5. Примеры 
Коррек ирующую < J вкцию можно nостроить в .явном виде ддя 
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любой задачи, ~которой удается найти nолный . иНтеграл невоз­

муJQеиноrо д:вuения. Примерами таюа: задач моrут служить зада­

. чи синтеза коррехтирующей функции для систем вцца 

~=1/x.~ar~Ju.Jtr,i) t rде arx)olo,t)=o~ 

задачи, связанные с упра:в.лением движением материал·.Ьной точ­

хи в цеитраJIЬном поле rравитациониых си.л, и Ряд. Щ)Уrих. 

При.мер I. Рассмотрим систему 

xt =- (1.+-u.)xl., Xj_ =-(t+tr)x.t, 

траектории которой доJ!ЖIШ оканчиваться на поверхЦости, оnре-

деляемой уравнением · · 

M(xt, X:t, t) = Xt t-X2.- 1. :о. 
Единственными корректирующими функциями, обесnечИваЮщими 

инвариантность по и. этой системъt ДJJ.Я. функцио.н.алов · 

б у JI:3T, соотвеrотвенно, фуНIЩИИ 

2XtX2.(~t +-Х2.)- Х2. U.. u= . 
2XtX1 (Xt t-X1 ) + Xt 

Пример 2. В задаче 

ер· =- т и. . 

xt-= х2.[ 1. т u.(i-tr2
)]) .il. =- x.t 1- if"'(xf -ц2.); 

N:. X.t + Х2.- i. =о; Ф = х.~(Т) +- ~f(T) 

имеем V=: qs[i r(x}· -х:. \'] 
1 
ft = -2x.1(x:-xi), fi= 2x.1(:il- xi) 

и определяющее. уравнение записывается в виде 

l!2x 1 и f tr(x:- uz.)- ::c1.u. =о. 

Из двух различных решений этого уравнения можно nостроить 

бесконечное щ1сло разрывных корректирующих функциЩ. Накла­

дывая на tf доnолнительное условие минимальности no абсотот-
ной величине, имеем 

и.. 
ll'=- ns:>u. /x.L/)/U./ 

X:t L J 
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u= о пр~ и:= о. 

КорректирупЦей· функции, неnрерывной во воем проо!'ранс!'Ве 

х ~ Uti в Э'!'ОЙ Задаче ве существуе!'. 
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Introduction 

In recent yea r here ha s been increasing interest in the design of distributed­

parameter systems. Th is interest is motivated by the need to design practical control 

systems for flexible boosters, thermal processes, satellites with flexibly booms, and 

other systems wherein the distributed nature of the process must be explicit ly included. 

A comprehensive review of the theory of deterministic distributed-parameter 

processes through 1964 is contained in Reference 1: concepts which have prove~ useful 

in estimation and control studies of lumped-parameter processes-stabi lity , controlla­

bility, and observability -are defined, several optimization problems are formulated, 

the earlier .work of Butkovskii is summarized, and a Maximum Principle is presented for 

the determination of optimum control laws for deterministic distributed-parameter 

S• 1 °64 be f . . . 2 - 15* . d . . . d' systems. mce 7' a num r o •nvest1gattons concermng eterm-1n1shc •s-

tr ibuted processes have appeared·. These studies have extended techniques that were 

developed originatly for lumped-parameter systems: Axelband 
3 

' 
4 

applied function 

space techniques 
5 

for the derivation of optimum control laws, Pierre 
6 

used frequency 

domain techniques to minimize a mean-square-error performance criterion, and Sakawa
7 

and Brogon S, 
9 

considered computational aspects of determining optimum control laws. 

Kim and Erzberger 
13 

and Yeh and Tou J 4 
examined specific distributed-parameter sys­

tems and Herget 
15 

studied in detail the concept of controllability for distributed para-

meter systems. 

Stochastic distributed processes hove also been the subject of a number of in­

ves tigations : stochostic stability concepts have been extended to the case of distributed 

parameter processes with random parameters 
16

, the Kalman filtering problem has been 

considered for processes defined in Hilbert space 
17

, for classes of linear distributed 

* This list of references is representative of contributions made during the past four 
years but is not intended as a comprehensive bibliography. 
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processes 18
,
20 and for linear time-delay systems 

21
, and a backward equation has 

been derived for the randomly-excited diffusion process 
22

• An optimum control pro­

bl em for a class of linear, stochastic distributed-parameter systems has been treated in 

Reference 23 where an attempt was made to extend the separation theorem 
24 

of ran­

domly-excited lumped-parameter processes . . This theorem states that, under certain 

conditions, the optimum controller for a randomly-excited lumped-parameter process 

comprises a Kalman fi Iter to estimate the state of the controlled process and a linear 

controller to operate on the estimated state. In Reference 23 Bellman's principle of 

optimality 
25 

was applied to derive a distributed stochastic Hamilton-Jacobi equation 

and to obtain the correct optimum control law for the case where perfect measurements 

of the state of the distributed process are available. However, in attempting to pre­

sent the separation ~heorem for the situation where only noisy measurements are ava it­

able, an incorrect model of the controlled process was used in the distributed Kalman 

fi Iter of Reference 23. 

In this paper the correct optimum control law for a randomly-excited diffusion 

process is derived using properties of distributed Markov processes. The process to be 

controlled is defined by 

au ctu at = a~+ g(t,x) +~(t,x) 
ax 

(1) 

with boundary conditions 

u ( T', 0) = u ( T' , 1) = 0 for a 11 T' • (2) 

where a denotes the diffusion constant 1 [~(t 1 x)} is zero-mean white noise with 

variance 

E (~ (t I x} s (T' I y ) } 
2 . 

a~ (t 1 X 1 Y) Q ( t - T') (3) 

2 2 
where a~ (t , x I y ) = a~ (t 1 y 1 x) and g(t 1 x) is a control function to be chosen from 

some set G of admissible controls so that the cost functional 

1 T[~) 12 ., 
V(t ; Yt) = E[2 v J j u (s 1 x)m (s 1 x , x ' ) u(s1 x 1 )dxd x' + g (s1 x)n(s, x) dxJds !Y } (

4
) 

t 0 0 0 t 

is mi nimized. m(s 1 x , x ' ) and n (s, x) are known posit ive funct ions of time and space 
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with m(s,x,x') = m(s,x' ,x) and \ denotes the information available to the controller 

at the current time t. 

The process (1 ), (2) may represent the voltage along a short-circuited R-C 

cable with a distributed random current excitation ~ (t ,x) and a distributed control 

current g(t ,x) or it may represent the temperature along a rod with ends at a fixed 

temperature ~nd subject to distributed random heating. 

The problem of minimizing (4) for the process (1 ), (2) wi 11 be examined for the 

general case in which \ represents information provided by a noisy sensor located at 

the point x
1

, 0 < .X
1 

< 1 t 

where H(t) is a known function, and T)(t) is zero-mean white. noise, 

E(T) (t)f7 (T')} = a2 
6 (t- T') 

11 

E( 1l (t )~ (T', x)} = 0 for all t, r , x · 

(5) 

(6) 

(7) 

The assumption of a point-wise sensor is, of course, an idealization of a common phy­

sical situation where a probe type of measuring device senses the average value of a 

quantity over a small spatial volume. 

The general control problem is introduced after examination of the special case 

of noise-free observations and after a discussion of the filtering problem. Because the 

techniques used below are based on representing the solution to (1 ), (2) in terms of a 

Green's function, the results are readily extended to more general higher-order pro­

cesses which also have this property. 

Control Based on Noise- F ~e Obst:rvations · 

First assume that the control g(t ,x) is to be based on complete knowledge of 

the distributed state u(t ,x). lt will be shown that the optimum control law for this case 

is identical to that previously derived
1 

for deterministic distributed processes. This re­

sult will be obtained by using the backward operator of Reference 22 to extend an inte­

gration rule and an opt.imality lemma of Wonham26 



For the process (1 )1 (2) with g(t 1 x) = 0 consider the following functional of 

u(x) 1 the given process state at !ime t, 

1 
T 1 1 

L (t;u(x)) -= E (-
2 
I I J u(s 1 x)m(s,x,x')u(s,x')dx dx' ds} 

t ,u t 0 0 

1 T 1 1 . I 

= -
2 

J J J m(s 1 x,x 1
) Et (u(s,x)u(s 1 x 1

)} dx dx ds 
t 0 0 lu 

where 

Et ( · } = E( · I u(t 1 x) = u(x)} 
lu 

lt will be shown that the integration rule of Wonham. 
26

1 

T r a.L I. J .L (t;u(x)) = - E ( J L' - + I.L (s 1 u(s,x))] ds} 
t lu t as 

holds for (1 )1 (2) 1 where ,{1·1 is the backward operator
22 

The functional derivative 6~~x) appearing in (11) is defined by
27 

1 
J c5Fiu(x)] h(x)dx = lim .l(F[u(x) + E h(x)] - E[u(x)J) 
O 6u(x) E-+O E 

where h(x) is an arbitrary function on 0 x s: 1. 

To verify (10), formally write the response of (1 ), (2) with g(t ,x) :.: 0 as 

1 s 1 
u(s,x) = I k(s,t ,x,z)u(z)dz + J J k(s,'T ,x,z)~('T ,z)dz d'T 

0 t 0 

where the Green's fu nction k(s,'T ,x,z) is given by 

k(s,'T,x 1 z ) = f exp[- n
2

rr
2

(s -'T)] sin (nrrx)sin(nrrz) 
n=l 

and has the property k(s,s,x,z) = O(z- x). Then note that the output process 

f u(s,x)} 1 s ::: t, hasmean 

(8) 

(9) 

(1 0) 

(12) 

(13) 

(14) 



1 
IJ(s,x lt,u(x)) = I k(s,t,x,z)u(z)dz 

0 . 

and cross-covariance funct~on 

M(s,x,x' I t) 

Thus (8) becomes 

s 1 1 2 
I I Ik(s,T,x,z)k(s,T,x',y)a((T,z,y)dy dz dT_ 
t 0 0 

(15) 

(16) 

T 1 1 · 
I(t;u(x)) = ~ J I I m(s,x,x')[M(s,x,x' It)+ p.(s,x I t,u(x))p.(s,x' I t,u(x))]dx dx'ds 

t 0 0 (17) 

Upon -takin,g o/at of (17} and using (11) and (13)- (16) we obtain 

a1 1 
1 1 

at +/..lii =- 2 J I m{t,x,x')u(x)u(x')dx dx' 
00 

(18) 

Hence, from (8) we see tha~ (18) implies (10) • . 

o · 
Now (10) will be used in finding the conlrol g ·(s,x) which minimizes 

1 
T 1 1 1 

2 
V(t;u(x);g) =Et (-

2 
I I I I u(s,x)m(s,x,x')u(s,x')dx dx' +I g (s,x)n(s,x)dx]ds} (

19
) 

,u t 0 0 . 0 

for the process (1 ), (2) . The set G of admissible controls is : 

1 
G = [g(s,x}: g(s,x) = Ih(s,x,x')u(s,x')dx'} 

0 
(20) 

where h(t,x,x') is some function differentiable in t and twice differentiable in x. 

Let ~IV(t;u(t ,x))J be given by 

1 
1 1 2 62V · 

1 iu 6V 
/. [V(t;u(x))] - f...:..) If ac(t,y,z)6 (y) 6 ( )dy dz + Jra-2 +g(t,y)] 6 (y) dy 

9 '2 0 0 <;, u u z 0 ay u (21 ) 

where g(t,y}(G. Also let 

(22 ) 

and 
l 1 1 

L(t ;u(x);g - ~ [ r f u (x)m{t,x,x' u (x')dx dx' + l(t,x)n (t,x ) dx] (23) 
0 0 0 
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Now note that with g
0

(s,x) of the form (20), V
0 

can be written in the form (8) and 

consequently (10) applies to V
0

• Thus by appl yi ng the integration rule (10) to V
0 

in 

prec ise ly the same manner as in Reference 26, it can be shown that the control g
0

f: G 

is optimum if 

(24) 

Hence the optimum control satisfies the functional stochastic Hamilton-.Jacobi 

equation, 

min { ,l [V0 (t;u(x))] + L(t;u(x);g)} 
g(G g 

(25) 

An equation similar . to (25) was derived in Reference 23 using the dynamic programming 

approach. 

Upon performing the minimization indicated in (25) one obtains 

o 1 6V
0 

g (t ,x) = - n(t ,x) Ou(x) 

Substituting (26) into (25) and assuming a solution of the form 

1 1 
V

0
(t;u(x)) = ~ w(t) +~ J J u(x)W(t,x,x')u(x')dx dx' 

00 

yields 

where 

1 
g

0
(t,x) =- -(t 

1 
) J W(t,x,x')u(x')dx' n ,x 0 

-w 
1 1 2 J Ja~ (t,y,z)W(t,y,z) dy dz 

0 0 ., . 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

oW(t,x,x') = ,.,. lw +"' lw _ J1 
W(t,y,x)W(t,y,x') d + (t ') 

ot ""'ox2 ""'ox'2 0 ' n(t,y) y m ,x,x 
(30) 

and 

w(T) = W(T ,x,x') = 0 for all x,x'dO, 1] ' (31 ) 
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W(1',0 1 x') = W(T 1 1, x') :;: 0 for all t -5:. T ~ T 
and x 1 £ [0 1 1] 

(32) 

W(T ,xI 0) = W(T I x, 1 ) = 0 for all t -5. T ~ T 
and x £ [0 1 1] 

(33) 

The control law (28) is the same as that for the deterministic distributed process 

(1) with ~ (t 1 X) == 0. Hence the above result is the distributed-parameter counterpart 

of a well-known result for lumped-parameter processes. 

Filtering of Noisy Observations 

Consider the problem of generating the minimum variance estimate u(t 1 x), 

0 :<;; x ~ 11 for the process (1 )1 (2) where g(t 1 x) is regarded as a deterministic function 

of t and x. lt is assumed that measurements are made at a point x
1

, 0 < x
1 

< 11 and 

are given by (5). Thus u(t 1 x) is to be generated so that 

.· 
E{ [u(t ,x)- u(t ,x)J

2
1 y(A, x1) I 0 ~ A ~ t) (34) 

is minimized. 

lt is well-known that the minimum variance estimate is the mean of the condi-

tional probability density 

0 ~A::: t} (35) 

Using the results of Reference 19, it can be shown that u(t ,x) satisfies 

<t ·i" ; = et-f + g(t ,x) + K(t 1 x,x
1 

)ly(t ,x
1
)- H(t}U(t ,x

1
)J (36) 

ox 
where 

2 
K(t ,x,x

1
) = !;(t ,x,x

1
) H(t)/aTl (t) 

and t(t,x,x
1

) is obtained from the solution to 

ar; ( ) i !; ir- 2 2 2 

(37) 

t,x,y = Q-- ~ ex- + a~ (t,x,y)- l; (t,x,x
1
)E(t,x

1
,y)H (t)/a, 

at ox2 al <, ., (38) 
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with 

~ (t ,O, y) ~(t,l,y)=O 
(39) 

]; (t ,x,O) ~(t ,x, 1) = 0 

Because of the linearity of (1) the conditiona l density (35 ) is Gaussian with 

mean (36) and covariance (38), and the conditional mean u(t ,x) of (36) is 0 sufficient 

stati stic for the density (35). In the next section we consider the problem (1) - (7) and 

seek an optimum control law in terms of this sufficient statistic. 

Control Based on Noisy Observations 

In this section a control law of the form 

g(t,x) = y(t,P(t,x)) (40) 

is sought to minimize (4) for the process (1)- (3), (5)- (7), where ,8(t,x) = u(t,x )l 

th e suffic ient statistic given by (36). Thus consider the joint process [u(t ,x) 1 ·f3(t ,x)} , 

au a2u at= Q-2 + y(t,P(t,x)) +~(t,x) 
ax 

(41) 

and write the performance criterion (4) as 

V(t ;,8) 
1 

T 1 1 1 
2 

E[ 2 J If J u(s,x)m(s , x,x' )u(s,x' )dx dx' + J g (s,x)n(s,x)dx]ds I ,8 (t) = ,8} 

t 0 0 . 0 (43) 

The solution to the analogous problem for lumped-parameter processes is em­

bodied in the well-known separation theorem 
24

: a Kalman filter is used to estimate the 

state of the process and a linear controller then operates on the estimated state. The 

parameters of the linear controller are independent of the sensor characteristics and thus 

the operations of filtering and control ore said to be separated. 

To extend the separation theorem of randomly-excited lumped-parameter processes , 

consider transition probabilities defined on the output function space r 1 the set of all 

,.1 
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possible output functions ~t = u(t ,x) of the process (1) at the fixed time t. These 

probabilities will be defined formally as follows: 

Consider the process { v t (t)} , t=1,2, ... ,n, 

(44) 

where h = 1/n, tt.(t) = ~(t,th) 1 gt(t) = g(t,i.h), and v
0 

= vn = 0. lt iswell­

known28 that for deterministic time functions ~. (t), g. (t) the solution v.; (t) to (44) 
(, (, V 

is a discrete spatial approximation to u(t 1 xt) of (1 )1 and that 

lim v.(t) = u(t 1 x.,) 
h-+0 " t-

(45) 

For the finite-dimensional Markov process (44) defined on then-dimensional 

Eucl idean space E 1 n 

where 

s ~ t 

.· 

(46) 

w (n) CD . . 

Pr ob { v ( s) £ En I v ( t) = v } = J · · · J p ( s 1 A 
1 

1 ~ 1 • • • 1 An I t 1 v 
1 

1 • • • , v n )d ?-
1 

. . . d An 

-a> -a> (47) 

and p(s~Al 1 •• • An I t 1 v
1

, ... 1 vn) is the Gaussian transition density for (44). Thus 

we formally define 

Prob{u£rlu(t 1 x) =u(x)J 1, 
"""S 

s ~ t (48) 

where 

oo (n) oo 

Prob{~ir lu(t ,x) ::. u(x)} = Jp(st,!:!_lu (x))d~ = lim J • · · J p(s,z
1 1 ••• 1 ~nit ,u(x))dz

1 
... dzn 

n--oo...ID ..m 

(49) 

and 

I 1 1 -1 
p(s,z

1 1 ••• 1 Zn t 1 u(x)) = n/
2 

1/
2 

exp(-2 (z - p.)' A (z- p.)] 
(21T) ldet A] 

(50) 

The vector mean p.(s) and the covariance matrix A (s) of density (50) have elements 
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~t, (s) = ~ (s, xi,) = .E(-u(s,xt,) J t ,u(x)} (51) 

Atj(s) = E{(u(s,xt,)- ~(s,Xt,)] (u(s,x}- ~(s,x}1 lt,u(x)} (52) 

obtained from the solution to 

a,.&('r ,x) = a k + g(t ,x) a,. -;:r (53) 

(54) 

with appropriate boundary conditions, where 

(55) 

The definition (49) is, of course, only formal since the existence of the limit on 

the right-hand side must be established. A possible approach is to define function space 

integrals using the Wiener Integral theory 
29 

which has been developed in the study of 

Brownian motion. This approach will not be pursued here. Rather, assume the exis­

tence of the limit in (49), and since (49) satisfies the back't'llard equation of Reference 

22 for every finite n, we will assume that the limiting probability in (49) satisfies the 

same back't'llard equation. 

Using the notation of (49) denote the transition density of the (u(t ,x), ~(t ,x)} 

process by p(s,:!.,~ It, u(x), ~(x)) and the posterior density of u(t,x) given ~(x) by 

p(t, ~ I ~(x)). Then (43) is rewritten as 

T 1 1 
V(t;{J) -- p(t,,IL l~(x))(J J.fpls,:t,,~ lt,u(>U,~(x)I~(J Jv(x)m"(s,x,x')v(x')dxdx' 

t . 0 0 

1 2 
y (s, v)n(s,v)dx)d v dv ds)d u 0 ~ ,.,., ""'-~ 

(56) 

and again in the same manner as in Reference 30, it oan be shown that the optimum con­

trol g
0 

satisfies 
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avo . 1 1 1 L(t,x,x1)E(t,y,x1)tf 62y0 

-at = m~n (2ll a 6/l(x)6~(y) dy dx 

" 
+ } [a j-~3 + g] ~ dx 

0 ax2 up'x' , 

l 1. 1 1 1 

+ 2 rJ s ~(t,x,y)m(t,x,y)dy dx + s JJJ(x)m(t,x,y)IJ(y)dx dy 
0 0 0 0 

1 . 
+ J l (t ,x)n(t, x)dxJ} 

0 . 

The minimization indicated in (57) yields 

o 1 6V
0 

9 (t ,x) = - n(t ,x) 1iffW 

~ubstituting (58) into (57) and assuming a solution of the form 

results in 

where 

1 1 1 1 
. V0

{t ;/3(x)) = 2 p(t) + 2 J J /3(x)W(t ,x,y){3(y)dx dy 
00 

1 1 
g

0
(t ,x) = - --:-r't J W(t ,x,y)IJ(y)dy 

n\T 1 X} 0 

1 l E(t ,x,x
1 

)L(t ,y ,x
1
) ~ 

_-p= J 2 W(t,x,y)dydx 
0 0 a., 

1 1 
+ J J E(t,x,y)m(t,x,y) dy dx 

00 

p(T) =- 0 

and W(t ,x,y ) is given by (30- (33) . 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

{61) 

(62) 

This result is on exten sio, of the separation theorem for lumped-parameter 

processes. Note that , os indicated by (42 ), the· distributed Kalman filter uses a model 

of the controlled process, includ ing the effect of the feedback control. 



Example 

To gain insight into the properties of the filtering and control equations, num­

erical solutions have been obtained for a number of special cases. Note tl-.at the pro­

cess (1) - (8) with measurements (5) - (7) and performance criterion (4) corresponds to 

a simplified version of a temperature regulation problem fqr a rod of unit length, the 

ends of which are held at a fixed temperature. For corwenience in solving the filtering 

and control equations on a digita.l computer the following parameters were chosen: .' 
\ 

2 2 -4 
et= 1 , 0'~ (t,x,y) = 1.0, H(t) = 1 , a

71 
= 10 , m(s,x,x') = 1 , n(s,x) = 

The partial differential equations were integrated using a fixed grid size A = . 166 to 

approximate second derivatives as in (44). 

A problem that arises is that of choosing the best sensor location. In Reference 

19(b) it was found the filter covariance at the point x = .64 fer various sensor loca­

tions is as shown in Figure 1. The figure indicates that, in this case, the sensor loca­

tion for minimum filter error is at the center of the rod. 

The effect of the distributed controller is shown in Figures 2 and 3. Figure 2 

shows curves of the covariance functlon !; (t ,x,x) for the uncontrolled or open-loop 
0 

process (1) with g(t ,x) =- 0. Figure 3 shows the covariance !; (t ,x,x) for the closed-
c 

loop system with x
1 

= . 833 and g(t ,x) given by (60). As expected the closed-lOOP. 

system provides a smaller mean-square de~iation from equilibrium than does the uncon­

trolled process. 

Conclusion 

Although the above analysis is confined to the diffusion process, the results are 

readily extended to other processes whose solution can be expressed in terms of a Green's 

function. lt is reassuring to note that if a modal representation is used to convert (1) to 

an enumerable system of ordinary differential equations and if the well-known results for 

lumped-parameter processes ore used, then the resulting equations ore identical with a 

series representation for the solution to (58)- (62). 

The above derivation is not mathematically rigorous for the following reasons: 

the stochastic partial differential equation (1) has been treated only formally. One 

approach to a rigorous detinition of (1) would be to consider the integral representation 

for the response (13) and to define the stochostic integral in (13) os is done in the theory 

of stochostic ordi nary d ifferential equations. The transition probability density functional 

• 



of the output of the randomly-excited distribut~ process has also been used in a formal 

sense only. As noted earlier one approach to a rigorous representation could be based 

on Wiener integral theory. -

The above analysis has been facilitated by the fact that for the parabolic equa-
' . -

tion considered, because of the absence of time-delays, the theory of lumped-parameter 

Markov processes is readily extended. However, randomly-excited distributed-para­

meter processes with time-delays and reflected signals require further study. Another 

important question is that of constructing sub-optimum lumped-parameter controllers for 

distributed processes and evalua~ing !he degradation in performance compared with the 

optimum distributed-parameter controller. These are problem areas currently receiving 

attention. 
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