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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ РЕСУРСОВ 

А.Я.Лервер, А.И.Тейкав 

Ивсжижу~ автоматики в тепеuехаввкв 

(технической кибернетики) 

Москва 

СССР 

Решение пюбой жехВической или эвономической задачи 
требует проявления активности, вырааающейои • Испожьзовавии 
соответствующих ресурсов - ;rшДскп.J мате.риаnвщ, времевв&х, 
фИНаНСОВЫХ ДJUI ДОСТИЖеНИЯ ПОСТW8ВИЪIХ ·це~ей. Iioc:КOJIЪKJ ЭФ­
феКТИВНОСТЬ решеНИЯ JШ6Ой cJaltaЧII·~ а ~8D8 .&а!ра5 Вр8118ВВ И 
средств существенно зависит от способа· •авеврвровавив . испохь­
зуеыъши для этой цеп pecypcm, естествевв~· JSОзввкаеt проб­
леца разработки привципов .!акоrо управJ~евия ресурсами, при 

котороы достигапосъ ~s ваавыrо~ейJВе из возкоzвых значение 

критерия, характеризующего в цемм реэуJIЬтаt / :решеоя И про-
цесс его получении. · - 1

- - - -. 

Эта ~робпема оnтимального управленив ресурсами в сво­

ей привципиалъной сущности одиваmва для самшс разпичвых кон­

кретных задач, везависимо от . их ивдпидуа.иъвнх особевнос-rей 

и ыасmта6а. Идет ли речъ о формироваШDI rJ8фИка _paCSot· ремовт­
вой бригады ипи о nлаве реаnизации круnвоl варо~-хоэийст­

венвой nрограммы - матема~ческая формуnи~вка задачи опти­

wалъного управлениЯ рес3рсами по существу одинакова. 

Несмотря ва ~о, ч~о к вастоНщеку времени у.е опубли­

ко:Бав ряд интересных исследований·, пос:вященвых оппмалъвому 

расnределению ресурсов [I,2,З и Др~ , вам представляется, 
что и nостановки этих задач и способы их решевив еще дапеки 

от завершения и оставляют 6олъшой nростор как для ~еорети -



ческп раэрабо~к; tак и ~u изыскавив новых nриJIОzевий. 

В иасmцем доuаде иэJlаrаежси ПОDЫ~ка дат~» строгие 

опредехеиив освовиык повв~вем • вамети~ъ п~жи решевив веко­
· торых задач !еорви, предпривпр» :в o~~eJJe упра:вmвив боль -
шип системаJОI Ивежитужа а:в~омапа • техемехавиD х). Ряд 
предпаrаемых опреде.nевий, а таае Dассифихац:ив задач и ме­

тодов ие л:вuе!св обJЦепривиоА • . Ав!Ор вадемси, · что дискус­

своивое обсуждевие пoiвout :ВЩЖiбо~аtъ обQЮ !Очку зрения 
по этим :вопросам, чtо краЬе веобхоДJUIО в ваQ1tовщее :времв. 

I. Qсвомне ПЬilfl~aa • опредеJiеиия. 
·•. 

.. · •. 

rде 

Х i { t) • сосжоввве i -ol операцп :в момевж -1: , 

U..:J (t)- коDчес~во ресурсо:в · j -ro вца • i -ol операции 
:в 1101180 i: t . . 

w. C-tJ- сворооu -oJ операав :в 8)ileвt i • ' . - -
Поскопъку . ресурсы участ»3J)t :а операцп в · oпpeдeJieiUIЫX соот­
вошевивх, поJiезво :ввесп пова~ае ваборе ресурсов. 

Набором ресурсов :в L -ой операцп ваэ~Dаетсв . мвожесж:во 
распредеJiевий ресурсо• [ u.iJ l-t) J , tаип: чtо 
U..;~ (-t) а .li~ 1.1, (i) . t rде f ol \.~) - DВI!M8!J)bl Ba~Jpa, 

lJi {t)- MOJIВOC~:6 ва6оре 11 МОМ8В! -i • В ОПеJ8ЦИИ :Вообще 
rоворв воэмоZJШ раэ.пичвне . ваборн, во в . даJ1:6В~йшем дJIВ упр:>­

щеиив рассмажриваежсв CJIJЧ~I одвоrо до~Qспмоrо набора для 

кодой onepauи. При эадаввых DaP1118!pax вабора скор:>ст:ь 

операции эа:виси~ !ОJIЪКО от IIOQo~• ваСSорв и времени (1J даJIЬ­
иейшем будем счи~а~~», что своросж~» операции ве зависит явно 

ож :времев. TaКJD( образом · 

w,ltJ • i· [ ~- ctj (2) 

----------------------х) В этих paCSo~ax привимаа · участие сотрудники ОждеJiа · 
В.Н.Бурков, А.А.Ворово:в, С.Е.Ловецкий, А.И.Тейuав.и др. 
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rде Ji ве;убывающав непрерыввав ф;у111ЩJ1в ?J',: и f/o) =.о. 
Под вьmо.nвевием операЦJD повимае!fса изменение ее состояния 

от начаnвоrо xl.(o):-o ·. до ;~иечвоrо · :х,(Т) = Wi ,· 
rде \Vi JUiaJDae~cв объемом .Qnepaцu, Т - 11о11ев~ оюичания 

· всех ouepaцill·. . . 
. I.г-. · Хове~~е ми98ем:во · с;>nераций ocspa ·aJeж иоwлекс 

операций-~ Комп.пекс odычlio ilaoбpaDJ)T 11 виде сети. Сосостов-
вне комuехеа - а~о. вее.ор·. ~J-t) .. '!'" (x.,t+J ·1 ••• .,х" (-iJ) , , 
комповепs ·JCO~poro, оЩ~в со~ввиВIDI опе~ций комnЛекса. 
Объем коммекса ·- Веио·р-·~ . 'W :J~-~ · .... " ""'") •· Одваво, 
ииоrда ,до.бвее пощ.аовиъоя ·поввтием зквивалентноrо объема, 

который uise!rcв окаnирвой . вепчивой, завиовщей от объемо:в 
оnераций. ( вапример, 'W3 = { ~ "{..t J 7/.LJ .L 71 ) • 

I.З~- Б;у~еаi рассма~риватъ оrравич_еиив ва рес;урсы д11JХ 
ппо:в: orpauчeВJIJI по мощиости (мrвовеииые grравичениа) 

. . 

'С""-.( . • !i (i:) ~ К&.. /t) · J. = i" 2" ••• ) rn (З) ~ LJ . L . . J . 
L . -

• оrравПепа по аа~ре. то ( ив!rеrраnвые оrравичевив) 
{4) 

о 

2. Описание модепи 

_2.1. Форы;улиро:вание и . решение задач оптимальвоrо ра­

спреде~еиив ресурсов ыожет опираться ва модель комплекса 

операций, включающую следующие составляющие: 

а) Се~ иnи матрица, характери3ующая состав, объемы 

и доп;устикые последовательности оnераций, входищах в комn-

леке. 

б) r раф иnи матрица, характеризующая допустиаwе пе­
ремещевия ресурсов по оnерациям номплекса, доnустимые ааtра­

ты рес;урсо11 на их :выnолнение, и затраты времени - и средс~в 

ва перемещевии ресурсо:в. 

в) Свсrема ;ура:ввевий, оnисывающих оnерации комПJiекса. 

LtJ. ft) = f. [zэ.tt)l 
&. ' &. 'J 
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r) Ф;уикцвоиаJI :J , харах~ернз;ующий с;уммари;ую аФ»ектив­
ностъ въmоiulеиия ВDJШJieкca операций. 

2.2. Задача оптимапъиоrо распредеnепя ресурсов состо­
k 

ит в ~ом, чтобы подобратЪ tакие nporp&JOIЫ ~.i (i) (коп-
чесtво ресурсов k -ro вида перемещ81)1ЦВХСа о е: · -ой· опере-

. ции ва j -ю в момвит -t ) , которые при ообJШдевви оr}Вии- · 
Чеиий, накпадываемнх И8 ДО~СТИJIЬ18 ПОСJ1ед0ваtе.ПЪИООП ВЫПОJI­

невва операций (п.21,а) и иа доП1ОТоне зиачеиии пстоко:1 ре­

суроо:~ {п.2.Iъ) ~ обёспечиJIИ бы тавое течевие процеоса :выnоJI­

невиа ИОммекса, описываемого уравиеииями п.2.Iв, при котором 

фуикцвоиаJI . J привимает пвимаJIЪиое авачевие·~ 
2.З. В &аВИСИIIОСП О! коикретишс уСJlОВИЙ фуНJЩИОИаJl 

может зависетъ . от рааиsх арrумевtов иu п оочеmвиА. Наибо­

Jiее ваЖ!IЪlКИ ДJIВ праиики fDJIJD)fOB _случаи~ коrда Цe..tDI оптими­

зации :ВRJJI)Чают ОJiед.Ующие фаиоры: 

Т - врема аа:вершевия коJШJiекса операций, 
R - ресуiю.ы, вЬiдеJШемые иа выпоuеиие комплекса 

операций, 

F' - вероятиостъ завершения комплекса за время , 
К - качество резулътата коммекоа опеJ8ций. 

В общем сn;учае оптимиЩiция плава вьmоJIВеиия muмек­

са операций доJIЖИа предусматриватъ мивимизацию векоторого 

фувкциовала от перечиопевиых факжоров 

].{Т, RJ ~К) 
Разjмеется, в частных одучаях некоторые арrумевты 

фушщионала J моrут не учитыват:ься. В зависимости от nаiВ­
метров, учитываемых при решении задачи либо в фувкцковале~, 
либо в ограничениях, можно выделит:ь классы задач схематиче­

ски nоказаввые на Рис.! {мы предполаrаем, ч~о временной nа­

раметр всегда учитываетсЯ в задаче). Задачи класса1Г (вреuи) 
не являются задачаии оnтимизации. Это задачи анализа koмn -
лекса (оnределение времени окончания комnлекса, резервов 

временИ · оnераций и т.д.). К классу ТР (вреия- надежност:ь) 

относятся, в основном. задача расnредеЛения зависимых разер­

вов времени между отдельными операциями с цел:ью максимизации 

вероятности выnолнения У~мплекса в срок. Классы задач, в ко-
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торых учитывается качество, относительно мало исследованы. 

остальная часть доклада посвящена задачам класса TR {вре­
мя, рес~рсы) и класса ТР (время, надежность). 

э. Постановка задач класса 

Э.I. Можно вЬl]l;елитъ два основных тиnа задач. В задв­

чах nервого !Иnа время lГ выnолнения комnлекса за~но, в 
задачах второго тиnа время выnолнения комплекса ие задано. 

Задача 1. ОпредеJIИтъ Z1i{t)" i =.1..,Z.) •• ·J ll , удов.nетJЮ-
ряющие {Э), (4), так ч~бы комnлекс был выполнен ~а время 
jr и критерИй оnтималЬности ~ nривял минимальное зна­

чение. 

Задача 2. ОпредеJIИть lJi (t) " i = 1.., Z", • • • .J n , так 
чтобы комnлекс был выполнен и критерий оnтиыальвосп :J 
принял минимальное значение (время не эадаао). 

Э.2. Наиболее расnространены сле,дJющие кри~ерии оп~и­

мальности: 

а) .J7-= Т ( минимизация времени комПJiекса) 

6) J
2 

~ j= С; m~x f -'ij ~ .. l-i) (минимизция уров-
ней ресурсов) т ~ 

в) J - z.. С . j { ~ .l- · /J. Н)) cJt 
з - d J о ;, 'J ( {равномерное испохь-

зование ресурсов) 

r) .Jч : ~ C.i 4- .S,:ol~j 
J ' 

д) J~::. а. Т _.,)z. 

( ыинимизация 'затрат) 

е) .) : о. Т+ :Jy 
~ 

В выnисанных критериях Cj z о характеризует стоимос~ь 

ресурсов J -ro вида" 
~ - nотери nри задержке окончания комnлекса на единицу 

времени. 

Если имеются промежуточные цели, наnример, онорейшее вас~уп­

ление оnределенных со6ыти 1 , то врименяется критерий 

_] =~б: (t.-L\-) 
в " ~ ' ' 

rде бi {t i - 6 ,) = о nри -t,. :- ~ 4.' и является веубы- . 

:вающей функцией -t,: nри t, 76,: , t'~·- ыоиент оконча-
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вив L -ой операции. 

4. Аrреrиро:вавие воiШJiекса -

4.!. Под аrреrировавиек кокмекса пoiDUiae~в замена 
JtOIIIШeк~a· · (вJIИ ero часп) одной · операцией [4} • Аrреrирова- . 
вие примевветсв, коrда ко111Ш8кс состоиt вэ бoJIЫIOro чисu 

операций. Непосредс.твеввое решеви~ __ задачи оппмизации в Э!OII 
CJI~чae эа!р;удвево иа-аа ее . боJ~Ы~оl ра'Вмерв~_п. Аrреrврова-

вие сос!ОИ! из трех этапо~. · 
I. Э!ВП. · 1nорадочевве COC!OJIВJII КОJШJiекса. 

П Э!ап. Опредепевие параке!rров вабора аrреnроваввой опера­

ции • . 
m. ОnредеJiевве ·зависимосп скорос!и аrреrироваввой операции 

.olf ко~~~ вабора. 

4.2·. Расскотрим .прикер аrреrировавия иоммекса из f 
пocJieдoiaтeJIЫIЫX операций, выnoJПIJiellblX: ресJрсаки одиоrо вида • 
.nервый и :в!орой этапы здесь ожпадаюж, посв:оnк;у сос!оивив 

кокмекса ;уе . ;упорвдочевs, а · едив~:веввый параме!р вабора 
аrреrиро:ваииой операции моzво привить pa:вiiШI едивице. ОСSоз­

вачим 't"'.: (IS'J - время завершеивв 1.: -ой операции при мощ­
иосп 1J ее ·набора, !О есть 

1;. (~) = .. 

Тоrда по опредеJiеввю скорос!ь аrреrироваввой операции 

"' j[lJ) :: ~~·("). . \ . 
с. 

(5) 

Прикем объем аrреrвроваввой операции W = ~ J i W.: . 
' . 

Оцевим опОк, аrреrироваивя. n~cn мощноежь набора " -ой 
операции ра_вва ~ • Тоrда время вьшолнеиив аrреrироваввой 
операции 

1: с ~1 • • • J 19 D ) ~ 4: 
~ r J 
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действительное времв комnлекса 

Ошибка агреrиро:вавив 

€. ~ -r;-1 ( lj/" ••• ' ~1') - "t" ( 111,) • .. ' 191') = _:, f f ~· ~ и-. ( ." >- 'Li ~ ~~IJ 
Задача оптимального агрегировавия заключается в данном слу-

чае :в оnределении ,p..,j .•. .~.Рр , так чтобы ошибка· arpe- · 
гирования была минимальной. 

Те о рема I. Пусть '1: с: ( t9c:J = . а,+ '~·1::" f~-)., i с 7~ .,. · ~ f • Тогда 
ошибка агрегиро:вавив ра:вва в;ув при ~· :: с.:~· 
( С >О - произволъвая постоаввав) d 

Доказывается непосредст:вевво про~еркоl. 

Эта теорема позволяет решать задаЧJ оптимального . агрегирова- ' 
ни я, представляя зависимосп 1::'" i С L.9) . nриб.пижевво в виде 

!Х i -+~ .. 'С ( t9) ~ nо.uагав Jl"~ ~ c.;r~.· 
4 4.3 . Задача onтuaJIЬнoro агрегиро.вания, в которой ми-

ниыизируются максимаЛЪвые относительвые nростон ресурсов 

различных видов решена в [5] двя СЛJЧая линейных зависимо­
сте й скоростей оnераций от мощности набора ресурсов. Возмож­

ность идеального агрегировании (.ошибка агрегирования равна 

нулю) для сети nроиз:вол:ьного. виДа показава в [б] для случая 
степенной зависимости скоростей операций от мощиости набор~ · 

и ресурсов из одного вида. 

ПереЙдем к рассмотрению точных методов : решения, кото­

рые разработаны для различвых час.твшс nостановок. К вим от­

носится случай неззвисимых операций, схучай уnорядочеввых 

событий, задача· распределения · затрат и ряд задач комбинатор­

ного тиnа. 

5. Независикые операции 

5.I. Пусть ~· ( Z9~,) - выnукпые (вверху) фушщии 
Тогда можно показать [?] , что в оптиыал:ьноu решении все 
операции выnолняются с nостоянной интенсивностью и заканчи­

ваются одновременно. 
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\?: ~ 'f. ( ~J 
' ' " т J 

где ~ - функция обратная J:· . 
Минимальное время вшхолнения комплекса определяется как ми­

нимальное lГ , удовлетворяющее системе неравенств 

~ ol,~· 'f.: ( ~ J ~ Nj 1 i :: 1~ z J ••• .J rn . 

Пример I ~· (/j,.J = z.9,. J ~· ~ft,· 1 ,· ~ ~ Z.J ~ •• ., n 
Имеем ··. . 

i= ./.. 'i ':' ~ "'d· j i : ~ ZJ ••• "' rn 

~· ~? 
т 

. ( 7) 

Т: . :т о.,:)(: CmQ.:>c W.· j т~.:!... Z .1. · · ~·] tB) 
m.,1 L' Pi i ~· ,: 'J \ 

5 .2. Если fc· { ~!,.) невьшуКJIЫе функции, то оnтимаJIЬ-
вое решение состоит в общем случае из n интервалов посто­

янства. Важной для дальнейшего является следующая теорема. 

Теорема n. Минимальное время выnолнения комплекса 
Т",,.п ( w;.,. •• ·~ \N'") является выnуклой (книзу) фующией 

объемов операций (даже если ~· ( ~·) - вевыnуюше фунiЩии). 

б. Уnорядоченные события 

б.I. События комnлакса уnорядочены, если момент на­

стуnления i -го события не больше момента настуnления ' -го . . 
события, если ~ ~J . 
Обозначим L1.s - длительность интервала между ( .J -7) и 

..S -ыи событиями J J : 1.., ~~ ••• , ~. .f.,s - множество опера-
ций, I\ОТорые могут выполняться в .S -ом интервале, 9 -мно­
жество интервалов, в которых может выполняться ' -я опера­

ция, x,.s -объем i :-ой операции, выполняемо й в ..s -ом 
интервале. Пусть ~ s = t x~..s : ,· Е R.sJ заданы. Тогда для 
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каждо го интервала nолучаем сJiучаи не зависииых оnераций и мо­

жем опреде.лит:ь мищ1ыал:ьную длительность J -го интервала 

.6 s С~) • Время выnоJIНения комnлекса 

т :: .2. /J.J с ~.s) 
.s (9) 

являе тся согласно теореме П n. 5.2 выпуклой (книзу) функцией 
~i~ • Пол~чили задач~ минимизации выnуклой функции n и 

лине йных оrраиичениах 

~ x,.s : \Vc.. " { = --r., zJ .. • .J n . ( 10) 
..S~Qc: 

для решения ко!орой можно nрименить любые методы выпуклого 

nроrра~ыирования. 

6.2. Рассмоfрим · !еnерь задачу равномерного исnользо­

вания ресурсов. Пусть каждая о nерация выnолняется ресурсами 

только одного вида. Обозначим R.Ji с R.J - множество 
оnераций , выnолняемых ресурсами i -го вида . Задача заклю­

чается в мииимизации 
z. 

J :: L CJ· Z. 1 ( ~о ~t·.s ) {II) 
3 dr Q ~ ~ ' ~ f'- :S d 

nри ограниченних {IO) и 

2: ~.s =Т. {12) 
.s 

Ввиду независимости условий {IO) и (12) можно осуществи!ь 

nроцедуру nоследовательного у~чшенИя векоторого доnус!Имо-

го решения, варьируя сначала Х C:S nри фиксированных 

L1.s , а затем .d.J nри фиксированных Xt:,s • 
I этаn. Пусть заданы допустимые значения LJ~ ~'О , 

такие что ~ ~..s ~Т • Тогда задача 14инииизации .::l..J pa­..s 
сnадается на ~ независимых задач .(no числу видов ресур-
сов). Каждая заключается в wинимизацИи 

Ji = 2j= 1s { ~ гг;::ц J (IЭ) 
а 

при ограничениях ( IO). Эта задача квадратичного програм~иро­
вания. 
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о 

11 этап. Обозначим ~'~ - оппмальные значения, по-
лу~енные .. ·на 1 этапе. 

· в~= z. с. {Х .:.r-i )~ 
.s . d .", ,J 

d 'Е-" . ~4 

(14) 

ilOJiyЧИM аадач;у IIИJDU(ИЗ8ЦIIИ ~ 

. ~ 8.3 
Jз ·= Т ~.s (15) 

при ограничении ( 12). Примеuя метод »но ижепей Jlarpao:a, 
сраз;у попучаек 

о B,J Т 
.6s == ·:2: В 

.s :J 

Да~е этапы 1 в _ П черед,южоя. 

(16) 

б.з. ОсновQJ) жрудао~ь в ре11евии задачи вызшsает 1 
этап. ДJIЯ егО ре11евия предпаrа~ся метод последоватеnноrо 

упучшеввя, основаввнй ва rвдродивамической аналогии [8,9] , 
модификации межадов ква.цратичвоrо проrраммиро~ния ~о]. 

Эффепиввыl aJII'O ритм решевив 1 Э!апа · : мопо 1~олучить 

исходя из следую~~&еrо правиJJа распредепевия ресурсов: :в пе}J­

вую ~чередь выпоJIВ1D)тся оперв.ции с мивикальВШI номером ко -
нечноrо события. Ero применевне иJIJIDстрируется следующим 
примером. 

Пример з. Рассмотрим сеть из I2 операций, показанную 
на Рис.2 ( Az (\А/с:) обозвачае!' i · -ю операЦИI) объе..m ~ ) • 
Пусть 6" · :.А~= ••• :.А~ =1 • ОпредеuемХJ..А.=i~~ =12. 
Распредеuем ресурсы и по-..ечаем собы~ия знаками. Энако.u ( -) 
помечено только событие э •. Бпаайшее к нему спева (помечен­
ное аваком ( +) -соб~~r.rи_е 1. Так как в ивтерваJiаХ 2 и Э не 
выпоJIВвется ви одва операцИЯ с конечным событием большим э, 
то выделяем подсеть из событий (!,2,3), а в оставшейся сети 
эти события объединяем в одно. nри этом оставшаноя сеть nред­

ставляет последовательн~е соедивевне двух сетей, одна из · ко­

торых включае!' событие О и объединенное событие (I,2,3), а 
вторая - объе;циневное собыпе (1,2,3) и события 4,5,6. По~ 

Х) Алгоритм nредложен В.Н.Бурковым. 
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то~Q~ задач~ можно решать отдельно ;цпя каждой сети. Пол~чаем 

три по;цсети, показаивые иа Рио.З. 

ДJIЯ оеп G-1 J А1 = 8 и доп~отимое решение Х,7 = з, 
Xz7 = 5. 

дu сети ~2. , .А., = I? • допзоttимое решение~;I4, 
Хч2 = э, .:t:-,3 = ·2, ~u-= 15 . .. 

ДШI сети . ·Gз 
1 
Л3 ··= 10 и до~стимое решеииеХ1 у = 

5,x,'f = 2, .:t-,_v = 2, ..r~ = It о • .:К:S'r = 7, .X1o"s- = I, .:r,!l.г = 
2,.х,,," = 2, х,~, = 8. · о о о 

Попученвне аввчепв \. X,·..s) опредеuюt оппмаn-
иое решекие 1 аtапа. · ~ -t 

Звачевве кри!rерив J = 1· Л., -+ Z J., + 3.). ~ = 942. 

7. Зцача масса ТР 

7 .1. Среди задач К11аооа ТР . мопо выдептъ ~цачи мак­
оимизации о надежности кокпJiекса, т •. е. задачи построения nnaвa 
реаmtзации ко:ммеzща, обеспечивающеrо миииuашиую . возuоа -
иость срыва заПJiавированвоrо орока ·er:> вьшоnнеиия. Мо·жио вы-
деJIИn два впа задач. . 

А. РаопредеJiевве вероятностей P(t) времени выпоJIИе- · 
вив операций известно. В .з~м CJI~чae имеют место сJiе~ющие 

auau. 
Задача I. ДJlR заданноrо времени Т реализации компnек­

са наШ такое распределение ороков вьшоJIНеиия оnераций 

{t,J , чтобы Р{ -tn. ~Т J -.rnu. . 
Задача 2. Дu задаиного уровня надежности коuплекоа 

Ро вайп такое распределение f tc:J , чтобы 
Pf_-i:n ~тJ z Р. 

Б. Распределение вероятностей P(t) неизвеотио. 
В этом случае ~рuируется не которЫЙ критер•й J { -tJ А i) , 
зависящий от ороков :вьтпоJШения операций -t и ве.пичивы ·t!Jf 

резервир~емых временных рес~роов. Значение критерии ::J вв­
Jiяетси оцеакой надежности комnлекса и относительно веrо моа­

ио о~рwузшро:ватъ задачи, аналогИчные задачаи I и 2. \ Ряд 
постановок задач типа А и Б, а также алгоритмы .. их решевин 
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были рассмотрены в [1.1] , fl~j . 
7.2. Особениость задач класса lГR и задач класса 

ТР типа А и Б состоит в тои, что при их рассмотрении пред­

nолагаетсн, что комплекс задав. На прахтике тому nредшест­

вует процесс создания комплекса и возникает естественная 

nроблема оптималъвого плаииро·вания этого процесса. Ниже мы 

nриведем - веко~рые резуJIЪтажы [13] , относящиеся к давной 
nроблеме. 

7.З. Uодехъ процесса создания комплекса. 

Пусть воJШJiекс 50 :в начаJIЬный момент состоит из 
одной операции. Далее при планировании он разбивается на 

часm, детализируется и в конечном итоге комплекс s" ' соде р­
жит n операций. · nрв этом при таком прео6разовании оnерации 

комплекса . подвер~тси разбиению, уточнению и агрегиро ванию . 

Опредежим эти основвые понятия. Предnолагается, ч то s -случайная продоuитеnвость операции и о~а ~~~' ' С7\) 
c.=t-a..?o" F(.x): Pf-~ ·~Xj,~ rn;M~ 

1 
O'~=J)~ 

Положим о<..~ fГ/{С-а..); jJ ::.(m-o.J/{B-o...J • Легко видеть,' 
что о ~ .L ~ 7/2. ~ i - о ~ .Р ~ "1 • 

Уточнение операций. 

Оnерации ~ z eon уточнение ~'"7 , е спи 

gz- а.~ ~В.,-: а., И ci2. ~ -'-7 
Разбиение операций •. 
I. Пусть ~~ разбивается ва •к" nоследовательных 

оnераций ~., .. CSz 1 • • ·" ~ '< • Tame разбиение регулярно, 
если: 

I. Случайвые величины ~с: ве зависимы 
~ ' t( 

2. L Q..::. а.. ' . j ~'.:С 
1 с. 1 с. 

э • ./.i. ~./_ 
1< С· 4 • ~ 'i с" ==! 

п. Пусть ~ разбивается на "К,. параллешных оnераций 

~-,~···~'Siec• Такое разбиение регулярно, если 

I. Случайные величиiШ ~с: не эависи:uы 

2. пн~.х а.. ::.Q..; n1rA.XC. -:.€..; Се.· ~ С 
t с. 

э. J..._ :~ 
4 • #'?') оч:: [.У' с.· с с.' + Q.. с:] :: .Р с -t q_ 
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Ш. П~сть сети -..),: соответст:в~ет разбиение Л. t.' , а 

сети Sc:+-, - раз~иение .52,+7 • Разбиение .52,·#, ,.52 с. ' 
и рег~лярно, если оно получено nутем регулярного разбиения 

оnераций сеп .Sc: • 

Агреrиоо вавие операций. 

Под аrрегированием поникается объединение неснольких 

оnераций в одну. Ана~rично разСSиеИИJ) оно моат быть после­

довательным и паралле.nьнЬIМ. Опре~еuм аrреrировавие, как оnе­

рацию, обратную разби~~· 

7.4. _ Аиаnиз процесса ~ввровавВа соа~авия комплекса. 

Основные теоремы. - . 
r-зJ Теорема I. Пусть -t,~ -вре~ вастуnnепа событии L~ , 

tc.~ - фиксированный ПJiавовый орок. Tor~a дJIИ каждого 

события i 5 существует число 't-c:" таиое, что какую бы :ве-
JIИчииу вероятности fo JIЬI ив задав, всеrда найдется nосле-
довательность реrуляриых разбиеввй сети ко~кса 

5lo L5l 7 L •.. l. .Я., l. . · · . , дu кotopol ачввав с 5z 0 имеет 
место: 

Pf ti5 7 t-~:)J 2 ~ (t) t. ~ 1:'-. 
'.s '.s 

и 

Если рассматривать оtде.nьиые кnассы раз~иеввй, то 

можно доказать существенно более сильные утверкдеиия. Наnри-

мер, имеет место . 
Теорема n. Пусть l Sli.1" i :7~z~.~·· регулярные nосле­

довательные разбиения. Утверждения теоремы I имею! тогда ые-

с то для .J2o и JШ<Soro .J2., '> J2. о • 

Доказательства этих теорем проводятся [13] ,путе~ 
рассмотрения сетей, состоящах лишь из последователЬных или 

nараллельных оnераций и сети общего :вида. 

Полученные результаты nоказывают, что существуют не-
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о бохъшой вероятностью б~д3f оорваиы. 

Mouo покаэать, что рц процедур планирования, наnри­
мер, испохьз,ющие усредненные показатели, являются в этом 

омыеле некорректвыми. 

В связи о эпм возникают два кпасса задач: задачи 

пос!роевия верхних оценок -t-lf z 't"'" и задачи оптиыалъно­
rо выбора -t/~J • 

в. З а к л ю ч е в и е 

I. Возвикшив в последние rоды из запросов прахтихи проб­
:пемъl""оптима:пьноrо расnреде:пения ресурсов имеют ОГIХ>мное эко­

номичес:кое значение. Однако, ви о.сновные понятия_ , ни точные 

посtановки задач в достаточно общем виде до пОследнего вре­
мени еще не опредеJIИnис:ъ. . 

2. ИзJJОжеввые в настоящем докладе воПIХ>СЫ отражают nопыт­
ки 3довлеtворит:ъ назревшую необходимость в форм~лировании 

решений задач оптиыа:пьвого распределения ресурсов на основе 

моделей, достаточно хорошо отражающих реальные условия nро­

ведения комn:пексов . операций. 

Установлено, что решение этого класса задач ве может 

осно:вы:ваться на ка~м-либо одвоw виде математического апnа­

рата, а требует при:в.:'Iечения :всего арсенала разнообразных 

средств математического nрограммирования, теории графов, тео­

рии оптимального уnравления и др. 

э. Из при:веденноrо рассмотрения ясно, что усилия иссле­

дователей должны быть наnравлены на разработку методов реше­

ния ряда актуаJIЬных задач расnредеJ1ения ресурсов, в тоы чи­

сле: определение оnтимальных маршрутов nервмещения ресурсов 

с точки зрения обесnечения· максимальной надежности достиже­

ния цели; разработка методов решения общей задачи оптималь­

ного распределения ресурсов в детерминированном и стохасти­

ческом аспектах. 

5. Более nодробное изложение некоторых из затронутых 
воnросов дано в ра ботах, ·nриведенных в сnиске литературы. 
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К ТЕОРИИ iПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ 

В.Н.АБДИЙСКИЙ, А.А.Воронов, С.Е.Ловецкий 

Институт автоматики и ~елемеханики 

(техниЧеской киберне~аки) 

Москва 

СССР 

для соврекеиной теории ~правлеиия характерно расширение 

жруга изучаемых объектов, в частиости - включение в сферу ис­

следований nроблек управления комплексами операций ~ больших 

системах. 

Одним из наиболее ва:uнх видов управляющих воздействий 

при управлении комплексами операций являетси распределение ре­
сурсов по операциям. Ваzиой сос!авляющей в управлении ограни-

ченными ресурсами ивляе~св управление запас~. · 

§!. Поставовка детерпвироваивоl задачи 
. управления запасами 

В _ докладе рассматривается задача составления оптимально­

го плана управления запасами на складе предприятия при наличии 

возможноста закупать часть сырья на внешнем рывке без завоза 

его ва с:клад. 

Предповагается, что ва центрахьиом с~е крупного пред­
приятия (например, металлургического комбината) хравв~ся запа-

с& m вИдов сырья ft (i = t, 2; .. . , m) (заготовки paзuчllliX 
размеров) ,из которых требуется изготавШIВа~ь rt :вк.цов продук­

ции ТТj , j =- 1,2) ... J и.. . ( прокат развчных сортаменm:в). Каждый 
из продуктов может , воо6iце говоря, изготавливаться из всех,ихи 

из нескольвих видов сырья (данный сортамент IIOZИO изготав.uи:ва-rь 

из :всех заготовок боJIЬших размеров). Ограничимся рассмотрепек 
сл~чаи, когда после выбора по тем или ~нык сообрааевиям сырья 

:вида Pt для продупа вида 1~· , другие виды сырья дnя изго­
товJiеuя з~оrо проДJкта, кроме выбравного, не испоJIЬзуются. 

Предполагается, что потребвос~:ь gi в в:оличестве сыр~tя, необ­
хоnмоr для изrolfO:вJie~я прод,иа· ''i известна и ве ~висит от 
виАа сырья. ~~имос~:ь ·'ИЗГО1f0в.11евия едхницы продуnа Jlj из 

сыр:ья вида PL· равна S(i • в тех случаях, когда по кaJCU-IfO 
соображениям изготовление продукта llj· из сырья R.· ведопусти-
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мо (например,. есп размер сортамента больше, чем заготовки), 

~о соотве~ствующим ве.пичивам S1 приписываютоя значения 
S.:j =оо · 

Кроме за~ра~ ва производство надо учитыва~ь затраты ва 

хравевие сырья ка с~де. Вехичина э~их . затрат неизвестна и, 

с~ро~ ·rо:аоря,· зависи~ от искомого коJIИЧес~ва сырья, завовимо­

rо ва сuц. Но обычно за~ре.ты на хранение мальz в сравнении с 

за~ратаки на производство. и мы можем уnростить задачу, оценив 

прибJIИаенно общие расходы на содерzавие и обслуживание склада 

за время. производствеивоrо циRJia и разде.uив их на НDJIИчество 

сырья, расходуемоrо за это ае время. Тогда суммарвые затраты 

ка х·равевве Ii провзводство единицы /~· из единицы Р,_· со-

стават: . . · с~- = ~ + ь, 
rде ~ затра!Н на храиепе единицы сырья. 

В тех сжучавх, иоrда Э!О нуаво, моsво учесть также ра­

схоДы di ва о~кРн~ие партии продуКции из сырья вида А· 
(расходы, связаввые с о(fх>рмдеввем отпуска сырья со сКJiада,его 

Подвоза к рабочему кес~у к ~.п.). 

. При векоmрsх усJIОвиях кое~ оказаться выrоднЬIМ для из-
rоmuевив прод3па /~- ве завозить сырье nредваритеJIЬно на 

цеи~ра.uьвый с~ад, а зацупв~ь в~ внешнем рывк~ - . оптовых маrа­
аиЩtХ, вепосредс~:Веиво у и-зготовителей и ~.д., в тот момент, 

коrда в век возникав~ по~ре.бвос~ь. Пусть затраты ~а приобрете­
вве, доставку и другие возмохвые расходы вместе с расходами 

ва производстВ<l продухцви из едивицц этоrо закупаемого во вне 

сырья равИЪI Rj ; а ~- -ко.uичесnо докупаемого сырья. 
Тоrда аадачу коаво сформуnировать так: · 

f 1 

Требуется вайтк такие значения r~- и . 'Y[,i ,которые ми-

вимизируют сукмарвые за~ра~ы, выражаемые фувкциона.uом: 

[~c;-. x~j + L.,di s~~L.jx~ + L.j!tj 1[~· J~trtiм ~I) 
nри условиях: 

Lt. х'~· + ~j = gi 1 j-;: i;, . .. , rt ~ (2) 
, 1 • . • 

х iJ ? о i ~ j ~/ о ; t = i) .. ·,J'\'1 ; J -::. t ~ ... }. J't ~ . ~ э) 

т.е. потребиость долава быть полностью удовлетворена и все пе­

ремеввые доЛЖВЬI быть веотрицате.uъными. 
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для удобства дальнейших рассуждений nроизведем замену 

nереыенных ""'"-·. _ 3: 'ц . ?1 1l.J 
.А,~ - ~ d ) {, j ~ . 6 j ' 

и введем новую nереиевную 

Lj X'J' ==О j 

Lj :r~ >о; 
и заnишем задачу (I) - (З) в еведующем виде 

~ = [L.</~ Xi + 2.., di~i +"!j ~j''lj J...,. WILO\-

при условиях -

Lt.X~ +1j==i, 
;ji =={O,i}) 

j ':: 1.> ... ) n. ) 
i =-L .. ·) m · > J 

(4) 

(5) 

(б) 

0,<-x~J~ 1 j 0~1l,j ~; ; i. ~ ~> ... ,rи j J"=i> ... • n,J (7) 

где с ij =- c',J, Cj ) _ /"j = ~j · tj. · · . 
Задача ( 4) - ( 7) относится к КJiaccy задач смешаиного п­

нейного nрограммирования. Задачи таноrо тиnа 11>DO эффективно 

решать с nомощью · алгоритыов основанных на Идеях метода ветвей 

и границ I • 
В сл~дующеы разделе рассмотрим алгоритм решения задачи 

( 4) - ( 7), являющийся обобщением алгоритма . npeдJIOeввoro в 2 

ДЛя реШения задачи размещения nроизводства. 

§ 2. Алгоритм решения детерминироваввой двух­
ивдекеной задачи управления заnасами. 

Метод ветвей и границ, :ICO торый будет изJIОжеи ниже nриме­

в~тельно к задаче ( 4) - ( 7), является IСОнечНЬIМ и эффективнЬDI ме­
тодом решения экстремальных задач комбинаторного тиnа, задач це­

лочисленного nрограммирования з, задач теории расписаний~ и др., 
который nозволяет существенно сократить nеребор. Оnисанию мето­
да ветвеv· и границ г его nримененияы nосвящено много работ 1 • 

Процесс ветвлений , как обычно, будем nроизводить по ди -
скретной nеременной ~ i. , nолагая ее nоочередно равной О и I. 
Пусть мы умеем находить нижнюю границу функциона.ла · (4) (сnособ 
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вычисления которой будет описан ниже) в каждой вершине по лучае­

мого дерева решений , т.е. для каждого под.ыножест:._. мноr.rества 

доnустимых решений, пренебрегая при этом целочисленно<;:тъю 'j i · -
Тогда начиная с исходной вершины 1fo - дерева ре шений, вы -
числяем значение нижней границы z ~ i! о в этой вершине. 

Если все :fi. целочисленны, то задача решена. Если некоторое 

~к дробное, то полагаем сначала ~к= о , а затем 

~к -=- i , образовав тем самым две ветви ( 1lo ) 1!1. ) и 
( '?.[0 > 1!~ ) из вершины ?.fo , · заканчивающиеся двумя 
новыыи вершиваии 1.11 и Vz . (Если несколько ~" ока-
залось дробным, то возникает интересная задача связанная со стра­

тегией выбора следУющей nеременной для ветвления). В каждой из 

nолученных висячих вершин вычисляем нижние границы, которые обо-

значим соответственно 'j.'i и Z z • Среди мно~ества вИся-
чих вершин Q = [ 1ft, Vz] находим вершину с минимальной ниж-
ней границей. 

Пустъ для определенности это будет вершина 1f1 , т.е. 
21. = min ('Z-1> l2) , ~1-~~о. 

Теперъ мы ветвимся из вершины zf:1 €. Q. , 
приравнивая другую веделочисленную переменную, наnример 'J't, 

( 't =1=- К ) сначала о, а затем I, nолучая в результате 
две новые вершины 1fз · и V4 ·, · · д.nя которых аналогичныы 
образом вычисляем нижние границы ~ 3 и ~'t • Снова сре-
ди множества висячих вершин Q. = f 'lГz > ~ > ~ J 
находи~ вершину с наименьшей нижней границей, пустъ это будет 

.з ершина Vз , т.е. 

~ 3 =mi.~{~-z.> 2з>~ц}; . i3 ~i.1.J 

из кото o'l продолжаем процесс ветвлений . Оnисанный процесс про­

должае · ся: до тех пор, пока !Jbl не придем в "У..онечную" вершину де­
рева ре~ений , и ли другими словашi, пока не достигнем вершины в 

1< 0 10 ро 1 все 'J ~ , яв .яютс я: цельи.ш . Если при этом о .ка::се те я, 

что зна .еш~е :z:. дост:v _а е мое фующионалоы ( 4) на этом реше -
ни; у~а е творяет не раве нству : 
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для всех висячих вершин 'Vi. , то пол~ченное решение оп-

тимально. 

Перед тем как описать сnособ вычисления Z i.. заметим, 

что в оптиrлально м решении задачи ( 4) - ( 7) в т·очности rt.. nе­

реме нных Xi.j ) 1z.j б~ДJТ равны I, · а все · остальные буДJт равны 

о. Это станет очевидным, если уЧесть, что в условиях задачи (4) 
- (7) нет ограничений на количество перевозимой nродукции. Та -
киi4 образом оnтимальное решение задачи ( 4) - ( 7) ищется сред;-. 

:r..:j , 'Ylj nри:нимающих значение О иrLИ I ( · С= 1.> . .'., т j J = i :~ : .. : . > n, ) • 

ПереЙдем к ·nроцед;уре вычисления · нижней границы 1! i. 

в каждой вершине дерева · решений 'Vi. • 3аметим, что так как 
процесс вычисления нижней границы nовторяется многократно в про­

цессе решения задачи, желательно иметь по возможности простой 

сnособ ее вычисления. 

Обозначим через !"\1 множество видов сырьн;из RОторых 
можно изгот·авливать nрод~кцию 7Тj , а через М i множе-
ство видов nродукции, которые · :можно изго~влять из t.. ~ro ви­

да сырья F[ , хранящеrося на складе, и nусть п.. i. обозна-
чае_т количество элементов М i. • 

Если теперь для векоторой вершины дерева Vi. обозначим 

S 'i. и S о множества индексов i при которых ~i. в 
процесс е решения (на пути из Vo в 1f i ) прис:воеНЬI зна-

чения I и О соответственно, а через S множество оставших­
си i , то значение нижней границы МО АНО nолучить nодставляя в 
( 4) след;ующие величины X.L.j t j и ~ i. : . 

:x: .. J = i j 1J· =О, ес~ш VYL~.-t. {[c,i ~ ( Э'!nJ], ~;· } = 
i.ES,VS 4 

= [Скj + ( ~"/fLк)] ; ( 8) 

Xij = О j "lj = 1 , ecJIИ ""f~s.Jf с~ +(~t J,н>], ! j }= ~ 
в остальных случаях .х.~ и 1, i 

l'1j i = ~~ Lj E.МiXij ) 

равны О. 

i с ~' (9) 

где 

~i. = { d&., если i Е S 
() ) если i.. €. S 1 
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Очевидно, что выражения (8) и (9) определяют оnтималь­
ное решение задачи (4) - (?) прИ условии, что 

о ~ ·~ i ~ 1 ) i., = i. ~ ... ~ W1,.. ( 10) 

и следовательно, значение функцианала (4), которое достигает­
ся на ни~ явЛяется нижней границей для Задачи (4) - (?). 

Чтобы убедиться в этом заметим, что для · ·· L Е. · S 

'L j € м, х iJ ~ n, i "а~ , 

которое войдет в оnтимальное решение задачи (4) - (?), (IO) со 

эваком равенства, т.е. 

ИJШ 

Подставляя это значение в функционал 

(4) 

при условии, что 

§ 3. Постановки задач управления запасами 
при неизвестном спросе. 

В большинстве практических ситуаций величина спроса ~ 
заранее не известна. Нам могут быть иэвестнgили распределение 

вероятностей вектора В , F ( ~ -:1. ~ • • • ) п ) 

или только границы, в которых может изменяться спрос. Тогда по­

становка (I) - (3) становится некорректной и необходимо опреде­
лить, что'мы понимаем nод решением задачи. 

В работе 5 рассматривается ряд возможных nостановок за -
дач стохастического nрограммирования. Одна из та ких возможных по 

становек зак~ючается в минимизации 'ункционала (I) при ограниче­

ниях.• 

---------------------~ Эдесь и в да льне ·~ e.J под X&:j и 11.. j буде 
ю н ь;е велwчиньv," i\о то р ·е в § I о боз начались 

пони ·ать абсо-

х1~ и 1) 
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L t х ij + 1"f_ ;" ~ g) С ~ J , су Е Q (г' ) 

~id ~о ) 1Ld ~ о) { 8 ) 

где q; ел · а i1ный параметр или набор сл;учаиных пара етров, 

о пределяющий реализацию случайных элементов ;условий задачи, Q. 
мно жество значениf.{ Cf; , появляющихся с нен;улево й вероятное-

тъю. 

Постановки таного типа называются жесткими или одноэтап­

ны . r постановками задач стохастического программиро:вания , так 

как в таких задачах предполагается, что решение принимается 

один ра з и i<o ppeкт.li ровка принятого решения nри по юшений допол-

:"те~й>ных сведений о реализации ;условий задачи не до п;у стима. 

олее разу ными представляютоя двухэтаnные nостано:в.ки 

з адач сто' астического программиро:вания. В таких nостановках npo-
ecc nриняти~ реше ния можно представитъ разделенным на два этапа. 

На первоы этапе выбирается некоторый nлан Х , не обязательно 
удовлдтворяющий всем ;условиям задачи nри всевозможных реализа -
цн, х ~ • Зате м фиксируется пекоторая реализация Cj; и, сле­

дователъ ·о , реализация вектора g С 'J!) и :вводится вектор 
~ , корректирующий nринятое решение. Считая, что мы несем 

доnолнiтелъные издервки при корректировке решения nринятого на 

пер во:.! этаnе , естественно по~тавитъ задачу минимизации с;уымы ма­

Т"' . атического о ;:t.Идания значения целевой функции задачи для при -
нятого ре~ения и доnолнительных издержек за норректировк;у nлана. 

Рас е атривая nроцесс nринятия решений к задаче (I) - (3) 
как двухэтаnный считаем, что на nервом шаге оnределяется nлан , 

)( , а после реализации вектора g :в случае нехватки сыръя 
выплачивается штраф nроnорционалъный величине недопоставки · 

~j = ~i - 2:&. X~i (этот штраф можно рассматривать 
кa r'i стоиr:rостъ срочных док;уnок· недостающего сыръя по более :высо­

ким ценам из · некоторого источника, являющегося внешним по отно­

шению к рассматриваемой системе). Тогда ставится задача миними­

зации математического ожидания суммарных затрат 

М [ 2.:,/'j х~ т L, rl'lJ' + LJ h{)li l -mitt. сщ 
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nри ограничениях 

(I 

Х~ ;;rO , ~i;,. О. (Io 

эдесь '1., j величины . недопоста:во к, а ~i :ве1ШЧина штрафа. ~а 
единицу недопоставок. Эаметиы, что если :величины штрафов Rj 
становятся 6есконечно 6ольшими то двухэтаnная nостановка за -
дачи (II) - (IЭ) переходит :в жесткую постановку (I), (2), (Э) • 

. · для нахождения детерминированного эквивалента {т.е. · за­

дачи математического программиро:вания, решение которой являет~ 

ся решением соответствующей задачи стохастического програм~ш -
ро:вавия задачи (II) - (I3) зафиксируем некоторый план )( и 
рассмотрим (II)'~ · (I3) · кaк задачу мивимизации по переменной ~ 

, ·-·· LJ" ~i 1l,j ~ min, т.е. 

при ограничениях 

L_i ~,;j + 1Lj ~ ~· l-tЛU fLi ~ gj- 1:i Xij 

!ак как остальные члены функдионала (II) не зависят от векто ра 

~ • Выпишем для этой задачи двойственную ей задачу лакеи-

ыизации 

nри ограничениях 

2:j ( gJ- ~i X.:j) ~d 

~j ~ hi 
~j ~о . 

Очевидно, что решзние это й задачи дается равенств ами 

5j = k J. • Отсюда :в с илу известно й теоремы дво йственности 

т{., ~J it('lj =~~С</)( Lj с €j _, 2.., :r: ~) ~J = ljc Сг 2,х~)Дi 
Подставляя правую часть последнего равенства в фую{' т.шо -

на л ( II) - nолучим следJющий детерминиро:ван tiый э квивален:r задr 
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чи (II) - (IS): минимизировать ф~нкционал {14) 

... .. L '·j Cij Xij + L;. cU~i + I:j ~i fv1 [ gj ~·L;. ~~-] 
nри ограничениях 

::х: "J ~о ; 
-1ji ={0,1] 

( 14) 

( 15) • 

( Iб ) 

Tart как часть пере.менных задачи {14) - {16) целочис -iен­

на, то сформ~шдрованная задача так же nреДставляет собо й сме -
шанную задач у програмыировани~, для решения которой предлагае : ­

с я алrо рит J ос но :ванный на идеях метода ••ветвей и границ" оnисы­

ваемый ниже. 

§ 4. Алгоритм решения задачи. 

Метод решения задачи (14) - (16) основан на идеях мето­
да ветвей и границ. Процесс ветвленИй, как и ранее nроизводится 

по дискретной nеременной ~с; , nолаrая ее nоочередно равной 
О и I. 
Рас мо тршл теnе рь :вопросы воз~Щкающие nри выч~слевии нижних гра­

ниц приие нительно к задаче {I4) - {16). 
Прев:де всего обратим· вНиманИё на векожорые свойства "~се-

чен·:ого" ~. атематического ожидания fv1 [ gi - Z:.. i Х ~-] при 
2:.: X.:j ~ вJ· , которые 6у~т nолезны для вычисления 

о щенок. 

Рассмотрим функцию F С Х) = М [ С- Х. J , где 
g сл~чаr ная величина с известной nлотностью вероятности 

t.f ( ~) по х ~ g • 
Очевидно, что 00 

F ( Х) == J ( g- Х) Lf { f)d. С. 
х. 

П о ль зу ясь этим выраже нием легко вычислить nроизводную 

F
1

( X) х 
F(x)= j ~(g)Jg- i 

о 
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Вычислив вторую производную ,, 
Fcx) :::::. Ч' С xJ ~О 

;убеждаемая, что функция Fc х) является :выпукло книзу . 
отсюд~ следует, что и функция 

F с 2: i Xij) == м [ gj - 2: ,<Х iJ ] 
является выпуклой книзу функцией своих аргументо в. 

Рассмотрим теперь задачу минимизации функциана ла 

Ф(х) = [L kL· х~ + F ( 2. L<Xi) ~ rиiи 
при ограничениях ::r i. :r О и считая, что F ( L t. ::t,· ) 
является выпуклой книзу функцие й , а все к,) О 

Предположим так же существование непрерывной производно й функ-

ции F ( .2: L Xi) • Предnоложения о положительности J< с: 
и :выпуклости F ( '2«· Х ,·) обеспечивают сущест вование 
мини ума, который может достигаться или вну три конуса Х~ >/ О 

или на гра нице. До11устим , что минимум достигается внJ ... _Я обла­
сти и з непре рывности производно ·L следует, что точка мини ·yr~a 

должна удовлетворять сис теме уравнеш1 ~ . 

офсх)= о 
о .:r i 

или записывая более подробно 

)( i. + ~/ ( L i :Xi) = о ) z :::: L L. х i. 
и мы сра зу убеждаемся, что эта система уравнений при KL· 1=- 1~· , 

L-:;: J" является несовместно '\ более того никакие два урав -
нения и з э то }· с истемы не совмес тНЬI , ес ли только нэ кL· == К.i 

при i-± J о Это противоречие и означает, что .минимум 

достигается на границе. Тогда легко видеть, что минимум дасти­

га ся на ве кторе в которо м все коыпоненты равны нуто, кроме о д-

о i-~ . · ндекс этой ко мпоненты определяется выборо м ыинимального 
т .е . К~ = V\'t~:NJ 1<.~ , а ее величина является корне I урав-

t-
• НИЯ 1 

KL + F ('.Х.с:) =о 
( Зf) 
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случае, когда имеется несколько миниыалышх К.i равных меж­
ду собой, нам безразлично какое количество каждой из них будет 

взято, требуется только, что ~ы их с~кма равнялась количеству, 

определенно~ из уравнения (и). 

Сделаем еще одно замечание. Очевидно, что если разрешить 

1Ji. принШ~ать непрерывные значения О~ 11 ~ ~ 1 , то 

задача минимизации функдионала (I4) распадается на подзадач 

для каждого индекса J , а каждая такая nодзадача представля­
ет собой задачу r..mнимизации функдионала типа ф ( х) 

Из вышесказанного следует алгоритм получения нижней гра­

ницы для функцианала (I4) в неюторой вершине дерева решений 
1!, • 

Обозначим через So и 51 множества лз~ ' кото-
рым в процессе решения приевовны значения О и I соответствен-
но, а через S множество оставшихся ~L • о·бозначим че~э 

11 ~ количество видов продукции lij. , которые АЮ Ено из-
готовлять из L -го вида сырья Pi • 

Значения нижней rраницы можно получить теперь подставляя 

в ( I4) следующие величиНЬI Xi.j и ~i 

если 

Пусть )11~~ CLJ. = CioJ 
:XiJ : О,. если i 1=- i о ; 

LD) 
х~· -::.X~j , если L = Lo, 

(о) 

где 'Х. ,:J· является корнем уравнения 

;х) C.•j 'X<J + ~J М [ gj- -:х~]] = D. 

Вспомнив выраже ние для производной от "усеченного0 :матеиатиче­
( оJ 

с ко го О Ю1дания, получ1i~1, что Х.. i.J" является корнем урав-

не н,I я 
0 

r ~(gj)dgj = 1 _ ~j 

~.: = () J если L ~ So 

~~: 1. , если 1.. t s, 
~. ~ ~&t\ :х ~· 

L = - е с т· 
и : 1 

Е: s 
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УказанНые :выше значения х~· и 1j,; дают решение 
задачи минимизации ( I4) - ( I5), если о~ 1J ,· ~ 1 , и поэ-

тому значение функцИанала Достигаемое на них является оце н ой 

снизу для задачи (I4) - (16) в векоторой вершине дерева реше­

ний '1fi. • 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕС!РСОВ В МНОГОТЮ~НЫХ PA3PAEOTI~ НА 

ОСНОВЕ АГРЕГИРОВАНИЯ КОМПЛЕКСОВ ОПЕРАЦИЙ 

Разработка кногстеыных систем СП1 и, в частности, з~ача 

распре~еьения общих ограниченных ресурсов nри о~новременнок 

ве.-ении нескольких коУмексов, отличается сложностью и, вмес­

те с тем, несомненной ирактической важностью. 

В ~оклЗАе рассматривается wето~ решения з~ач расnре~еле­

ния общих ограниченных ресурсов в кноготекных nроактах на ос­

нове агрегирования комплексов оnераций при линейных зависимос­

тях скоростей выполнения оnераций от мощностей наборов ресур­

сов. 

I. Основные nонятия и оnределения 

Оnерацию будем описывать дифференциальным уравнением ви-

да v;rt) = rl.x; rb = 1 [ "(" .. rtJ t J 
c/t 'J ' ' (I) 

где Х1 r t) - состояние i-ой оnерации в чоыент временИ · t , 
х, rtн)= О , X;fl~e)= zJ; ( tн и tк -моменты начала . 
и окончания оnерации соответ9твеЕно и ~ - объем оnерации}; 
Vi ( t) - скорость выполнения оnерации i в uомент :времени 
t , ~v ( t) - количество ресурсов j -го вида (j = I, 2, • ~, 
т, ) , занятых на выnолнении i -ой операции в момент t 
nv - количество видов ресурсов. эанятых в многотемном nроек­

те (в случае, если ресурс j -го :вид&\ не используется nри вы­

nолнении i -ой о~ерации, то соответствующий nараметр ~v(t)= 
:::: 0). 

Под выnолнением оnерации nонимается изменение _ее состоя­

ния от начального х. (tн) = О до конечного х. ltt<)::. М. 
Вектор ~- ( t ): ( ~v l t)} в 111.- -мв рном npo стран стве б у дек 

называть набором ресу рсов в ~ ~й операции. 

Предnолагая, что соотношение . между координатами вектора 

iil tt) не изменяется во времени, т. е. что вектор ~ ( t) 
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может изменят~ся только по модулю, представим его в виде: 

~(tJ= я(t)· cZ;. 
Функцию ~· (t) будем нцзывать мощностью набора ресурсов, 

вектор ;; = { r:J.,~. } , компонентами котороrо являются количест­
ва ресурсов J -ro вида при _я (t) = I, вектором параметров 
набора ресурсов в i -ой операции, а ero компоненты oL,J 
параметраки набора~ 

Комплексом операций будем называть конечное множество 

из ~ оnераций, ДJIЯ которых оnределено отношение порядка: 

t, -+ J ( i предшествует i , ИJIИ J следует за " ) , ес-
ли j -ю операцию нельзя начинать, пока не окончена " -я 

операция. 

Под выполнением комnлекса nонимается изменение его состоя­

ния xttJ=~(tJ, ... ,X.,(t)] от Х(о)•О АО X(TJ= w, W= (w~, ... ) lJ5~~.), 
rде 1ff - <?бъем комплекса • Т - момент ero завершения. 

Комnлекс операций изображается в виде · сети. Операциям со­

ответствуют дуrи сети (прямая сеть) либо вершины сети (сопря­

женная сетъ). Кокnnекс выполнен, есnи выnолнены все его опера­

ции. 

Многотемным nроектом называется проект, охватывающий комп­

лексы операций, описываемые не связанными т~хнологически меж­

ду собой сетями, ко об~едивяекые в единый проект общностью ис­

пользуемых ресурсов в друrими ограничениями. 

Ограничения ва ресурсы. На ресурсы, и~nользуемые при вы­

полнении nроекта, накладываются ограничения вида: 

t n, 

L f oe:j · fl (tJ ::;;; л( (tJ 
P""'l. i=1. 

(2) 

либо f; f ci,i . 'f, ~ S. ' 
p:f '::tJ. т . rJ (3) 

rде- -Cjc· = }р. {t Jolt - затраты набора ресурсов в i -ой опе­
рации, S; • ~ максимально возможные затраты ресурсов j -ro 
вида в процессе выполнения проекта, ~(t) -максимально 
возможное использование ресурсов j -го вида в момент време­

ни t , i - номер операции комплекса ( i = I, 2, •• , I'Lp ) 

и р - номер комплекса в многотемном проеi<те (р =I,2, •• , t ) . 
Огранич~ния (2) называют мгновенными ограничениями на ре-
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сурсьt, а сами ресурсы, подчиняющиеся огранич"6ниям такого :вида , 

нескладируекsми, возобновляемыми или л( - типа (например, 
люди,- станки, оборудо:зание, рабочие места и т.п.). 

Ограничения (З) называют интеrралънmm., а ресурсы, под­

чиняющиеся таким ограничекиям, складируемыми -, не:возобновляемы­

uи, типа затрат или ~ - тиnа (наnример, с~ръе, деньги, энер­
rия, · человеко-час~, машинное время и т.п.). 

Агреrирование коiШЛекса. Под аrреrированием комnлекса nо­

нимается замена комплекса одной оnерацией. Для этой оnерации 

оnределяются J, W и f[p(t ), -t] по заданным величинаы J:;, 
М и fl.[5>i.(t), t] дnя каждой операции комплекса. · 

Введенвые понятия следуют в основном работе Буркова в . н . 
1 

и Лервера A.R. . 

2. Задача распределения ограниченных ресурсов в 
кноrотеuвок проекте 

Нео(5ходимо выполнить многотекннй проект, состоящий иа i 
комnлексов операций об~еков Ы':t , 1ff2 , •• , U)l • Ресурсы :всех 
или некоторых видо~, необходимые для выполнения nроекта, огра­

ничены. Задача состоит в распределении ресурсов ме~у оnера­

циm.~.и КОМnЛеКСОВ ТаRИМ образом, Ч'fО.бЫ HeKOTOpliiЙ критерий оn­
ТИМаЛЬНОСТИ принимал свое экстремальное значение и выполня­

лисъ ограничения (2) и (З). 
В качестве критерия оnтИмальности, например, может быть 

взят min mfx Тр , что соответству~т выполнению кноrотеын:о­
го nроекта за минимальное время. Тр - момент ~енчания р -го 
комnлекса. Более общим критериек является rпiп J.... 'fr (Т,.) , 
где 'fp ( Тр ) - неj'бывающая функция Тр . -ro .'=f 'fr ( Тр) мо-
sет соответствовать штрафу за _задержку в выnолнении р -ro 
комплекса (наnример, 'fp <Тр) = о nри . Т р ::; ТР эир и -
у; ( 1;) = af (т"- т;~,) при тр >т р (Jup • где Тр Эир - дирек-
тивный срок окончания р -ro кркплекса) и ар - констан-
та ) . .-

Использование агрегирования комnлексов операций nозволя­

ет представить решение задачи распределения оrра·ниченных ре­

сурсов ме ... ду оnерациями многотемного проекта в виде nоследо­
вательных этапов . 
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r. - Вsпол~яется аrреrировавие всех помплексов операций, в 

резулъ_та'!'е кото.роrо для каждоrо коiШJiекса оnредеJI.Rются зависи-

МОО'lИ V" ( tJ = fr [fp ( tJ, tJ, Wp - ~ dp • · 
2. На ~вовавии оnределенных для каzдоrо комnлекса tr,lt), 

и'р в Olp решае'!'ОЯ зЩtача распределения оrравиченных ре-
оуроов меzду t везавиоиiiЫМи операциями {комплексами) по 

заданному критерию оптимальности. В результа'l~ решения этой 

задачи определяютоя величины коm1чеотв ресурсов Jl"; и S ri 
каsдоrо вида, которые моrут быть исnользованы при- выполнении 

каzдоrо компnекоа р · • 
З. Решаютоя полученвые f задач . распределения оrрани­

чанвых ресурсов между зависимыми оnерациями. 

Таким~образом задача распределения отраниченных ресурсов 

меzду n, = ~ n, операциями сводитоя к решению t задач рас­
nределевшГ оrравиченных :реоуроов кещ rtf ( р =I,2, •• , f ) 
операциями. · 

В качео'lве примера рассмотрим такой nодход к решению за­

дачи расnределения оrраниченных ресурсов тиnа затрат в мноrо­

темном nроекте, включающем t комплекс·ов оnераций, коrда за 
критерий . оп.тиыальности nринимается min m"ar ~. Будем nред­
nолаrать, что завионмости затрат ресурсов на выполнени~ каж­

дой оnерации от ее nродолжительности являютоя выnукJIЫми кни­

зу фувкципи~ 
В этом случае зависимости ~р( ~)для каждоrо комnлек-

. 2. 
оа р моrут быть nолучены с nомощью алrоритма Бермава . • В 
силу тоrо, что все зависимости sp ( тр ) - невозрастающие . 
функции ~Р -ro, минимальное время выполн~ния всех комплек-

. .3 
сов достиrается nри их равномерном выполнении ,, т.е. Ti. = 
Т1 = Т~ = ••• = Тё = Т . Следовательно) значение Т мо-
жет быть наИдено из уравнеНия с одним неизвестным Т , полу­
чаемым из - ограничения (З) на ресурсы типа затрат: 

S~rTJ + s1.(T) т ... + st(T) = S. 
После этоrо задача сводится к решению .t задач распре­

деления ресурсов типа затрат таким образом, чтобы каждый комп­

лекс был выполнен в заданное время с минимальными затратами 

ресурсов. Эти задачи также решаются с помощью алrоритма Бер­

мана. 
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3. Аrреrирование ко~nлекса оnераций. 

Аrреrиро:вание - комплекса состоит из трех этапов: 

I. Уnорядочение состояний комплекса. 
П. Оnределение возмоиноrо :вектора набора ресурсов комn­

лекса. 

m. Определение скорости выnолнения комплекса для возмож­
ного вектора набора ресурсов в зависимости от мощности набора. 

I этаn. Поскольку оnерация представnяет собой упорядочен­
ную nоследоватеnьность состояний (дли любых двух состояний 

~ 2 :t 2 :t 2 . xi и ~ всеrда выnолияется либо х, <: xi , nи6о ~ > ~ ) , 
ТО такое · Же условие ДОЛЖНО ВЫПОШIЯТЬСЯ ДЛЯ COC"f6ЯII'IIЙ 1t011ПJI6K­

ca, если мы хотим представить ero в виде одной операции. Леrко 
nоказать, что для уnорядочения ·состояний комnлекса необходимо 

и достаточно: 

I) уnорядочить события комплекс~, т.е. установить очеред-
ность их свершения; . 

2) задать чи.сла ?Ji!~ , опредвляющи·е · о6~.вw о.пераций, вы­

nолняеыых в .S -ом интервале (:в интерваJiе ыецу ( s- :1 )-wм 
и s -ьш событиm~и, В = I,2, ~., '1 ). и удовnмворяDщие fС­

ловию Е/:) у.,., - w; ' rде . а~ - квoz:c'tJJO -интервалов t . в ке-
4Еч.; • 

торых ~ожет выполняться ~-я оnерация; 

3) оnределить nроцесс выnо·лнения операций кoiШJieitca внут­

ри каждого интервала, что моано сдеnа~ь, задав nараметричес­

кие зависимости ~s = ~5 ( ft~) , rде i. е R, ~ ( R, ~ - uвоzест­
:во всех операций, которые моrут выnолняться в s ~м интерва­
ле), J3" - параметр общий для всех операций мноаест:аа R., ~ 
(О~ J3~ ~ i) , "~'"~ - неубнвающие . неnрерывНJIIе фуuции p1J-ro, 
'fi" (о) = О и ~ ( :J..) = 1/н . 

П этаn • . Пусть для каждой оnерации -комплекса задавы век-

тор параметров набора ресурсов · и скорость выnолнения оnерации 

при выбранном наборе ресурсов. Необходи-мо опредеJ1Ить nарамет­

ры ~ набора к?unлекса. 
Замечание. В дальнейтем везде будем nредnолаrать, что 

функции скоростей выполнения оnераций не зависят от времени и 

лине йны, т.е. fi. cr.: ) = 9i. . 
. (4) 
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Рассмо!рим случай равнокерного :выnолнения частей опера-

ций 1i5 в . каждом интервале 5 е ~,· . Условие равномер-
ности выnолнения имеет вид /,· (f,·!) = j3~ y(·j, (о~ Plj s 1. ), (5) 
rде 5'<! - •ощность набора i -ой операции :в ~ -ом интер­

вале. Из равенств (4) и (5) получаем fi 5 == ft!J "Ji!> • При за­
данной мощности набора комплекса ~ должно выnолнnться не­

равенство ~R f31jJc·$ ~ f . Тоrда маКсимальное А~ , а· значит 
,~ 5 г ~ 

и uинимальнм продолжительнос!ь интервала д5 (f)= Ур , оnре-
деляется как функция мощности набора комnлекса, т.е. 

Д~(f)= p-f Zn'Yt5• 
t.E ~& 

Количество ресурсов J -ro :вида, необходимое :в 

ин те рвал е, равно 

- ~{о)= .L cii/.fi! = 
d J. tfi/l, 

~ ci, .. 11ij 
i,Eils 'rl il' 

. Е yi~ 
н:R.~ 

(б) 

Количество ресурсов j -ro вида, необходимое для :всеrо 
комплекса, при заданной мощиости ero набора f равно макси-

мальному из N 5 (f) , т.е. ~ . 11 d u cii. . q~'j 

'fl ~f· ) == n?fX r· iE~ 'tJ 
d ~ 1Ji$ 

~ e:R'!J d 
Так как no оnределению N(f) = cid f , то имеем 

L do( . . · и. . .-
. • - •J (/(~ ci = rn ах ..:.l..;;.•;.;;:~"':....------

i ~ L lfis 
iEII..g 

(7) 

Ш этап. Скорость выnолнения комnлекса nри изяестнам набо-

ре ресурсов и и.звестных зависимостях А! (f) , полученных на 
предыдущем этапе, оnределяется следующим образом 

I~J::YL.;::: w 
f TCf) . 'k А~ (f) 

4. Аrреrирование комплекса nри линейных зависимостях 
скоростей :выnолнения его оnераци й от мощностей наборов 

Пусть :все оnерации комnлекса имеют линейные функции 

~ (f<) = f'< и будем nредnолагать, что события сети уnорядоче­
ны . 
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Рассмотрим случай nоследовательного выnолнении операций 

i.. Е R ~ в nределах каждого интервала s . В этом случае 
каждый ~ -ый интервал разби~ается на nодинтервапw (по чис-

лу операций, ~ыnолннеuшс ~ .5 -ом интервале), -удо§ле!ворНD-

щие условию ~ 6•~ = 61J • Имеем дi$ = 1la!Jp и 6~ = ,4 и.-~!Р • 
"~R-s (/' <E.R (/' ) 

Продолжительность комплекса ! 

·т = t 6~ = t, {;.r··lf = ~ {;/"lf = f ~ w:. 
Выражение АЛИ максимального количества ресурсов j -•ro вида, 
исnользуемых в компnексе, nринимает ~.n 

)/ ( 0) = /"170Х J71fJX d_ . : р = f /'??(:1~ d. <J. 
- J т ~ i е~, •J ) · t 

Так как по определению nараметров набора N; rp) = !XJ р , !О 
а. == rпа.х du. 

1 е· v --Заметим, что каждая комnонента вектора· о( опреАехиетсн, 
как максимум из соответствующих комnонент векторо:в d. . еле- · 
довательио, ресурсы J -го вида используют~ неравномерно ( ес­
ли соответствующие коУnоненты ~ ~екторах о(ё не равны между 

собой). Если в оnерации i завит ресурс J -ro вида, !О ва 
всех nодинтервалах д,~ Е ~'- этот вид ресурса исnользу-ется ~ 
количестве ol..i.J·p , в то время как nри заданных d.

1 
и р 

максимально может использоваться ~р количество этого вида 

ресурсов. Значит ресурс J -го виJtа недоиспользуетсн в коли-
честве (сХ- - - ~.d ) .Р nри выnолнении i-ой оnерации в 

rl ?. Т' ' течение времени uvi/jD • Потерями ресурсов j-ro вида на опе-
рации i 6удеи: называть зеличину (ol; - d._j) Щ . Относи­
тельвые потер~ ресурсов j -го :аида в комплексе равны 

S - f:; (oli - o()l.J. = 1- ~ СХ:,/ Щ . 
~- f2o< .· W: ~-W (8) 

i. =i <1 
Заметим, что nараметры вектора набора ресурсов комплекса 

характеризуются соотноmениенмеЕДу ресурсами раЗfИЧВЫХ ви~ов. 

Поэтому можно принятъ Б качестве парам~тров ci.;. = fiёj · (Ч, , 
, " <1 подставив в формулу Сitорости оnерации р = ~i. р .. При такой 

подстановке (8) nринимает DИд 



.r = о. 
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1.-

Возникает задача :выбора fl/i таким образом, чтобы 

mo.x cf ~ nzin,. 
i d ' (9 ) 

что соответствует минимизации максимальных относительных по­

терь ресурсов . 

Очевидно , что оптимальное решение задачи (9) совпадает с 

оnтимальным _решеви~ задачи 

L til W: 
rnirv nu.'tt · i- 1 '~ ' --.. пиrх . ( I O) 

i i ci.i(И, t 14, 1 (U,; ... ~ 
Заметим, что nри умножении всех ~' на одну и ту же 

~стоянную величину (IO) не изменяется. Поэтому можно при нять 

~ 14/ttt; == i . Обозначим У/.,;= bl/tu,- и Ь.1 = o'.--~'r: toг..1AJ: . 
• ~t •J t.Lii i - 1. d 

Получили зада~у min пцn ~- tz, ~ п1ах -
{1 r ' 

при условии f-,. 2-~ i . 
i • .J l 

Поменяв очередность взяти я минимума, nереходим к задаче 

"" 
mL11 ~- ;z. - 1'У1а.х при Е.., . = :1 , rде }.., =-~:л, ьv. 

i. ' (. i.- 1 v, rl 

Нетрудно nоказать , что ~ оптимальном решении Jli ~i 
есть величина постоянная для всех операций. Введя обо значение 

~ -)., ~с: , nолучаем: rz, = Z, /Jl, ; Е 'Z. = Z t 1/J.i, = 1; 
z -(~ 1/л,)-J.; rz. =(л.. Ё 1./.дJ-j •~t • • .. 1& 

Окончательно nолуЧаем ' zt м. ~ Wt/yt. = w;~, '[: 11 2 i , t w- ,-~~ . ' .. ~. 
т. е. f, = W, 1 mj.n, t'f ~- '): L мtр: .""' ~ · 

\ ~ ot.v , • =., <~ L <Х~ , 
,· ... t 

Относительные nотери no каждому виду ресурсов не пре~ыmают 

d = 1.- z ,.,., f- (t m~x ~'< ~ )-1 (II) 
• "'1 " ~ ot..v ' • 

••1 
Выражение для nараметров набора nринимает вид И[ 

~- ~ ~о~ «v (11, = ~ох qj-W: (т~ t, ocv Ц[.)'f т ах ~·i ' • 
1 fi..ij w; L: 1 . • Е c(~i ~ 

i.•1. 
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Продолжительность комплекса Т ( р) = ~ Щ /уtчс· = f ~ ~.· = 1р. 
Рассмотрим теnерь случай равномерного выполнения операций 

i Е R-s :в nределах кацого инт ервала 8 • 
1словие равномерности и выражения для длительности интер­

вала и параметров набора ресурсов комnлекса оnределяются соот­

ношениями (5), (6) и (7). Относительные nотери ресурсо~ j -ro 
:вида в комnлексе опр~елнются соотношением 

r L а., . 11,·~ 
о . = i - 1 - i Ell, 1 f . (I2) 

d .), ( ~о( . у,4) \' 
~ rнох .н. " 'L ;·5 
$=( -s Е i··$ iE./l • 

·~ll~ 5 
Аналогично nредыдущему случаю nрикем в качестве nарамет-

ров набора ot~ = d,1 f'i , nодставив в формулу скорости 
(4) р/ := f( р.. 

При такойnодстано:вке соотношения (4), (6), (7) и (I2) 
r1ринимают вид: . 

1z (f,) = R fЧi ; 

L\~(D) = pj_ ~ 1-s/tЧ ~ 
J" •Eil.s 

.l-~ 
сХ = Y1'1f1X < 

1 ~ ~ f.·s 
l#:-~, 

~ (mt~ж ~ )·L у,, 
~ ~ 11,~ i~/г~ • •.-r, (/ 

где У.~ = 'Y··~ffi, ' ~~~ = i~., oc,d. ;j.·.s и 
Рассмотрим задачу :выбора чи сел [Vi. 

max d: ~ mi~ или 
i v А. ?: ia~ 

. ~ . .- d c.~ll. 
/1'tl/1., , r-п " 

1 ~ l.sL 1JXj/{.-

(4а) 

(6а) 

(?а) 

(I2a) 

1 

А . = Е~_,:~ . 
d S•.t. и 

таким образом, чтобы 

(IЗ) 

f i~ f 
Так как nри у.Lшо· ... е нии всех ('1; на одно и то же число ве-

личина (I3) не изменяет ся, то можно nринять~ z(= i 
где rz"~ = W: / {Ч;. • 

Задача (I3) эквивалентна задаче 
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(!4) 

виде 

пи·п, 8 s 2_3 E>.".s · tz. 
~ i cll~ • 

Пусть ciS = B:S б.:~ , тоrда sадача nринимает вид 

~n, ?: с.~ ~. ~ /"Ylt:l ~ при t "?.. -== i 
~ L t:;/l.~ С.. i• :f. < 

Обозначим rnA. п ?: C.s и. = V • Получик задачу мю~симиза-~ ~ с&А5 -(/. 

· ции -r- = ~ при линейных ограничениях 

{ ~· C,.tz, ~ v, 

r: ~ - - i. 
с: Е: 1: :· .. 

( I 5) 

Ограничения (!5) эквивалентны ограничениям 

(Iб) 

Переадек к двойственной задаче. Вводим nеременвые t~ , l 2 , 

.. , t3 (no числу интервалов) и переменную ~ , соответст­
вующую последнему ограничению. Получаек задачу минимизации ~ 
при ограничениях 

-Е ci~ elj + ~ > 0 cr7) 
5Eqi. 

и 

Ограничение (!7) можно заменить равенством 

~ -= rп~х L С,~ l~ , (. ц;q, 

а ограничение (!8) равенством 

t l == 1. 
~ .. i -5 

(I8) 

(I8a) 
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Получаем задачу двойственную nервоначальной 

1 
nри L, t~ = i. 

~-t. 

Выберем в качестве базисных nеременных v и ~~ тех опера-
ций~ которые могут выnолняться только в одном интервале. Обо­

значим множество таких оnераций Н (закетим, что 1 Н 1- lJ ) • 
Базисное решение оnределяется как реmени~ следующей зада-

чи 

nри L "' · == i . •~н v .. 

Легко показатъ, что :в оnтимальном решении все C~.-s ~.: рав­
ны ме~ду собо й . Отсюда nолучаем базисное решение 

[

. (Coi~ {;., i lc~$ )-1. 
~ - = 

' 

При этом v = (~н 1./C,!I )~-:t 

;ц.nя ~ Е Н, 
(I9) 

i ~ Н. 

Докажем, что решение (I9) оптимально. Для этого оnределим со­
ответствующее решение двойственной задачи. Из соотношения 

д:вой ственности следует, что для оnераций, принадлежащих мно­

жес тву Н , :в (!7) должно :выnолняться строrое р~енство. Учи­
т :вая также, что каждая оnерация множества Н может выnол­
нят ься только :в одном интервале, получаем 

с,~&-!> = ~ 
Отсюда l~ = ~/C.:s. 
Подставляя (20) :в (I8a), находим 

для icH 

( ,. . )--! ( )-::1. 5 = . L: 11 ~·~ = [ 1. 1 (. ~ = v 
1-ri i сН 

(20) 

(2I) 

Поскольку решения nрямой и ~войственной задач совnадают, 

то полученное доnустимое решецие · (:I9) является оптимальным. 
Для дальнейшего обозначим через ~~ значение - ~~ оnе­

рации, имеюще й соб.ытие (в - :f. ) начальныы и :i конечным. 

Соответственно через (;~ значение(;,! для этой оnерации. 
Имеем 
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Т(р) = р1 t L 1f's tz./llk = _j_ t 'Z~ = _:L • 
5..-1 l.t.R. 5 f ~ri f 

Приняв об~ем всеrо. комплекса Uf = I, получаем -/( f) =-f · 
Относительные потери по любому виду ресурсов не превышают . 2: i 

J = :L- ~ = i- (t Л1~ i<R,ct~·rн)- (22) 
5"f ' t;<;i .. W:· . . <J (, 

w:{ 

Полученные результаты позволяют поставить задачу аrреrи-

рования в случае линейных зависимостей f ,· ( fi) , т. е. зада­
чу определения оnтимальных значений ~·~ определить ~ .::S , 

удовлетворяющее условию 1: "'Чt1 = Wc, так, чтобы 
" ~eQ. d , 1 с 

L J"Y1qX д· Е а: •. '1.1.:~ - пи:.п, 
~=~ 1 1 i~R5 # if 

где Т>j ::::..: f: ос, . U), . 
ia-J.. d """ л ~ ~ л = r. 

Обозначим rx;,, "lift R· = a,ii t ·1•$/W: = r··!J и '"ix ~~ol'-d. ;/-.s ~-
Получаем следующую задачу лине йноrо nроrраммирования: миниыи­

з ировать ~ о~ nри ограничениях 
~=i 

[а~-~ ~- .Q-5 2:!:. о) 
, ~R5 9 (J' 

L ~i1 > i. 
~Е~.: ([ 
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В заключение сравним относительные потери при последова­

тельном и равномерном выnолнении оnераций в каждом интервале. 

Для этого рассмотрим допустимое решение для случая равномерно­

го :выnолнения операций: ~·!> = U, , · если ( ~- i ) есть н а .... 
чальное событие i -ой оnерации, и (/•..., ~О ~ в противном слу -

чае. Формула относительных потерь nримет :вид 

qs ~ сХ. .. . w;)_ -:t. J t =- J. - l: 1?'1~ ; ... д; d . 

ро н •i 1 Е а!,~- lJh ' 
·-~ Формулу относителыwх. - nотерь для последовательного выполнения 

можно записать в виде 

r ()., ~ ci .. w~ )-i 
о,. = i- L ~ rn~.x r-r .. 

-UJ 5=f cE.I{: r/ ~ cti.wc: . 
(24) 

Поскольку максимук суммы всегда больше суммы ~акоикуuов, то 

d;oel{ ~ cf --~~ . Так как d,.,..tн при оnтимальном выборе '7•.s 
не больше (23), а значит и (24), то случай равиомервоrо выпол­
нени я оnераций не хуже случая последовательного выполнения в 

смысле величины относительных потерь ресурсов (при оптимаnь­

НЬL~ значениях l i~ в случае равномерного выполнения). 
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ КОМПЛЕКСАМИ ОПЕРАЦИЙ 

в.н.Бурко:в 
Ивсtиtуt ав!ома~ики и желемеханики 

/tехвической кибервежики/ 

r.locoa 
СССР 

§ I. Посжаво:вха задач • 
. !осtажочво строган посжавовха и uассифИlСЭ.ЦJIЯ задаЧ 

опжикаnъноrо распределения ресурсов :в хокппехсах операций 

б~а про:ведева сра:ввижелъно недавво1 ~ К нас!оящеку :времени 
задачи распределения ресурсов сосжавnяют одно из главных 

вапраuений теории ceteвoro мавировавия и упра:вnевия ( жео­
рии CDY) .• 

В дохладе расскажриваютея задачи распределения ресур­

сов одвоrо :вида с крижерием мивикука Rреuеви :выполвеиия 

кокппекса. 

Вве~ем некожорне обозначения: 

1Ni (t) . - скороежь <. -ой операции, 
1fi(t) - копчесж:во ресурсов ва i -ой оnерации, 

vv~ - объем L -ой операции, 
N-<-p>- хоnичесж:во ресурсов ~ коменж t ( задавван 

фувкцин), 

s~ (t:) - зажражн :в i. -ой операции к моменту 't , 
S tt.) - зажражы на :вьmо.зmение хомп.uекса к мокевжу t: 

{ зцаввая фушщия), · 
В:ведевиые повяжия связаны сnеду~щики соожвоmевиями: 

'1.<( (-с) = {;, [ v; (t:)] 1 

·w'- =~:~;[и; Ct>] clt , 

L~ 11((-t) ~ N(-f:) ) 
~ 

S.: (~J:; ~о 1-(C't'J c/r, 

2.~ s, (-t) ~ s (t), 
v; (tJ ~о) wt ~о. лlr-cJ~o 1 S (t) ~о) 

<.: = 1. 
1 
~ 

1 
_ •• , п , -t Е ( о1 т) _ 

( I ) 

{ 2 ) 

{ 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 
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В (I)-(6) ~ 
чжо ~(~ = о 

- веубъша~пщая фувiЩия 1( ~ 0 , ~акая 

1Г - время выпохвеаия хомпхек-
са. 

Эцача I. ОпредеJIИ!Ь 1( (~) , удо:впежворИD-
щие (3), так чжобы коiiiШекс бШI ]ШПО:п.вев за JОШима.JIЬвое 
время. 

~ача 2. ОпредеJiи~ь ~ (t) , ~о:впет:воряn-
щие ( 5) , ж ах чжобы ROIIIJJieв:c бьш :вьшо:п.вев за IIИВИМа.пьвое 
время. . 

За.lа ча 3. Опредеuт:ь · s . С т) , удот~е~:воряJИU~е 
оrравичевию ~~ si с т) ~ S <.т) , 'fав: чжобы 11peu 
выпо:п.веввя компnекса бьшо MI!!ПDiaJI:ьBШI. 

В § 2 решевне задаЧI I сводижен к задаче vавимизации 
:выпумоrо фуиRЦиоваJiа при пвейвых оrраничеви~х~ Особо рас­
емежрев СJIУЧай сжепеввьа: зависпосжей _ fi С1() , ;мя ко­
!ороrо прецожев специм:ьвый а.пори!м, испо.и:ьзующd авuо­

rию кеzду сеж:ью и фазовык прос!равством. В § 4 доказава 
с :вязь задачи I и задачи 3, позво.пяющая ваходиж:ь оп!~- . 

вое решение одной a&Jta чв, зван опtика.JI:ьвое реаевие ,цруrой. 
Наконец, в § 5 ,цаежся решение задачи 2 дпя с.пучая сжепев-
вых фувiщий f,: ( tli) 

§ 2 • Ре11евие аца чи I. 
Пус'fЪ N(t): N = const • Пре~овопм, по 

события сети уnорядочевы, 'fO ест:ь момевт васжуп.певия s-ro 
собыжия кев:ьше момента вастуЕnения к -ro собы!ия, ec-
JIИ. s < к • Обозначим Rs - IIВО:&есж-
во оnераций, КО!ОDЫе MOry! !ЫПОЛВЯ!:ЬСЯ В 5 -ом И ер:ва­

.пе, 'fO есть в ин!ею:ваnе •ежду моментами васжупnения 
( S- f ) -ro и ( S )-ro со6ытий ( s = !, 2-, · · · 1"'"- ) , 

ct~ -мвоzест:во интервавов, Б ко'fорых может :выпо.пвят:ь-
ся i, -я оп е рация, и, ваковец, :х: t '- - объем i. -ой 
операции, :выпо:п.вяеыый в s -ом ивжерваJiе. Оче:видво 

JC,
5 

удов.пе~воряют условию 

"'""" 'Х . -= w . L (.~ ~ 
SE-Qi 

(.=1.. z . . . ln... 
J , 1 

( 7 ) 

При известных ~\.s , t.E Rs JS=-1~ -- ~т..,,цля КЭJtдоrо ивтер:ваJtа 
полvчаек за;цачу миниuизации его длительносжи, nричем час-. 3 
ти операций :внутри одиоrо интервала везаБисимы • Обоэвачик 
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ОбоэваЧIDI дs ( { ~,s \) мивима.пьвую ;цлительвость s -ro ив-
tерваnа как фувкцп Хс:5. • .Моаво показат:ь, что L)5({хц,)) 
вьшуuая (книзу) фунiЩия своих арrуuе:в:тов (даже при не:вы-

. nуКJШХ фувхцвях f.: r l( } ) • Во !rorдa вреuя :выполнения 
коJШJiекса 

T({xis})= L~ дs({хс:$\) ( 8 ) 

жаае ВЪIJI1D8JI (хвиэу) функция перекевшп: Хс:~ • Получи-
хи зцачу IОПJрмиэации вьшуuоrо фувкцио:в:ВJiа (8) при Jilшей­

вых оrрапчеВJШХ (7). Дnя ее решения коzво прииенит:ь любые 
извесtвые метода ВЫЦJКИОrо проrрамкировавия. 

Ь. :в OПD8JtЪHOII решевив зцачи пеет~я !). 5 = о 
то коzво поПЫ!ат:ься у.пучшхт:ь решение, изменив нумерацию co-
6~d ( s-t ) в ( ~) в ре•и:в задачу при новом упорядочении: 

()Два ко, похучеввое :в ковце концов решение в обще и слу­

чае не 6~е~ OПIDI8JtЪВШI ре11евием Задачи без требования упо­
рядочения со6~вй. 

§ 3. Сиуча1 с~епеввых зависимостей. 
. •!J.. 

Пусть ~ (1/',;) = 1( о{ :> 1 ) i = t, .2., ·- · J n • Тоrда3 
ГJ с - r.: [ о( 1 1frJ.. . 

Lls ( { Xi.~ \) == N '-~s :х:,~ ( 9 ) 

Прикем див упро•еа.я выводов Al=f • Прикевиа ке~од ывожите-
лей Jlarpaaa,, похучаек d. -1.. 

О~! ( { Жts\) = ( 'Xi.s) :: А. ( IO ) 
"'Э xi." ~s " · 

Обоэвачик 't(s ·- копчество ресурсов, выпозшяющих i. -ю 
. -.., .ilo(/.i- {. 

операцию в s -ом вперва.пе. Из ( IO) икеем ·v c:s- = .:. , 

то ест:ь ~s ве зависит от s • Получили вЗжвое свойство 
оnтима.пъвоrо решения: · · 

ка!Лая операция выполняется постоянным ноличест:вом ре­

сурсов (свойство I). 
Дпя вывода второrо свойства предположим,что ~ опти~аль-

воы решении все ~ 5 ( { :х:~~ \) > О ~ Отсюда сразу сле-
дует свойство: 

ресурсы 1Гс, образуют поток величины N по сети 
(с:войство 2), 

Это свойство справедливо и при валичии L1s ({ xi~\) =О, 
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ч~о леrко доказать, nримеви:в предельвый nереход. 

Доказаввые свойства сnраведливы при любом упорядочении 
собы~ий компnекса. - Звачит, оаи :выполвяЮ!ся и АХЯ оптикальво­

rо решевин задачи I yze без ~ребо:вавия уnорядочепв собЪI!ий, 
В дальнейших :выводах мы J.E~ ае будем sребовать упорядочения 
событий. В )J;аJIЬВейпх выводах & уже ве будем жребо:вать упо­

рядочения событий. Заметик такке, что процедура изменения 

нумерации событий ( s - -i ) и ( s ) :в случае коrда .6s = о 
и последующее решение задачи · при во:вом уnорядочении при:во­

ди~ :в едучае стеnеиных заDисимостей к оптикапьному решению 

задачи I . уже без требования упорядочения собыжвй. 
Дпя дальнейших· :выводов рассмотрим изобр&~евие сети :в 

q,. - мерном простре.встве сосжояпt ко~~Uекса2 • Оnредель 
расс~оявие мецу JIIOбШDI д:вукя точКSJОI "3 t, "1 2 Е. G-

.f ( ~ ~ .. <j г ) :>. ( L: 1 У/- ~~ 1 е( ) ifc( ( II ) 

Сравнивая (9) • (II), замечаем, чжо пбоiQ' жопустимоку 
вабо РУ { :х:.: s. } мо&В:Q посttа:вить :в соож:ветст:вве траеиорию 
:в с;. , соедиияJJЩуЮ ваЧВJ[ЬВJI) в коиечиу» жочu, причем 
длива этой траепорп, :вычисжеввая по (II) со:впцает с (9) 
при N = I. T8.1DDI образок: 

оптимальвоц peJieвD задачи I соответстпет траепория 
:в С- • соедивяnщая начя!РUР в конеWJ) точки и вею-
щая кивимаnьиур I!ИВУ (с:войство 3). 

Обоэвачик ;цпиу краtЧайllей tрае·х~ории W 3 в назовем ее 
эх:ви1J8J!еитВЬI11 объемом коМDекса. J[ейстптеnво, замевив КОIШ-

лекс одной операцией объека W ~ и зависDостью скорое-
жи от ресурсов '1N = N'Yo( , ПOJiyчJDI 

-%< 
т~Lft = W3 N < 12 > 

Из (12) следует, что д:виzевие :в фазовой обжаств допус-

тимых состояний ~ происхожиж со скоростью, абсолюжная 
:величина которой равна · N .fjo( • Пооко.nку кратчай•ая траек­
тория остается кратчайшей nри любой скорости д:виаеввя, то 

значения ~L~ :в оптиыаnьвом решении не зависят от 
Nr-t) (сБойст:во 4). 

· При этом мивиuаnьное :время :выпохвевия кокпиекса опре-
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( !3 ) 

CUueк urорик опреJ;uеВJШ W, • ltlв . э~оrо изобра­
зим .се~:ь в свс~еке коордиваt, осв кожарой параипе~вы. Число 

осей равко разкервосжи комn~еиса. В параnпехъвой еветеме ио­

ордвва~ иаадая жочка •зобраааежся хквией (фровжок), проходя­

щей через ее иоо~а~ы. Изобракеиве иомпаекса • жакой сис­
жеке ввпве~св прокеаужочвнк кекду се~ъD • фазовой обпаст:ью 
допусжвмых сосtояввй. Ва рве. I преJ;с~авпева сеt:ь (рис. Ia), 
ее предс~авпевве в парааnuъвой сисtеке иоордиваt (рис. Iб) 

• соо~веtс~~ обжасtъ ~ (рве. Iв). Ва рис~ Iб 
~ = (о} о} о} - вачаПвое сосжоявве иомпаеиса, F.c = ('j:. 'J: .. 'j:)­
ковечвое сосжояиве кокпиекса. Освоввая ~ея ааrоритма закnю­
чаеtсв в схедупщем~ fаи каj вас ив~ересуеж кра~чайшая !раек­
тория, соеД~~ИЯ~JЩаВ точху О с !, to сваЧ8Jiа пыжаемя провести 
пряку» 01. Э!ой прикой в парааnеп:ьвой еветеме коордива~ co­
o~вetctвyet посаедова~еnъиосж:ь фронтов, описываемая паракет­

рвчесКИКI ураввеввяка 

"'· ( t;J = -t Jh 1() о~ t ~ 1.. J j = 11 '-· .. . ) 'f . ( !4 ) 
~ . 

Ec.Jiв жакая првкав вподв~ за предеп обпасtв G- (см. 
рис. Iв), жо вз rеомеtрвчесхкх сообрааеввй попучаек, что 

кражчайшая ~раектория пpoxoiOtt по rравице ВС через ! • д, 
причем так, чжо 

~с о~ -=-
~в 2:JA ( IS ) 

В параппехъвой свсжеке коор~а! жочке д cootвetctвyet 

фронт f=i :: ( -fj1 ! 1 -:f~ !
1 

-tj!~ l} 1 (см. рис, Iб), це 

./. ~ 
J. wi" ( w1."" +- wL ) 

Уз = ( w: + w.t" ) llo~ + ( wз"'" + w""'") v... < 16 ) 

Заметим, что (I6) зквивапевтно (ISt . 
Повторяя оnисанную процедуру, опредепяек в сети ряд 

" оnорных фронтов", таких что траектория дви.zевия между эти­

ми фро~!ами авляется прямой линией и не выходит за предеиы 

о6ласr.rи G . Полученное решение uozнo посJiедо:важеп:ьво 
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у~учшать, уточняя по~оаевие опорного фронта, распо~оаеввого 

между д:вукн .-руrвми. 

§ 4. Свиэ:ь з~ач I • 3. 
. . 

Учитs:вая, по ~аи операция :в опж:им8JI:ьвок ре•евп 
ВIШОJIВЯе!СИ ПОС'fОЯВВЬDI ltOUЧeCT:ВOM ресурсов . ~ 1 MODO 

опред~ижь затраты ресурсов 
-i w Cl( 

s~ <.'t',) = 1( ·7:, = 'L._ ~ ( ~'") "; 'ri.;-1 . ( I7 ) 

Таким образок затраты тавzе нвnяися ежепеввой выпукnой 

(квизу) функцией :врекеп 1::._ :въшожвеВJШ операцп. 

Расскотрим зада чу vивимизацвв затрат S • Е; Sc: (t:,) 

при задав.воu :врекеп Т :въшопеиии ROIШJiexca. 1ак вз 
5 ~ . 

ВеСТВО, ВеОuХОДИКЫК И .-осtа!ОЧВЫК JСХОВИ811 ОП!ВК&ИЪВО8! 

R1Шяетси :въшопепи ця D»бoro событии р сети соотвоае­

ввя 

. ( 18 ) 

rде - IIВО&есжю операций , nя ltO'fOPJП событие р 
яuяежся RОВеЧВНII, Ир- - Dоаест:во операцd, . ~я ROtopыx 
событие f> явnяежся вачаиъвык. Из (I7) в (IS) вовучаем 

LV,:=L1( 
;.,~v; i.f:VP 

( 19 ) 

жо есt:ь с:войсtво 2 oпDanвoro реиевия задачи I. 
Решим задачу vимимизации зажраж при векоторок звачевив 

Т о времени :выпопевия коМШiеJtса. Пуст:ь S о - кввишшъ-
о . 

вая ве~ичива затрат, 'Lc: • si..o соответст:вевво :время • заж-
раты ~ -ой операции :в оптимальном решении. То~а ЗRВ8-

:ва.Jiевтвый объем xoJШJiexca W' ~ , мивимал:ьвое врекя Т ·:вы­
полнения комапекса при задаинок уро:вве ~ , а такке аваче-
вия ~ и 'L i. :в оптима.п:ьнок решевив опредеnяися ва со-

отвошевий: f~ 

VJ = (So) . Т. 
' т;, о ) 

s: NТ.. ~ = ~(;'~ ·~ 
' ~. 

( 20 ) 
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Таким о~разок, зная оnтимальное решение задачи I мож­
но опре~ели~ь оn~иuальное решение задачи 3 и наоборот. 

Связь кеzду задачей УИВИКИзации затрат и задачей шu-

· кизации уровня ресурсов можно обобщить на случай произволъ-

иых з~исикостей # f1Ji) , eCJiи исхать решение, удовлетво-
ряющее свойствам I и 2. В этом с~учае оптимальные значения 
:времени · rr, выnолнения операций в задаче мивm.mзации уро:в­

вя ресурсов Л1 nри задаинок времени :выполнения комnлекса, 
совnадают с оптикаnьвымв значениями времен выполнения опера­

ций в задаче lfИ!Iиvизации затрат S при том же :времени Т 
выпохвевия кокппекса, если 

roo ,R-1. w. 
sё. (-r,) = J-r( 7J' [ 'l:' J d'L 

Доказате.пьст:во сразу с.uедует из ~ого_ , что свойство 

ва.певтво усиовияк (IS), есжв выпо.пвяе~ся (2!), 
Прикер. Ilyct.r:ь · ·· sc: ('t"c:) = а."- С, 'r:i. 

1 

~ ;;; 'L, ~ ~с: i :: ..f, ~, - .. , fL. 

Из (2I) по.1учаем · 

{ ~' , при 
d, 

1 
при 

nюбое от d;. до <;l) с: при V:. "" Се. . 

( 2! ) 

2 эк:ви-

По.пучи.пи задачу опредеnевия потока ~ , имеющего 
мивимап:ьиую ве.пичиву N , жакого что сумма времен ~.: ( 1() 
д.пя .пю6ого пути, соединяющего начальное и конечное сvбытия 

сети, не nревшпает Т • 

§ 5. Ре11еиие задачи 2. 

Задачу 2 рассмотрим ддя случая степеннь~ зависимостей 
скорости операций от количества ресурсов. Пусть vV~ - эк­
вивалентный объем коunпекса. Тогда скорость :выполнения кoiп-

N •tot 
лекса "tJ<-t)-: Ct.) , а ограничение (5) принимает :вид 

1: 
[ Altт) t:l'l: ~ $ (t} ( 22 ) 
о 

Задача зак.пючаетс.я в определении .11/rr) , удов.пет:во-
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ряющего (22), . так чтобы время выnолнения компnекса, оnреде~ 

ляемое из (!3) было УИИИмаnьным. В основе апrоритыа решения 
задачи лежит Процесс построения для фиксированного lГ оги-
бающей Sr(-t \ для кривой . $ (tJ na [о/ т] , 
nричек .$тrт) = ,S(т) (рис~ 4) .. 

I шаr. Определяем То · из ураввевия 
То [$(To) · Т"-t]f/al.-= W~ . 

ЕслИ прямая $ (То) то- ~ i - ва (о, то ) проходит . не BЫDle 
кривой S r t: J . , то т;, · - IIИни:uаnьное время~ Если ze 
существуи интерва.JШ Е € (о/.То) , такие что Scr.o;тo-.tt > 

> $ r t) . прИ t ~ с , то опре.цеnяек IIИВИJiазtьвое 
L1 , такое по 

$f-t) ~ ,s'(r;,) ~~ J.(t -.1) при t с ro, т,.) 
Jtnя э~оrо вахо;цп.. . -t (LJ) , при которок разиость 

$(T)-$r~)T;1(t-LJ) МИВИ118JIЬВ8·: Звачевие Ll НахОДИТСЯ ИЗ 
ураввевия . t.. r 4) == о ~ Опре;цеJiяем т;_ = Т" -t-~ • 

~ . . 
II mar. Строп Sт. (t) . ва Е о, т, J • ВЫчисnяем 

wcr) = f:т{ [1 clsт.rtJJlf~t: 
. • -4 о - olf: 

Если w (т~) ~ w ~ ~ то . . .т i - JIИIПDISJIЬвoe время. 
Есnи w (Т_.) > W ~ - , то опре;целяек 

Т = О, 5 ( Т0 t- т .. ) 
"" ,_ 

<.. -ый шаr. Строим Sri._
1 

(-t) "" ва [о, Tc:-.t1• Вычисляем 

(т . ) = (тi - :t [ сА Sтl -~(t)] i/r:J, J.t 
W t-1 J0 o(t. 

Если W(Tc: -i) ~ W э , ТО Те:-.! - МИВИIIазiЪВОе врекя. 
Если w (т i _ .. ) > W ~ , то определяем 

т~. = т, _ i. - о, !;)- 1 т,. - -( - т,._ ~ 1 . 
Если W (тi_ 1 ) < w 3 , то определяем 

Ti ~ Т,_ -:!. + о, 5" / Т,· _ ., - У,:- ~ ( 
и переходик к следующему mary. 

Описанный метод деления отрезка поиолак как известно 

обладает достаточно быстрой сходимостью. В случае выпуклых 

~ (t ) задача решается более просто~ -
Если $ ( -t ) вьшуклая (кверху)~ то Т~(·11 опреде-

вяется из уравнения 

[ 
J' { Т hн11 }] fo1. 

т.1>1А . 
Т h-и'н ~ 
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ECJIИ $ (t) ВШI~ая {киизу), ~о Tttч;" определяется из уравн~-
иия 

ST...ч.n [ cfS(t:) 7 f~ = W 
clt J !t: 3 

о 

§ 6. Аватlз овойо~ва I. 

Ивжереово раоомотре!ъ вопрос, .;цля какого IOiaoca зави­
симостей {t rv;) . :в .. опцSJIЪвом решевив задачи I вы­
поuяе~ся о:войо!:во I~ 1СJiо:ввя оп~им8J1Ъвости дхя провзволь-
вых {вьшуита uepxy) фупций ("rV:) примтr вид: 

i cllf,:f'IA!;s> _ L_ ~ ciЧJ· (w;:sJ 
ltt" d'1A:Г;_·s - JE-Ils i 5 cl~·s 

/_ -:! X,:,s 
rде У; = {)' • . -tA(5 = As • 

Дпя !01'0 ~ ~Q<SЫ · W:: s -=- '1-J'"L ве завиомо от s ве-
обходико • доотаtочво 

L ~ r/ !1:-rWi ) = L ~· с! Ч:· ( 'tJi ) 
~Е v; с/ ~- (• Е (/: с/ -цГ< { 23 ) 

· _ w. d ~rиr.:) _р J(cli}rrr::>\-l. 
Обоэвачик 1-, (fТ.:) :::; . • d''w, -= yp(V.: 0/·fli ; . 

Из (23) . оnедуе!, по Fi (tri) явхяетоя потоком по сети. 
Теорема. Jiшi тоrо, поб.ы при зш<Sом потоке 11.:. J Fc:.<vJбЪIЗio 

потоком, необходимо .. и доо·таточво Ft: с V:) "" ctc: + rJ. 1r'- , rде 

а'- - поток. ПредпОJiаr.аем, Ч'fО ое!ъ остается связной 
при удалевии . входа и выхода. 

доказатеnот:во ~ Варъируя V: :вдоn .пю6оrо пути :в сети, 
по.пучаем 

cf~·('ffi)­
с/ v. -

( 

/F· (V.} d d 
~/"v-

' для .пю6оrо i • Ожоюда получаем 
F rv..J =- а . + о( tr. ( ( l f 

а t: доuво быть . потоком, так как при v;: -= о J ~- :.- Q ,· • 

Теорема доказана. . 
Из ~еоремы следует, что 1. 

~{tfi) = С,. ( ц,. + oL tli) ~ с;- >о_, t . ~ 1,":~. ··., l'f.. 

Из . усло:вия выпуклосаrи /?- r о;) при а,. + d ~ ~ о оЛедует, 
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ч~о ol. ~ i • 
Пус~:ь W 3 - ЗКВII:ВUев~Ш объем JWIIDe1Юa • пус~:ь х i. 
- эвачепи ~<:. , опре~еzя.-е W, • 
'forдa, ecu 

rде Л - :веJUiчпа пottoxa а с: , ~о llliiuolщвoe :время 
:ВЫПОJIВеввя KOIIШieкca Т'",." = w9 ( .( N' +А) - ~~-. 
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. НЕКОFОРЫЕ В.ОПР~Ы КОНТРОЛЯ И ПРИНПJШЫ ПОСТРОЕНИЯ 
ОПТИМАЛЬНОЙ ИЕРАХИЧЕСКОИ СТРУКТУР~ YПPfl..ВЛEHYill В 
СИСТЕ}:IАХ С ШРЕдЕЛЕННОй ЦЕЛЕВОЙ Ф:У1ННШЕ 'I 

Тбилисский научно-иссле-
довательский институ~ Бабунашвили ы.к. (Тбилиси) 
приборастроения и Наумов с.с. (~ осква) 

· средств автоматизации институт автоматики и телемеханики 
с.с.с.Р. 

Голенко д.и. Институт электронных управляющих ашин 

Рассмотрим класс управляющих подсистем с пекоторой 

целевой функцией и допустим, что в nодобных nодсистемах су­

ществует интегральная мера близости цели, причем эта интеr .. 

ральная мера является векоторой функцией времени V ( t) .для 
каждой из рассматриваемых подсистем, очевидно, существует 

векоторое значение интегральной меры, соответствующей дости­

жению· цели - \!nN • В зависимости от ряд!а факторов, эта 

мера может быть ,цос.тиrвута в различные моменты времени. При 

этом сч.итаем, что ,цля данноа подсистемы объективно существуе'I. 

некоторое наиболее раннее время достижения цели lp (соот­
ветственно существует максимальная скорость движения к цели ) , 

Mfii<~WI"IOAf:IЧOff 
которая соответствует~мооилизации внутренних ресурсов под-

систеJW и минимальнЫ~~ nомехам извне, nриче.u зто время tp 
вообще говоря отличается от оnтимиvтическог~ времени to , 
исnользуемого в системах .:Р:Е~Т. Б зто же время существуе~ 

некоторое конечное предельно позднее время достизениБ цели 

fкр "*. При достижении цели поз,цнее f:.'~<p nодсистема nлатит 
определенный штраф. Следовательно, учитывая указанные выше 

*Системы для которых t.,.P =ОО, очевидно, не относятся к 
рассматриваемому классу систем. 
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ограничения, подсистема долхна достиrать цели в интервале 

вреыени [ tp ~ t~r 1-. 
НеобходиМо отыетить, что во время ~вижения х определен­

ной цели, подсистема стремится киииuизировать усилия, направ­

ленные ка достижение зтоl цели, ибо мвоrокраiваа и ~и%ельная 

работа в предельном реzD((сО:отве_тствующеrо махсимальвой 

скорости движения х цежв) может привести х преz~евременвому 

изиосу подсистеw.- . П.о.эт011у · в по~системе выбирается пжавовое 

вpeWI ДОСtU:еИИЯ це.жи tp < tnA <. trcp , ОПSреzающее~~ нехото­
рый интервал врэмени ~ , и обеспечивающее опредежеввsе до­

верительные rраницs одновременно как ~ ва~еzвости дости­

жения цели ве .поз.це~ t.P, так и JtiJI мивимизацп затрат 
усилий ва зтQ ~иzевие. 

допустим кривая ~А ( i) (см. рис. I) явuется uаяовоl 

кривой движения к цели, причек ивтеrра.жьвая мера, соответ­

ствующая достижению цели 

(I) 

Тогда в процессе движения по~системs, с целью контроля, 

необходимо сравнивать истинкую меру V ( -t._ ), яв.ияюJЦуюся 
случайной величиной, со значениями плановой мерs близости 

цели ~л ( -1::, ) в определенные моменты времени ·(. , . которые 
должны определяться выбором шаr.а квавтовавиs. 

Функцией регулирования даввой подсистемы является устра­

нение рассогласования между фактической и плановой мерами 

близости цели, появляющихся из-за воздействия ва подсисиему 

возмущений и теы самым обеспечение достижения по~системой 
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це.ии в задаввый срок i""' • 
Прежде чеu _ перейtи к расскотрению алrоритыа, предваритель­

во хривую 'V; ( t ) - соответствующую движению к цели за 

врека tf , переuестим в ваправ.иевии оtнабсцисс таким обра­
эрк, чtобs ховец кривой ~ ( f ) соsпал с точкой ( V"~ ) tлл ) 
(рис. I). В этом случае иа пересечении от абсцисс с ~ ( t ) 
получик точzу i 1• Нетру.цио ви.цеть, что даже если ;to ыо:uев­
та времени t 1 подсистема в е .цвпеtся к цели ( V С t1 )= О ) , 

то, очевидно, сущестsует вероятность, отличная от вуля,что 

начиная с uокеиrа времени i 1 и используя предельные flОЗМоz­
иосrи подсистекs, кs .цосrиrаем цели х мокеиrу времени t "" . 
i 1 ыоzво считать пре.цеЛьио допустимым времеиеы первого 
опроса. Если опрос бу.цеr прове.цеи позже мокевrа времени t 1, 

то, поскольку наивысшая скорость движения в: цели определяет­

ся КрИВОЙ Vp ( f ·), срОК t"~ уже не :uozeт бЬl'l'Ь Обеспечен. 
Таким обраэо~а , .цля обеспечения срока t"_.. , nервый опрос 

додсистекs должен бsrь проведев в срок, определенвый про­

меzуrв:ом_ t .. < t ~ f1• ПрИняв предельвое значение t = t I и 
nроведя опрос, подсистема получаеr сведения о близости цели 

лутем сраввеsия V ( t 1) и V"" (i:f) • На основе nал~евной 

информации .цолzиs внрабаrываrься эффективные управляющие 

uоз.цейс1вия по ликвидации имеющеrося рассогласования. После 

-этого проведем через rочв:у .( t.! ) V ( iJ. ) ) , прямую, парал­
лельиую от абсцисс, .цо пересечения со смещенвой кривой 

V р ( t ) , получu точку с абсциссой t 2, определяющей, по 
ранее проведевнык соображениям, предельвое значение срока 

второго опроса. 
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После~ющие моменты опроса определяются авалогичным 

образом. 

Нами уже указывалось выше, что истинная кривая движения к 

цели V ( i) является случайвой кривой. Позтому в зависи­

мости от характера ее изменения · одив и тот · zе .о6ъем """ 
моzет быть достиrвут за некоторо~ фактическпе время i~ . 
Здесь могут встретиться три саучая. 

I. Случай tn,.. .d 1: er <. ао моzет nроизойти: а) когда 
nодсистема веуправляема; очевидно, для даввой подсистемы оп­

рос вообЩе не имеет .смысла; б) когда, несмотря на то, что 

nодсистема управШiе:ма, условие t~ ~ t"л · все же не обес­
печива .ется. В этом случае~ на векотором шаге опроса, мы ока­

жемся на смещенной кривой ~ ( t_ ). Поскольку возможность 
движения строго по кривой Ур ( t ) вев·елико, задача управля­

ющего орrава в этом случае состоит , в том, чтобы об~сnечить 

наиuевъmую задержку отвосите.11ьво срока t"л .. 
2. В случае fм < t,_ < t"". очевидно требуется в:оаечвое 

число шагов опроса для контроля движения к цели. 

з. В случае tlf = i"" , последовательность всех точех 
имеет предел сходимости- t~, и процесс приближения про­
исходит за бесконечное число шагов. Но так как на практике 

требуется выnолнение объема V",. к моменту времеии t"~ 
с какой-то заранее заданной точностью t"A.! 6 i,..,,. ; поэ­
тому в этом случае задача- состоит в nопадании в область 

[ tn ... - А t"" ) -/;,,,. + ~.Ь~А], которое, в отличие от сходимости х 
in,. , будет происхоДJtть за конечное число шагов. При 

очеви.цво должню выnолняться условие о 1:."/~- ~ 
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Аналитическая запись геометрической интерпретации ал­

горитма, nриведеиного выше, приводит нас к следующему соот­

_ношению ДJiя определения предельного значения ( L +I)-го оп­

роса в зависимости от информации о мере близости цели на 

L-тоы шаге контроля nодсистемы 

1 = t ... V( i;) ( /; - t ) 
"Ci+! J ·v_ IJ-4 s • 

•м 

(2) 

Здесь t I - момент первого опроса, а \lnA и V ( ·(. ) со­
ответственно плановый и фактический интегральные меры бли­

зости цели. 

Доnустим теперь, что V,.л ( t ) и V,o ( t ) заданы 
в виде прямых, и - истинная кривая движения к цели совnадает 

с """ ( i ) . В этом случае t'P = tn~~, , и опрос подсистемы 
имеет лишь профилактический характер. 

Учитывая очезидное соотношение 

формулу ( :;" ) uожно пер.еписать в следующем виде 

Используя данное выражние, легко получить формулу для 

величины ( i. +I) -го шага 
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t - 1 = (1-iL)ct. - t ·) i.+f т;, _ tn"., ~ L-1 . 

Полученное соотношение можно заnи сать также в виде 

и так как 

С:=о 

ветрудно видеть, что 

h t ~ о. 1:. (. 

t.,:: t)=. ( i - iJ + t, ?.; (i- t.J. (3) 
~о=о -

Здес ь 

- остаточный член, на который очевидно 6удет разуuно вало­

жить следующее ограничение Rk ~ ~ t ,., .., · 
Теnерь учитывая то, что члены под знаком c,~JUЫ в правой 

части ( 3 ) являются су:м:1ами убывающей rеометрич еси:оl 

проrрессии, можно наnисать, что 



Прове~ некоторые простекшие преобрааовавия, моzио 

получить выражение для числа профижактичесхих опросов, тре­

буемых · .цJIЯ ковтрои подсистеw с параметРами t~ .. , I:P 14 ~"" 

~t.",., en-
h = _ ___.:lp;_.-_ 

e"iL 
t",. 

Рассмотрим теперь сложную систему, состоящую из подсис­

тем · у.каэа.иноrо выше виJtа. Таким образом мы рассматриваем 

два фиксированных уровва векоторой иерархической струк~у­

ры. При этом нумерацию рангов осуществляем следующим об­

разом - равrу подеистек присваnваем номер х , а ранrу 
систем вокер х-1. 

Тах .как фувхЦиовировавие .каждой по~систекы направлено 

на достижение опре~елеиной цели, то даввал система очеви~о 

будет оОлаJtать в общем случа~ вехоторой сетью цежеl, 

пре~ставляющеа собой детализацию rлобальвоа цежи системы. 

Причем система имеет интегральные кривые близости цежк 

V"~.:> ( i )} V ;t!)( t) н V '.:(~) ~арахтеризующие ра:uичвые pe-

ziOiы двпевu с_.стекы к глобальной цеп, а таае соотвеtст­

вуощие параметры Т",. 1 Т, и ь/Т"-i. 
НаJiичие сети целей подра.зумевает таае с)'llествовавие 

векоторого критического пути с определеввым хожичесtвок це­

лей ва веи. А это означает важ8Чие векоторого хожичества 

критических подсистем - h1 • Выберем из всех этих по.-с•сtем 
~ 

некоторую i.. -тую nо.и;сисtему, .ц.u которой число профиап•-
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ч есв:их опросов, опре,цеJIЯемое по форму.пе ( 4- ) окажет са 
минимальным, f.e. -

rni,., 1( = ""'1"") 
t~i~... i$C:~~ 

З,цесь имеет место очевидно вервевство 

(5) 

Еели каж~а по,цсистема, жеzащаа на хриfичесв:ок· пути, оп­

рашивается указанвое чис.по раз, то соответствующее киникаль­

вое число опросов, веобхожимое ~ опроса всеrо хриfичесв:оrо _ 

пути, 6у,цет равно 

(6) 

r.це J{te - число опросов, вeoOxo.цJUioe .цJIЯ :критического пути 
при приват о и ,цетализации - А i",. i . 

РассмотрИ11 теперь систему с параметрами Т""., , 7; и 
А Т".-\ , характеризующих ее движение х rлооа.пьвой цели,причек 

т: - у t . 
"". - U l n,."' ~ 

т = у tp. 
Р а~ .. ' (1) 
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rде ~ , "'fz , · о3 . , - nроизвольвые ·неотрицательные числа 

бqльше единицы, и допустим, что 

(8) 

Предъявим теnерь рассматриваемой иерархической структуре 

вnолне закономерное требование, - эаключающееся в уменьшении 

числа оnросов, необходимых для уnравления, с увеличением рав­

rа (с уменьшением номера ранrа) и·ерархии. При этом нашему 

требованию при.ца,JtD наибо.иее жесткий вид . 

(з) 

r.це j{x-J - число оnросов, необходимое для опроса системы 
с точхи зревиа детализации ( K-I)-ro ранrа, т. е. по nарамет­

рам ( 1 ) • Действителыiо, учитывая выражения ( 5), ( 6 ) , 

( 7 ) и ( 8 ) можно наnисать следующие неравенства 

е о3А/,"~~ ~~ е -6tn"~ 
""' ~1 ~:."~. eh -r1 " l"~ 

/'{t(-f = i ~ о r1. • 0 t:,. .. 
е -r~ pi. (.~ и.. -
~ 'У .l . Dt 1:"", 

о~ t;."-4~ 

+ N,i~ N~ 
l~ .. ~,., 
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Отсюда легко видеть, что для осуществления условия 

автоматически осуществляющеrо условие ( 9 ) , необходимо 

чтобы 

Учитывая теnерь очевидное неравенство 

(1J) 

условие можно записать следующим образок 

(J2) 

Докажем, что условие ( 12 ) является в то ze время и достаточ­

ным услоnием. Действительно, если допустить, что 

то nри ~ ~оо 

Это означает, что либо о3 , лиd.Q ~ является отрицатель­

ной величиной, что nротиворечит условию задачи. Полученное 



nротиворечие· доказывает предnоложение. Однако, так как в 

действительности имеется лишь некаtорое конечное значение 

числа подсистем на критическом пути ,...,.,_ = n--t~f то, очевид­

но, сущ~ствует интервал ~ля положи-

тельных значений ( 3 

О< 

в котором неясно соблюдение свойства достаточности для ус­

ловия ( i 2 ). 

Скорость сходимости величины к нулю 

nри увеличении ~ можно характеризовать величиной 

1 

откуда очеl!идно, что величина J меняется пропорционально 

показателя детализации- ьt~А~ . При этом, чем выше дета-
лизация, что соответствует меньшим значениям ь 1::" .... ~ , тем 
выше скорость сходимости указанной функции к нулю, и, соот­

ветстБенно, меньше зона, где свойство достаточности ставится 

под сомне~и е. Очевидно, nодбором параметров 6 t".".~ , tpi. и h1. 

указанную зону можно сделать меньше любоrо наперед заданного 

числа. 

Решим теперь неравенство ( 40 ) относительно и 

nроведя аналогичные рассуддения , легко убедимся, что 
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o:L ( . t,.A_~) ... :j 
;(i {. \ - tp~ . 

Учитывая соотношение С l i ) , а тапе неравенства С ~о i и 

о~ tf, ~ ~ Q~ ьi"л~ ~ 
полная система ограничений, накладываемых в зтоы случае на 

о. . '( ---
соотношения ~ и -2- , приыет следующИй ви.ц 

! 1 02. 

(" ~-·') ~-i ~ :3 ~ !::, 
\ Т::р~ Oz. 

< -
Учитывая соотношения С 7. ), неооходимое условие .цJIЯ 

оптимальности данной иерархической структуры окончательно 

можно записать следующим ооразок 
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