
····•··· 
c 

\ ,• .. 
• c ' •, : 

'> ...... lo L•M ~ ' 

INTERNATIONAL FEDERATION 

OF AUTOMATIC CONTROL 

Finite Automata 
and Switching Systems 

Fourth Congress of the International 
Federation of Automatic Control 

Warszawa 16-21 June 1969 

Organized by 
Naczelna Organizacja Techniczna w Polsce 



INTERNATIONAL FEOERA TION OF AUTOMATIC CONTROL 

Finite Automata 
and Switch-ing Systems 

TECHNICAL SESSION No 27 

FOURTH CONGRESS OF THE INTERNATIONAL 
FEDERATION OF AUTOMATIC CONTROL 

WARSZAWA 16- 21 JUNE 1969 

-

• Organized by 
Naczelna Organizacja T ech~iczna w Polsce 



Paper 
No 

- 27 . 1 F 

27. 2 D 
/GDR/ 

27 .3 su 

27.4 PL 

27.5 su 

27.6 BG 

27.7 F 

27.8 PL 

Biblioteka 

Poiiiili1illiili1iiiijjijiej 
1101604 

Contents 

Page 

~ E.Daclin, N.Breaud, }.P.Perrin, M.Denouette 
The Application of Regular Expressions to the Syn­
thesis of Complex Asynchronous Sequential Machi -
nes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 

- H.J. Zander - Method for State Reduction of Auto -
mata with Taking Into Account Technical Particula.-. 
rities of Synchronous and . Asynchronous Operational 
Modes ... ......•...•.•.••••••.....•............. 

- E. A. Yakubaytis - Asynchronous Model of a Finite 
Automata ..••. ....••••..••....... ; ............•.. 

- W. Traczyk - Full Minimization of States for Asyn­
chronous Switching Circuits •••• , ••••••••••••••••. 

- M.A.Gawrilow - Structural Synthesis Methods of 
RelaY, Apliances . ...•.•••........................ 

- D.B.Shishkov - An Appropoach to Automation of 
the Finite Automata Synthesis, ••••••••••••••••••• 

- P. Tison - Homomorphisms and Codes for Sequen -

23 

59 

71 -

91 

tial Machines . ..... -· . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 

- R. S. Michalski - Recognition of Total or Partial 
Symmetry in! a Completely or Incompletely Speci -
fied Switching Function. _......................... 109 

Wydawnictwa Czasopism Technicznych NOT - Polska 

Zaklad Pollgratlczny WCT NOT. Zam. 120/69. 



3 

THE APPLICATION OF REGULAR EXPRESSIONS 
TO THE SY.NTHESIS OF COMPLEX ASYNCHRONOUS 

SEQUENTIAL MACHINES 

Eric DACLm Jean-Paul PERRIN 
Nicole BREAUD tlichel DENOUETTE 

1 • INTRODUCTION 
Prior to proceeding to the essential items /vital subjects/ 

of the present paper it seema to us very important to formulate 
properly the discussed problem. The problem under consideration 
consists in a synthesis of the transition table characterizing 
a sequential automatic control systems. From this point of view two 
kinds of problems can .be discerned. The first group of problems 
embraces problems of characterization of the inputs and outputs of 
such systems /in the practice~ we have usually to do with a large 
number of inputs and outputs and all these outputs are of an 
asynchronous type/. The second problem which is dependent to some 
extent on the first one, is the choi~ of a suitable algorithm 
of synthesis rendering it possible to solve the problems quickly 
enaugh and in a relatively simple and economic. way. 
In authors opinion, this last aspect is equally important and 

for this reason it will be discussed in some detail in the 
present paper after some short general remarks on the first 
two problems. 

1. 1. Formulation of the problem 

By automatic sequential industrial systems we will mean 
here as well as in the further considerations the automatic 
systems which c.an be classified as machine tools /or transfer 
machines/ and digital control computer. These systems are, 
generally speaking, characterized by a large number of input 
and output data and consist usually of relays /in the most 
cases of the "limit switch" type/ and push-buttons as far as in­
puts are concerned and electric motors - as far as output are 
concerned . It must be here noted that not all combinations 

of ·inputs are realizable from the ph;:y-s ical point of view for 

instance by reason of t he geographical distance. 



Simultaneously, let us also note /we will return to this 
problea later on/ tha~ not all input sequences are possible: 
generally, an automatic industrial installation, operates 
under the influence of a relatively small number of the input 
sequences which for tha most p~ repeat peridically /in a 
cyclic manner/. It· is worth mentioning that in the present 
paper we are not interested in th:e other class of the industrial 
~stems which may be generally termed "automatic s,ystems with 
counting" I this group of eys.tems co-.ers, for instance , lifts 
/hoists/ with memory I. In the other words, it ~ be said that 
we are interested o~ in such asynchronous sequential syste~ 
whose operation can ba described by a finite numbe~ of relation­
ships between the input and output values ~ese relationships 
being, in a general case, of a cyclic type. 

From. what we have said it is evid.ent ~t the output 
and input values of' such systems .are asynchronous. However, 
it may also be seen that s.ucll systemS have considerable 
dimensions. Consequently, ~t is imp~_rtant that the applied 
method . of synthesis permits us to consider a case of 
as,ynchronous machines of a large degree of complexity. It 
should ala~ render it possible to decompose /divide/ these 
machines into s~chines of smaller dimensions, if' possible. 
This , decompositio~ is not aimed at th~ simplification of the 
Boole'an aquations describing th~ operation of the entire 
s.ystem as is usually the case for the s,ynchronous sequential 
systems but is rather aimed at a s implified realization by 
means of sub-assemblies and, in .a present case, at facilitated 
simulation on a digital computer or logical simulator. 
We \Will explain now the choice of the method of synthesis of 
the table. 

1.2. Choice of the method 

The medium size of the machines to be realized involves an 
automatic synthesis by means of computer and application of a 
procedure which ensures a sound compromise between the time 
of operation and capacity of memories of the computer. Finally, 
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this procedure must be applicabl.e in the case of a&¥nchronoue 
control.s accurring in a cycl.ic manner. 

As far as the synthesis of the tables is concerned, it is 
well known that there are two types .of methods, aDd namely 
methods which don't as~~ a priori, the reduction of the 
size of the table /vide j

1
' ./ and the methods which x:educe the' 

size of the table during the synthesis /vide l3 •4 .;·. It is 
evident /vide 4/· tha~ a cons~darable drawback of the latter 
methods consists in. that they not necessarily results in a 
minimal. machine. In epi te of this, w have to I focus our 
interest in the latter methods since in the case when . we have 

to do with sub-machines, the size of such aub-machine is, 
generally speaki.ng, amall enaugh to be abl.a to find a minjmnm 

solution. l4o1'8over, in the course of calculations perf'01'1Jl8d by 
a digital computer the gain ·of the place in the memory resulting 
from the applicatiOD of these methods, is a considerable 
advantage. 

The second characteristiC: feature of the described method 
consists in the possibl& application of this method in the 
case of cyclic asynchronous sequences. In our opiDi.oa~ the 

• I . ' regular exprassions are b•st suited to the description. of auch 
relations !4•6 ••. For the sake of better comprehe~ion we have 
decided to apply a s~tly modified Gl.u&bkov's s.y.athesis 
method /4 •13. • · . · 

I -
1 • .3. ns 

We will present first the method of ·.ynthesis of the 

tabl.es as derived from the method by Glushkov wbich will hava 
been applied in the :further considerationa,and we wil.l see 
how it is possible to obtain decomposition of corresponding 
machines,the latter point being illustrated on suitable examples. 
As all the relevent theoretical proofs may be found in the 
respective literature cited in the bibliograpny, we have 
presented only the essential results,the purpose in so doing 

. bei ng the desire not to complicate our present paper more than 

it is absolute~ necessary. 
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2. Indexing of regular expressions - synthesis of a table 

2.1 • General remarks 

As for the next part of our paper we will take for granted 
that the reader is thorougly acquainted with the methods of 
synthesis of the tables by G1ushkov /the principles of this 
method and examples of application can be found in [4.1 J] and 
(14] /. 

~Ve should like to outline briefly some problems c.oncerned 
with the application of the above mentioned method to the 
~nstruction of an asynchronous sequential machine. 

The first problem consists in an increased number of the 
required indices·, which turn out to be necessary. In effect, 
it may be seen that each time an asynchronous control appears~ 
the application of two v.arious indices is theoretically 
necessary /in consequence of the mere tact that it is written 
in the .form xi { xil /. The second problem /which ia also the 
problem of complexity/ is even more specific for the type of 
machine which we try to build. 

'Ne have to do with the cycles. This means that we will 
be forced to introduce a great number of indices or inter~al 
states /with the aid a universal event, I, or double iteration/ 
which will prove redundant during the final stage of the 
synthesis. 

In the present section we will discuss two problems and, 
strictly speaking we will present results thus far obtained. 
The reader wil1 find proofs of these theorems leading to the 
:formulation of an algorithm of synthesis for the table of an 
asynchronous machine in the references 8 and 14. 

2. 2. Expressions of type P ~ x 

The regular e~ressions R = ppx can be written, accordance 
·.·ri t h the assumed convention, in the form p 1 *. If P is a vector 
/sequence of length 1/P 1 *is an asynchronous control /vide 

7 , 8 and lJ /. We vrill index p by attributing to it one 
fundamental index. However, we are well aware of the fact 
that the place, j, thus obtained corresponds to a stable 
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stat£< and, consequently, we write index ..i in the field 
(P, j) of the Moore'a table. In the case, if ~ is a sequences 

of length greater than 1, stability has a global character. 
This means that if P = ABC • • • • • N the fundamental /basic/ 

:index associated with N will be a pre-f'undamental /pre,basic/ 

index associated with A. Beginning from this moment, the 
indexation of the ,regular expressions describing the machine 

will follow strictly the Glushkov's scheme with a sole exception 
concerning the stability of each of' attained states. 

2 .. ). Universal event. I = ix 

The number of indices which appear in the course of 

making use of a unive~sal event i• is reduced in an identical 

way with due regard being paid to the fact that in the expression 

R = i 1 aF /where ' a has, unit length/ al~ indices appearing at 

ix are equivalent /they correspond to the state of repose of 

the machine which is realized by RI. It is only one, fundamental 

/basic/ index connected with 'a tl'lat plays another role sinee 

it indicates that we are in the sequence aF. 
If, during indexaticm, to 1x was attributed index 1, it 

is clear that this index must be repeated in all fields of the 

given table. On completion of the above mentioned operation • , 
further course of indexation will be identical as , in the , 

case of the rion-modit'ied Glusbk:ov 'a method. 

2.4. §pnm1.e 

We will now give an example illustrating advantages 
o~tained due to application of two rules· discussed previously. 

The problem consists in building an asynchronous m chine with 

the three inputs x1 , ~, and x3 /which can be combinations 

of variables ~, Xj•••• ··x./ and one o.utput z. 
z = 1 for each command X preceded by x1 and x

2
• 

2.4..L. Non-modified Gluehkov's method 

We can wriu: 

RIZI = I Xl + X2 + XJ/x Xl Xl x X2 X2 x XJ XJ 

Upon indexing R /we will ass.ume notation{ Jf'or iteration with. 
the purpose of a graphical representation of the iteration 
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in aa simple a WQ u poaaible/. 

B/Z/ a I {In\ +I X2 '+'X) n \ n H\n ll\X2\{l X2 HI X)\ {~'IJI 
0 0 1 0 . 2 0 '0 11 • 1 5 5 6 5 . 7 7 8 .7 

1 • 6 6 8 

2 2 2 2 

' 
1be table ar tranai.ticma /DIDD-nduced/ ia preMDted iu· rig. 

2.1. I~ contai.m niDa iDtemat statee. 

2 ••• 2. lloditi!d •tho4 

Ye :.q write: 

R /ZI = iz ~·x~•x!* · 

2 ' • 
and the obtai.ned table bu identical i"ona aa pre.-nted in 
:f'ig. 2.2. It bae ~ i"our intemal. states. 

2.5. Reduction oi" the number ot required {m1ct~. 

In order to reduce, at the begi nni n&, the DUIIIber ar 
iDdicea, applied when preparin& the table ar . the aystem;we 
rill use onl¥ the rules o:f' si mj J ari ty end correapcmdence as 
given by Gluebl:ov. Let us recall thesa rules. 

R1 : Similarity · - Two places ara. similar, i1" the;y depend 
onl¥ upon i clentical assemblies o:f' pret\m­

damental /pre-baaic/ and ~ places. 

Rz: Correspondence - ~ correspopdi M places are place o:f' 

di:rf'erent regular ezpreuions or ar 
di:rf'erent terma. included in the same 
pair ar parentheses to which l.ead 
identical sequences: beginning :f'rom the 
initial place or :f'rom place situated 
directly in :front o:f' the parenthesis. 

8 
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Let us also note that in order to reduce the number of 
indices encountered in a regular expression one can make use 
o-r onl.Jr the conditions either R1 or R2 at one time : it is not 
possible to mak& use of both conditions Rl and R2 simultaneously. 

The application of condition R2 presents no difficulties 
/is .quite easy/ contrary to the application of R1 which is of 
far more delicate .nature. In particular, /14/ decomposition of 
terms in a regular expression into the individual factors 
creates usually serious di:f'f'icul.ties. It is also advantageous 
to make use o:£ a more · reatric.ting condition R1 rather than 

to use dire-ctly R1 • 

~ 'Equality. Indices of tiro places can be identified in the 

following conditions: 
A. The indices should be attributed to the fundamental places 

o£' the same input vector. 
R. They ehoul.d not be imices of the final places of various 

regular expressions. 
c. The corresponding fundamental places for each input vector 

which can be put in the pre-fundamental places with the 

considered indices should be : 

- designated with identical indices, 
- fulfil the conditions C and B. 
This renders possible to determine directly the table of 

transitions which in the · case of the systems under consideration 
has only one stable state in a line /14/. 

J. DECOMPOSITION OF ASYNCHRONOUS SEQUENTIAL IIACHINES 

J.1. Formulation of the problem 

The problem of decomposition of the. sequential machines 
such as for instance machines which we try to realize, JlliJ3 

by considered in two w~s. The first way consists in the appli­
cation of purely sequential techniques, relative /however 
slightly different from/ -the techniques as presented by 
HARTMANN AND STEARNS. 

The aec:ond way ~ be reduced, upon finishing the synthesis 
of the table and coding the table, to searching for the 



10 

decomposition o£ the obtained Boolean £unc.tions. On the other 
hand, let us note that both above mentioned procedur&s seem 
rather hardly applicable in the discussed case,due to a 
considerable size of the systems UDder c.onsideration and a 
comparatively large number of indeterminations in the table 
on the level of considerations on the partition /vide11 I and, 
subsequently, owing to a large number of non-speei£ied inputs 
which manifest themselves by the presence of so many void 
/ empty/ places in the respective Boolean matrices /vide 12;. 

Consequently, we tried to combine both above mentioned 
operations. 

At the very beginning we have considered the problem of 
the sequential decomposition on a level of the regular 
expressions defining the system. Later, having obtained 
various: sub-machines into which the i!ntire automatic system 
can be eventually divided, we tried to obtain as quick as 
possible the equations of these sub- machines b;y considering 
as the most essential factors, the speed and ease of obtaining 
o£ these equations. 

J.2. Sequential decomposition. 

J.2.t. Notation 

We wil~ assume that the regular expressions characterizing 
operation of the machine which should be realized are known.. 
If controls of this system are physical variables /at, · ••• an/. 
and outputs- /zt' ••••• zp/ then we will designate each fiom 
the £ull monomials at• a2 , ••••• an with the letter Aj for . 
the sake o£ simpli£ieation of the expression. Letter Aj will 
there£ore represent the corresponding asynchronous control 
A~. 

J -
In a similar way, each full monomial z

1
, z2 , ••••• z is 

d . p es1gnated by letter ~· A. will be called symbolic inputs 
and ~ - will be termed sym~olic outputs. 

The entire automatic control system which should be 
realized is thus represented by a series of regular expressions 
of t he £orm Z~ = F /A1 , •• Am( fori= t,N, where N is the 
num er o£ the symbolie outputs and m denotes the number o£ the 
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symbolic inputs. 

3.2.2. Independent machines 

Classes of disjoint inputs 

At the beginning let us divide trre entire system into 
disjoint sub-machines. To this aim we must define. previous~ 
these sub-machines. In an arbitrary way we have assumed the follo­
wing principle: 

For each of the ~olic outputs Zi we establish the 
claea of the symbolic inputs Ci /A1 , ••• , AJ which produces 
output Zi. Consequently, we have N classes of the above 
mentioned type. Next, let us combine all these classes in 
pairs. Each time when the intersection of the both Classes 

Ci and cj is not ~qual to zero,a new class Cij ~ ciucj is 
formed and Ci and Cj are eliminated froathe tabl~ of 
comparison. The presented procedure. is then repeated and new 
classes are formed. Finally, by proceeding in this ~, we 
arrive at 14/<, NI input classes c1 associated in conformity 
with the method of generation, with M el.asses of outputs c 1 
and P1 /inCluding the ~oli~ inputs and outputs. We have 
then.: 

r.nr. = fl ].. J 

i, j, k, 1 = 1 to K 

Therefore, it may- be seen that the machine to be realized is 
divided into independent sub-machines M1 , • • • • Km /independent 
in a sense that they have no common inputs/ and may be 
presented not necesari~ in the form as in fig. · 3.1. but in 
the form given in fig. 3.2. It is worth mentioning that when 
we remain on the level of the symbolic inputs and outputs 
of the system we will gain probably nothing, both f"N>m the 
point of view of complexity as well as from the point of view 
of simplification of the equations. In effect, the inputs 
belong further to the alphabet /A1, A2 , ••• Am, B1, ••• Bn/., 
where Bi represent void /impossible/ combinations a 1 , a2 ••• an. 
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Simplification of the equations of sub-machine M. containing · . ~ 

inputs /Ail, Ai2 , . ••• A~ may be achieved by attributing the 
valua 0 to the functions which should be calculated for all 
imputs A j such that. A jn I A1 , • • • ~/ and value ~ at inputs 
Bi that. is by proceeding in a similar way as in the case of 
a general /global/ synthesis. 

J~J. Combinatorial decomposition 

J.J.I. Erin~iple of the method 

We a~ at as grea~ a facilitation of work connected 
with writing of the logical e9uations of the individual sub­
systems as possible. From this poin~ of view it is absolutely 
essential that the number of inputs of sub-machines be as small 
as possible /only in this case the reduction of the entire 
sys~ will be realized quickly enaugb/. This aim can be 
achi.e.ved by assuming that the real inJiuts /a1 , a2 ,... aof 
are. divided into two classes and namely class. which remains 
UDCbanged during operation of the sub-machine Mi and class 
wich changes it's value in the course of work of the machine. 
To some extent it m8¥ be said that changes involved in Mi are 
independent, of the inputs belonging to the first from th~ 
above mentioned classes. 
onsequently, if the internal variables ·and outputs Mi can 

be expressed by the function of the inputs·of the second from 
the above mentioned classes then a considerable econo~ of 
~ and place will be obtained, since the number of columns 
in each table. will be: considerably reduced. 

).).2. Case of outputs 

For the same reason ~s previously mentioned,and namely 
for the sake of as far simplification of the conceptual work 
as possible,we will confine out considerations in the first 
place to the symbolic inputs. It is generally possible,with 
the use of an OR system,to deduce each real output from the 
symbolic outputs in conformity with the scheme of the types 
as shown in firg. ).J. 

) . J . J . Case of inputs 
Let us consider sub- machine M. having symbolic i nputs 

~ 
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Ail' Ai2, ••••• Ail /whereas each Aij is a fuli monomial on 
the basis /a1 , a2 , ••• am(• By using the method of succesive 
comparisons betwean Aij two classes of the real outputs can 
be obtained as mentioned above. Let /a. 1 , a. 2 , ••• a. I be 

1 1 1p 
a sub-machine of invariant inputs and let /a 1 , a 2 ~ ••• a I 

V V vn 
/a + p = m/ represent the class, of variable inputs. Should 
the symbolic outputs Mi be Zil• zi2, ••• , Zir and the internal 
variables Y. 1 , Y. 2 , ••• , Y. · then it may be written: 

1 1 18 

Zil. = ~11 l&yl' Bv2• •••• avn, 111' Y12' 11s/ 

Z 12 = :!" 12 I Bv1' av2 ' • • • ' Bvu' 111' 112 ' 11s/ 

Zir • Fir /av1' Bv2• ••• , Bvu• 711' Y12' ••• 11s/ 

Yn .. Gn l&y1• a..a· . .. ' Bvu• 7n• 112 ' . ••• Y1s/ 

712 - G12 /&yl' av2' •••• avn' 7u• 712' Y1s/ 

11s = G1s /av1' Bv2' •••• a'Vll, 711' 712' ... 1ts/ 

Uowever, it has to be born in mind that the above mentioned 
equations ara only satisfied for the given comb~tions of 

ail' ai2' • • .. aij• 

Taking into accoun~ the above mentioned conditions we have 
two possible solutions. 
VIe can produce a Boolean produet of each -zil, Y jk' by means 
of a combination a. . characterizing M. /however this m .. v 1J . 1 --v 

prove rather troublesome/ or to try to reduce still more the 
combination aij• In this connection two procedures can be 
considered. The first procedure consists in realizing, a 
partial minimalization of the members 1t 'i{ • • , by means of the 

1J 
conventional /classical/ methods and making use of all the 
empty /void/ combinations which are not present on aQy of the 
symbolic inputs/ A

1
, A2, ••• ,Am/. The second way consists in 

the testing if switching on and off of M
1 

is perfor=ed under 
the influence /effected/ of one from variables belonging to 
the set aij" If both .these ~ariable s are designated as ~il 
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and ~i2 , this influence corresponds to the change in the value 
of ~l from 0 to 1 when passing from the symboli~ input A . . 

1 1J 
/of sub-machine Mi/ to the symbolic input Ail /symbolic input 
which switches on Mi/' and to the change in the value air 
from 1 to 0 when the symbolic input Aij becomes the symbolic 
input ~l /switching on~· I:f' the machine Mi is t? be 
switched on several times at subsequent instants or if switching 
on/or switching off/ of this machine depends on variables 
avk only, then the application of the method as described 
above is impossible and the method of partial minimalization 
of aij must be applied. 

An overall layout of the machine M can be presented as 
in fig. J.4. where tha variables of switching off and on of 
each sub-machine have been presented separately. 

4. Example of application. Setting of blades on a steel tube 

4.1. Problem 

It is our aim. to mount blades on an U-ahaped steel tube. 
For thls purpose the tube. has been fast~:ad in three vices 
/fig. 4.1./ pressed qy three bydraulic cylinder v1, v2, vJ. 

The working cycle conaista of the following operations: 

1 • Switching on of circuit-breaker, pressing of V 1 
2. Action on m. Presing of V2 
J. At the end of pressing of v2 /with the use of the step 

a/ pressing of v3 
4. At t he end .of pressing of v3 /with the use of the stop b/ 

switching in of v4 releasing the part from the store 
5. At the end of the stroke of V 4 /with the use of a 

retractable stop/ withdrawal of v4 and start of v5 

6. Contact on d /switching ~ontactor/ releasing- of· v2 
Contact on e releasing of V J 

7. Contact on limit switch f /moving stroke by stroke in the 
course of mounting of the blades by means of a system with 
retched wheel connected rigidly with v

5
;. 

,/i t hdr awal of V 
5

• 

6 . vontact reversed on e: pr essing of V 
J 

·' 

• 
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9. Contact reversed on d: pressing of v2 
10. At the end of the stroke of v5 /with the use of g/: 

start for taking the next blade /return to 4/. 

4.2. Establishment of regular expressions 

The table describing the operation of the system is 
presented in fig. -4.2. The column on the right, hand side 
represents the symbolic outputs. To exhaust the problem under 
consideration let us note· that fig. 4.J. presents a combination 
/diagram/ built from OR circuits, which enables the symbolic 
outputs to be transformed into the real ones~ 
On the basis of the table presented in fig. 4.2. conclusion 
can be drawn as to the working cycle of the entire system 
/attention should .be paid to the presence of a transient state/ 
AB c a D z

0 
z

1
· z

2 
z.;. · 

Ten regular expressions of the symbolic outputs have the 
following form: 

R { z
1
) :: AB 

R ( z2) = AB /C + CB/ 

R ( z,) = ABCBD + ABCBDE ( F + BF) 

with 

R ( Z4) 

R ( z5) 

R ( z6) 

R ( Zor) 
R ( Za) 

R= FENGHJKLKLPHKNE 

= ABCBD (E + E R1 .. ) 

= ABCBDE (:r + a1• F )(E +ER) 

= ABCBDE (F + a1• F), Ell (G +GB) 

= ABCBDE (F + R1• F ) ENGH .(J + JK) 

- ABCBDE (F + R1• F ) ENGHJK (L +IK) 

R (z9 ) = ABCBDE(F+R1• · F) ENGH.JKIK (P+PH) 

R ( z10) = ABCBDE ( F + R 1• F ) ENGHJKLKPH ( M + MN) 

These regular expressions render it possible to formulate 
the scheme of dec.omposi tion ·into four sub-machined presented 
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in fig. 4.4. /a. scheme: B: tabl es of phases and outputsL. 

4.). Decomposition into real controls 

As far as the complexity of the enti~ system is concerned, 
we have gained nothing /even in the case if the symbolic inputs 
and outputs/ and have even complicated some equations as 
compared a general solution to the problem. /we do not attach 
here with the rele~ent equations in order not to complicate 
the text/. 

Now we will consider, subsequently, fo.ur sub-machines 
and present their equations. 

a/ Sub-machine ML 

Variable inputs: I, m. New table are presented in fig. 
4.5.a M1 is switched on as soon as g passes from 0 to 1. 
~U is switched off when a passes from 0 to 1. 
From the tables presented in fig. 4.5;a. it may be derived: 

z1 = I m y1 

z2 = Iy1 +m 

Y1 =- Iyl + m 

b/ Sub-machine M2 

Invariants: d, e, F, I, m : /fig. 4.5.b/ 
112 is switched on either when a passes from 0 to 1 

1z3, z4, z5; or when d passes from l to 0 ;z
10

; and 

switched off when d passes from 0 to 1. 
The equations have the following form: 

cl Sub-machine MJ 

z3 = c + b y2 
z4 = b c y2 

z5 =a ·c: Y2 

Z10= g Y2 
y2 = c + ay2 

I nvariants: I, m c d ~ /t bl r· 4 5 I , , , e , .1. , g a es: rl.g. • .e 
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MJ is switched on either when d passes from 0 to 1 /z6; or 
when e passes from 1 tO- 0 1z91 
and switched · of'f either when e passes from 0 to 1 or when 
d passes from 1 to 0. 

Corresponding equations: 

z6 = by z 

Z9=b+ay3 

YJ = b '+ ayJ 

5. Conclusion 

Several problems comcerned with the synthesis of complicated 
asynchronous machines which were discussed above can be 
regarded only as the first approximation of the problem under 
consideration. On the other hand, it seem.S that these remarks 
in the existing form Should facilitate and thus speed up the 
entire process of formulation of' a logical scheme,because 
they afford the possibility of omitting tedious and cumbersome 
transformations of the tables of' large dimensions. On the other 
hand, should the results obtained be not absolutely minimum 
in the strict sense,it can be shown that a decomposition into 
sub-machines enables easier simulation and facilitates repairs 
in all cases when the loops encountered in a logical scheme 
are referred to sub-assemblies of small ~imensions. 

Consequently, the described procedure can be fully 
applicable only in the case when it can be extended also on 
the case when the symbolic inputs may not be divided into 
disjointed classes. In consequence, there remains still plenty 
of work to be done both in this field as well as in the field 
of a more precise formulation of the principles of operation 
of' a sub-machine. 

Finally, as far as the problem of synthesis of the table 
is conceroed,still much is to be gained by the reduction of 
the dimensions -eo as to obtain directly a diminished table. . ' 
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METHOD FOR STATE REDUCTION OF AUTOMATA 
WITH TAKING INTO ACCOUNT TECHNICAL 

PARTJCULARITIES OF SYNCHRONOUS AND 
ASYNCHRONOUS OPERATIONAL MODES 

Introduction 

Hans Joachim Zander 
German Academy of Science 
Institute . for Automatic Control 

Dresden, GDR 

For the construction of industrial control devices asynchronous 
automata are mainly used. However for the state minimization 
of asynchronous automata the methods1 ' 2 '3, 4 ,5 eSpecially 
developed for synchronous automata are not suited. Therefore 
several authors tried to take into account certain particu- . 
larities of asynchronous automata with the methods known for 
state minimization of synchronous automata or tried to develop 
in other ways special methods for minimization of asynchronous 
automata6 '7,B,9, 10

t
1\ In this connection also such asynchronou s 

automata are of great importance, in which the transitions to 
the following states especially depend on the change of the 
input signals8

t
13. 

Beginning with a structure analysis in this paper the diff erent 
kinds of synchronous and asynchronous automata used in the 
fields of control and computation are intended to be considered 
from a unified point of view. According to these considerations 
a method is developed, which allows to determine systematically 
for any kinds of automata all the solutions with a minim~l 
number of internal states. The technical particularities of 
the different kinds of automata appear in different conditions 
under which two of their states are incompatible. 
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1. Operational modes of automata 

1.1 Basic considerations 

In order to take into account all the kinds of automata 'used 
in the fields of control and cc, putation and to be able to 
consider them from an unified point of view it is necessary to 
define the term "automaton" some more completely than it is 
generally the use in the theory of automata1 • 

Definition 1: 

An automata A = A(OI., <le, 7f},g,f) is determined by the set ~· of 
i ";;s ihternal states A, the set CJe of its input combinations X, 
;;he set~ of its output combinations Y, by a transition function 
g and an output function f. The transition function g is a 
:!!apping of the set t!J. xf into the set ~ with ( = deu ( ~ x£). 

The output function is called f 1 , if .it is a mapping of the set 
Cl into the set rJ • The output function f is called f 2 , if it 
i s a mapping of the set 6\: X ( into the set 'f) . An automaton, 
that works according to an output function f 1 , is to be called 
a n A-automaton and an automaton, that works according to an 
output function f 2 , is to be designated as AX-automaton. 

By e nlarging the domain of definition of the functions g and f 2 
to Cf. X ( with t = (}f.u (£ Xde) alSO SUCh kinds of automata are 
vaken into account as contain, in addition to memory elements 
a nd logic elements, also differentiating elements8 •13. Such 
(: i nds of automata have great importance in the fields of contro 

-n dependance on whether the transitions fixed by the transitiot 
~unction g are caused by a special clock pulse or by the input 
;ombination itself one distingu~shes between a clocked and an 
1nclocked operational mode (usually one finds for that the term 
sy nchronous and asynchronous operational mode). For a classifi­
~a~ion of the different kinds of automata used in the fields 
:J f ontrol and comput.~" ion the following characteristic feature 
ar e specially important. 
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14 2 ~ -unclocked and B-unclocked operational mode 

As to the exciting combination Eg' by which for instance the 
transition into the following state according .to the transition 
function 

= 

is determined, .it is necessary to distinguish between two 
specially important kinds of automata. 

Definition 2: 
If especially 

k+1E - k+1x 
g 

(1 ) 

(2) 

we call the automaton ·an oe-unclocked automaton. We designate 
an automaton as a B-unclocked automaton, if the 'exciting 
combination k+1E is one-to-one assigned to the two input 

lr __ g k+1 ° • 

combinations -.x and X :·by. a .fuilc"lou· h · .a·s tollows: 

= = (3) 

The dynamic input combination k+1x• can be regarded as a term the 
value of which depends on two sequential assignment mappings of 
the input variables. This state of affairs can technically be 
realized by means of differentiating elements13. 

1.3 D.ynamic and static operational mode 

On the strength of technical facts the behaviour of an automaton 
furthermore depends on the ratio between the effective duration 
of the signals used for changing the memory elements and certain 
parameters of these memory elements. If one intends to change 
a binary element from a stable state to another, one has to 
convey to it a certain energy by a set or a reset signal. In 
order to abstract from the technical facts in a degree sufficient 
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for the considerations to be made in this paper let us suppose, 
that for'changing the memory elements in general exciting sig 
of a· determined amplitude-time-surface Q are necessary. The 
actually existing amplitude-time-surface of the exciting sig 
belonging to k+1Eg is designated with F. If F ~ Q, the memory 
elements can be changed over whereby the new state is stored 
ac~ording to k+1A = g(kA, k+1Eg). In fig. 1 this situation is 
illustrated in a timing diagram for a special sequential circut 
By a signal xE the memory element is excited (xs = threshold 
value), so that after reaching the necessary voltage-time-surf 
Q the output signal z under idealized conditions abruptly chang 
its level. At the end of the transition period from k+1Eg and 
the new formed state k+1A new exciting signals originate which 
in the case of F ~ 2Q are able to change the memory elements 
over for a further time. In the example according to fig. 1 

the considered memory element itself ·is changed, although 
according to the problem. it is to be kept excited also further 
on. 

So the different behaviour of automata as mentioned above may 
result from the ratio between the real amplitude-time surface P 
of the exciting signals and the required amplitude-time surface 
Q. In this connection a dynamic and a static operational mode 
is defined here. 

Definition 3: 
If the relation 

Q ~ F < 2Q (4) 

holds for the amplitude-time surface F of the exciting signals, 
we speak of a dynamic operational mode, and if 

F ~ 2Q (5) 

we speak of a static operational mode. 
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If a stable state is to prevail in the tact interval k+1 you 
must prevent that the exciting signals formed in compliance 
with the exciting combination k+1Eg and the new state k+1A can 
change the memory elements over again. With a dynamic operational 
mode the effective length of the exciting signals is limited 
according relation (4) by using technical resources so, that 
a further changing-over of the memory elements is impossible. 

In a static operational mode it is necessary, that to the 
exciting combination .k+1Eg and the state k+1A formed according to 
k+1A = g(kA, k+1Eg) the state k+1A is assigned again, so that 
no further transition takes place and the state k+1A is stable 
in the tact interval k+1: 

= 

The function s is designated here as stability function. It 
represents a restriction within the transition function and 
describes the stable states in the static operational mode, 
as in first line you find it in "asynchronous" automata 
(paragraph 2.2). 

2. Combined operational modes of automata 

In the paragraphs 1.1 to 1.3 some technical particularities 
were compared, that are especially important for state mini­
mization, however, were not sufficiently taken into account 

(6) 

in the hitherto existing synthesizing methods. If one logically 
combines the listed classification features one gets a number of 
different kinds of automata. Here only four of the examined 
kinds of automata shall be described, for which then in 
paragraph 3 the conditions for the incompatibility of their 
states will be given. 
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2.1 Dynamically clocked AX-automata ("synchronous" automata) 

For dynamically clocked AX-automata usually also designated as 
Mealy-automata the following system of transition and output 
functions is valid: 

= (?) 

= (8) 

As a basis for the technical realization of this kind of 
automata you can take the block diagram according fig. 2. In 
this case when a clock pulse it arrives the output combination 
k+1y is formed from the preceding state kA and the input 
combination kx still being present from the ta t interval k. 
k+1y is defined only during the width of the clock pulse 
(pulse output signals). At the trailing edge of the clock pulse 
the new state k+1A originates from kA and kx, which will be 

stored in the memory bloyk s. In order to limit the effective 
width of the exciting signals (dynamic operational mode) the 
differentiating element D is added (N =inverter). 

2.2 Statically ~ -unclocked AX-automata ("asynchronous" 
automata) 

For statically ~-unclocked automata, which usually and strictl 
speaking are designated as "asynchronous" automata, the following 
system of transition and output functions holds: 

= 

= 

Because of t he static operational mode there exists the 
stability f unction 

(9) 

(10) 
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= 

In fig. 3 the appertaining block diagram is shown. 

2.3 D,ynamically and statically B-unclocked AX-automata 

To dynamically B-unclocked AX-automata applies: 

= 

= 

( 11) 

( 12) 

( 13) 

The dynamic inpu~ combination k+1x• can be realized by means 
of differentiating elements13. For a dynamic operational mode 
you must dimension the time constants of the differentiating 
elements in such· a manner, that the amplitude-time surface F 
satisfies the relation (4). For a static operational mode the 
stability function is: 

= (1 4 ) 

Fig. 4 shows the pertaining structural ·scheme. 

3. Conditions for incompatibi.lity of states 

To be able to determine the compatible or the incompatible 
states of the different kinds of automata it is necessary t o 
define the notion !.!coiDpatibility" in a more general way. 
Strictly speaking the usual definition of the notion compa­
tibility2 is applicable only to dynamically clocked automata 
(look par. 2.1). 

Here we start from the fact that in the course of the synthesi s 
certain secondary combinations the elements of which correspond 
to the output signals of memory elements are assigned to the 
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i nt ernal states A. To have need for that of as few memory 
el ements · as possible and as few secondary combinations as 
possi ble, respectively, you can try to assign one and the same 
secondary combination to as many states as possible without 
changing t he over-all behaviour of the aut omaton considered 
fr om outside. With these reflections we obtain for the notion 
of compatibility of states the following definition applicable 
~ o all considered kinds of automata: 

Definition 4: 
Two s t ates Ai and Aj of an automaton are compatible (Ai~ Aj)' 
i f one and the same secondary combination can be assigned to 
t hem without,however,an outside change of the functional 
behav~our of the automaton with reference to sequences of input 
and output combinations belonging to one another. Otherwise the 
s~a~es Ai and Aj are incompatible (Ai~ Aj). 

Starting from this defi nit ion t he conditions for incompatibility 
. -of ~WO states can be der i vect f or any type Of automata by taking 

in~o consideration the t r an siti on and output functions and, if 
necessary, the stability functi ons . For the kinds of automata 
described in paragraph 2 the se conditions are put together in 
t able 1 . As to the manner of notation we refer to fig. 5. In 
special papers12•13 it ·was shown for several kinds of automata, 
how t hese conditions can be derived by considering the transitio 
f unc t ions, the output functions and the stability functions. 

4 . Unconditionally and conditionally incompatible states 

If t he conditions 1,2 or 4 (look at table 1) are satisfied it 
results that two states Ai 'and Aj ar~ "unconditionally" incom­
pat i ble, that mean!3 Ai * Aj. On the other hand by means of the 
c onditions 3,5 and 6 one only obtains the statement that two 
s tates are "conditionally" incompatible, that means that they 
ar e i ncompatible if two other states Au and Av are incompatible. 
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For this conditional relation let us introduce the following 
notati·on: 

In the following the pair of states i Ai'Aj} is called starting 
pair ~ and the pair { Au,Av} is 1l8Dled sequential pair FB. 

If the sequential pair {Au,Av} of two conditionally incompatible 
states Ai and Aj is contained in the set~ of the pairs of 
unconditionally incompatible states it follows: 

(15) 

Then the pair f Ai'Aj} must be added to the set ~ o.f the pairs 
of unconditionally incompatible states • . In this manner it is 
possible by iteration to determine completely tne set ~ of . max 
all pairs of unconditionally incompatible states of an automaton 
with a given basic structure. Thus the set~ of the pairs of 
conditionally incompatible states which one get by reason of 
the conditions 3,5 or 6 will be reduced to ~min• . ~min contains 
only the pairs of conditionally incompatible states which cannot 
be identified as pairs of unconditionally incompatible states. 
In paragraph 6 it is shown that the set $miD that is not further 
taken into consideration in other methods has an important part 
here in determining the minimal collections of compatibility 
classes. 

If in a static operational mode by means of condition 5 for two 
states Ai and Aj the conditional relation Ai ~ Aj I Ai !:/= Aqj is 
obtained, there simultaneously exists the conditional relation 
Ai et- Aj I Aj '* Aqj by reason of the condition 6 and vice versa 
(compare table 1). In the algorithms described in par. 5 to 
find the incompatible states of statically working automata . the 
following rule is used, according to which it is possible to 
construct one of the two conditional relations from the other 
one. 
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Rule 1: 
If Ai cf. Aj j Ai cfr. Aqj is a conditional relation, (Aj =F Aqj) J 

resulting from condition 5 (compare table 1), then {Aj' Aqj} 
is the sequential pair of another conditional relation 
Ai * Aj / Aj 'f- Aqj about the conditional incompatibility of the 
states Ai and Aj' as obtained by reason of condition 6. 

Example: If for instance one obtains the conditional relation 
(1,3)/(3,6) by reason of condition 5 one can construct from it 
iihe conditional relation (1,3)/(1,6), which one also would 
obtain by using the condition 6. 

5. Algorithms to find the incompatible states 

5.1 Formation of transition tables 

According to the given conditions of incompatibility- (table 1) · 

t he incompatible states of any automata can be determined from . 
corresponding transition tables. As the conditions of incom­
patibility are different for the different kinds of automata 
it is recommendable to use differently arranged tables in the 
different cases. Table 2 ·shows an example for a transition 
table of type I, as it is in general use for synchronous 
automata2 • 

A. (X1 /YJ.) 
l. 

()() OL LL m Ai ()() OL . LL m 

1 (00/L) 6/0 1 1/L 6/0 
2 (OL/L) 1/L 5/0 2 1/L ~ 5/0 
3 (L0/0) 9/0 3 9/0 JLQ 
4 (OL/L) 1/L 4 1/L . ~ 
5 (LL/0) 7/L 5 2LQ 7/L 
6 (L0/0) 1/L 10/L 6 1/L 10/L 6/0 
7 (LO/L) 9/0 8/L 7 9/0 8/L ~ 
8 (LL/L) 4/L 3/0 8 4/L 8/L 3/0 
9 (00/0) 2/L 3/0 9 w. 2/L 3/0 

10 (LL/L) 2/L 10 2/L 10/L 

t able 2 table 3 
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For minimizing the number of states of certain automata (for 
example statically ~-unclocked automata) it is advantageous 
to enter according to the stability function (equ. 6) also the 
"starting" states (from the left-side part of the table) and the 
corresponding output combinations into the columns of the right­
side part of the transition table ~ marked by the input com­
binations belonging to those states. Table 3 shows an example 
for such a transition table .of type II. 

In the case of statically B-unclocked automata the incompati­
bility of two states.Ai and Aj also depends on the input com­
binations Xvi and XVJ, respectively, which directly preceded the 
input combinations xi and Xj, respectively. To find out the 
incompatible states advantageously also in this case in a previous 
paper13 so called transition tables of type III were suggested. 
Here these tables cannot be considered more in detail. 

5.2 Algorithm for dynamically clocked AX-automata 

Step 1: Formation of a transition 
table 2. In this case the 
side part of the table is 

table of type I (for example 
entry of x1 and yi in the left­
not necessary). 

Step 2a Comparison of the entries within the columns of the 
right-side part of tbe table. 
Two states Ai and Aj are incompatible, if in the rows 
belonging to Ai and Aj' respectively, within the same 
columns •. 
a) different output combinations are contained 

(condition 2) or 
b) sequential states are entered which are incompatible 

themselves (condition 3). 

Step 3: Interpreting the relation of the conditional incom­
patibility with taking into consideration the equ. (15). 

This algorithm agrees with the algorithm ·for reduction ~f 



synchronous automata which was given by Paull and Unger2• ·For 
the example chosen (table 2) the following pairs of incompatibl 
states are obtained (1,5), (1,8), (1,9), (2,3), (2,6), (2,7), 
(3,4), (3,6), (4,7), (5,8), (5,9), (6,7), (8,9)/(2,4), 
(8,10)/(2,4). 

5.3 Algorithm for statically oC-unclocked AX-aut~mata 

Step 1: Formation of a transition table o~ type II (table 3). 

Step 2: Comparison of the entries within the columns of the 
right-side part of the transition table. Two states Ai 
and Aj are incompatible, if in the rows belonging to Ai 
and Aj' respectively, within the same columns 
a) the output combinations are different (condition 1,2 

or 4) or 
b) states are entered which are inqompatible themselve 

(condition 3 or 5). 

Step 3: Determination of the states being incompatible by reaso 
of condition 6 by means of rul~ 1. 

Step 4: Interpreting the relation of the conditional incom-
patibility with taking into consideration the equ. (15). 

For the chosen example (table 3) there results: 
(1,3), (1,5), (1,7), (1,8), (1,9), (2,3), (2,6), (2,7), (2,8), 
(2,9), (2,10), (3,4), (3,6), (3,7), (4,7), (4,9), (4,10), (5,6), 
(5,7), (5,8)," (5,9), (5,10), (6,7), (6,8), (6,9), (7,8), (7,9), 
(7,10), (8,9)/(2,4), (8,10)/(2,4) • 

• 
For the kind of automata considered here E.J.McCluskey7 has 
suggested an algorithm in -which, how~ver, step 3 is not per­
formed, so that one does not obtain in every case all the pairs 
of incompatible states. (In the considered example one would 
not obtain the pairs (4,10) and (7,10) ). 



35 

5.4 Algorithm for dynamically B-unclocked AX-automata 

step 1: Formation of a transition table of type I (table 2). 

step 2: Comparison of the entries in the left part of the 
transition table. 
Two states Ai and Aj ~e incompatible, if for equal input 
combinations xi and xJ in the left part of the table 

i 0 

a) the output combinations Y and yJ are unequal 
(condition 1) or 

b) in the rows belonging to Ai and Aj within the same 
columns of the right part of the table different 
output combinations are contained (condition 2) or 

c) the sequential states entered within the same columns 
in the rows belonging to Ai and Aj are incompatible 
(condition 3). . . 

Step 3: Interpreting the relation of the conditional incom­
patibility with taking into consideration the equ. (15). 

For the example chosen one then obtains the following pairs of 
incompatible states: (1,9), (3,6), (3,7), (5,8), . (5,10), (6,7), 
(8,10)/(2,4). 

By using the transition tables of type III one can also formulate 
a corresponding algorithm for statically B-unclocked automata13. 

6. Determining the minimal collections of compatibility classes 

With taking into account the pairs of incompatible states the set 
a of all the states of an automaton can be divided into maximal 

compatibility classes for the forming of which different methods 
were suggested by Paull and Unger2 • 

For determining the solutions with a minlmal number of states 
generally not all the maximal compatibility classes are needed. 
Selected subsets of some of the existing maximal compatibility 
cla~ses mostly are sufficient, which then form a ·minimal 
collection of compatibility classes. 
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Definition 5: 
A collec~ion of compatibility classes is designated as minimal 
collecti·on of compatibility classes, 
1. if it covers the set Of.. of all automata states, 
2. if it is closed in itself and 
3. if it contains a minimal number of compatibility classes. 

By E.I.McCluskey7 it was shown. how to determine for a restrict 
~lass of asyrichronous automata the minimal collection of (m~uu~ 
compatibility classes by means of a special table. Other methods 
for synchronous automata were described bY Bottke4 and by Grase 
and Luccio3. In order to determine the minimal collections of 
compatibility classes for any kinds of automata the notion for 
the closeness of a collection of compatibility classes must be 
defined in a more general way than it was done especially for 
synchronous automata2 ~ In this connection here the following 
theorem12 shall be siven without proof: 

Theorem 1: 
A collection of compatibility classes is closed if and only it 
within this collection for each compatibility class containing 
the starting pair ~ of a conditional relation Be .:B:in with 
regard to the conditional incompatibility of two states there 
exists a compatibility class in which the corresponding 
sequential pair FB ist contained. 

Starting from the definition 5 the following selection expressio 
for determining all minimal collections of compatibility classes 
can t hen be f ·ormulated by means of theorem 1, whereby closeness 

· taken into consideration by the first conjunction and the requ 
ment for covering all states by the second one: 

H = 1\ .. { V ciQ - V aR ) A 1\ V a. N 
B€:f...,in Q€'B . RE.lR~- AE(l NEliA 

where the individual symbols have the following meaning: 
~ - set of all states A 
i> - system of all maximal compatibility classes Vmax 
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system of all nonempty sets V, which are partial sets of 
an element of lO (system 9f. all compatibility classes) 
set of the conditional relations B = Ai !/: AlAu t;<. Av 
with~~ AV 

- · system of all sets V E ~ which contain 
system of all sets V e l? 
system o.f all sets V ' l? 

~ = {Ai'Aj J 
which contain FB = fA ,A t . u vJ 
which contain the state A 

a binary variable which expresses whether a set V E 10 
belongs to a collection of compatibility classes or not 

For further interpretation the selection expression must be 
transformed into a disjunctive normal form: · 

where: 

(17) 

.C set of all closed and covering collections of compatibility 
classes 

We - set of compatibility classes which are contained in a 
closed and covering collection 

All conjunctions ~ CLw containing a minimal number of 
"''•.,c. unnegated variables ·a represent the minimal collections of 

compatibility classes. ·Thus, by use of the selection expression 
according to equ. (16) it is possible to determine systematically 
and in a closed form all minimal collections of compatibility 
classes for any automata. 

The transformation of the selection expression according to equ. 
(16) into a disjunctive normal form according to equ. (17) without 
the use of a computer is very complicated and takes much time1 as 
the system of all compatibility classes in general is rather large 
already for a small number of states. For this reason still another 
method shall be given which allows the selection problem to be 
solved more economically in an iterative way. To this aim there 
are first selected by use of a selection expression H,. from the 
system of all maximal compatibility classes those that as a 
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collection are just sufficient for covering all states of an 
automaton: 

(18) 

where: ,..., 
'f_A system of all maximal compatibility classes Vmax e '"V 

that contain state ·A 

After transforming the equ. (18) into a disjunctive normal form 
the minterms with a minimal number of variables represent those 
collections of ~aximal compatibility classes· that just cover 
all states of the automaton. By leaving out the states occuring 
more than once one obtains further covering coli ections of 
compatibility classes. 

After that in consideration of set ~min it is to be emamined 
wether the collections are closed according to theorem 1 and 
consequently represent minimal collections of compatibility 
classes according to definition 5. If the requirement of closene 
cannot be fulfilled for any of these ~ollections one has to 
proceed in the same manner with such minterms of the disjunctive 
normal form as contain one variable more. In this way one can 
quickly determine the minimal collections in most of the practi­
cally existing cases. 

For the example of a statically d:. -unclocked AX-automaton 
mentioned in paragraph 5.3 (table 3) the following system of 
maximal compatibility cl~sses is obtained in consideration of 
t he unconditional incompatible states 

vmax 1 = { 1 2 4 } 

vmax 2 = { 1 4 6 J 
vmax 3 = { 1 6 10} 

vmax 4 = { 2 4 5 1 

vmax 5 = { 3 8 9 10) 

vmax 6 = { 4 8 ! 
vmax 7 = { 7 J 
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By using the selection expression H ~t according to equ. ( 18) one 
obtains: 

Hft = (~ V a2 V a
3

) (a1 V a4)a
5

(a1 V a2 V a4 V a6)a
4
(a

2 
V a

3
) a

7 
1\ 

A(~ V a6)a5ca3 V a5) 

g* = ~a4a5~ V a3a4~a7 
The terms a2a4~a7 and _ a3a4a5~ represent those co~lections of 
maximal compatibility classes, which just cover all states of 
the automaton. Therefrom result the following minimal· collections 
of compatibility classes: 

a) r 4 6 
2 4 5 

3 
{ 

{1 6 
2 4 5 

c) 

{ 3 
{ 

The collection 

7 

7 

{1 
{ 
{ 
{ 

l 
• 3 

8 9 10 3 
J 
} 
} 

8 9 10 l 

2 
3 

J 

4 6 
5 

7 

b) 
\1 

{ 
{ 

d) {1 
{ 
{ 
{ . 

} 
} 

8 9 10} 
} 

2 

2 

6 10} 
4 5 3 

3 8 9 10} 
7 J 

6 10 l 
4 5 l 

3 8 9 l 
7 } 

is not closed because of (8,9)/(2,4) and (8,10)/(2,4) and therefore 
it is no solution of the given problem. 

?. · Concluding remarks 

In this paper different kinds of synchronous and asynchronous 
automata are considered from a unified point of view. Thereby 
conditions are indicated under which in each case · two of their 
states are -incompatible. All minimal collections of compatibility 
classes can then be determined in a systematic way by use of a 



40 

selection expression and in consideration of the incompatible 
states. The given method can be used for any kinds of automata, 
if t heir transition-,output- and stability-functions are known. 

By interpreting the conditions for incompatibility it is further­
more possible to compare the different kinds of synchronous and 
asynchronous automata in a general form with regard to the minim& 
nUmber of states and memory elements, respectively, necessary for 
solving a given problem. 
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АСИНХРОШiА.Я MOдFJIЬ КОНЕЧНОГО АВТаЛАТА 

Э.А.Явубайтис, донтор технических наук, nрофессор 

r.Pиra, СССР 

Введём оnределения. Назовём правильной систему урав­

нений, реализация наторой даёт автомат~ свободный от всех 

видов оnасных состязаний. Код устойчивых внутренних состоя­

ний, устраняюЩИЙ в автомате оnасные состязания между nроме­

жуточными сигналами, та:кже,назовём nравильFПU~. Оnисывающую 

_автомат систему уравнений, в :которой без нарушения её nра­

вильиости нельзя сократить число оnераций (дизъюнкций, :конъ­

юнкций; отрицаний), будем называть безызбыточной. Поставим 

задачу_ нахождения на основе модели автомата, оnисываемой ни­

же, всех безызбыточных nравильных систем уравнений, обесnе­

чивающих максимальное быстродействие автомата. При введении 

:критерия выбора, из полученного множества систем можно отоб­

рать оnтшлальные. Наиболее легно задача решается nри миними­

зации nамяти автомата. 

Представим автомат в виде k инерционных и rn при­

митивных nодавтоматов. Инерционный nодавтомат q состоит 

(рис.I) из преобразователя П~ ,содержащего логические эле­

м енты, и фильтра Ф9 , осуществляющего фильтрацию импульсов 
вида О -- I -- О и I - О - I, если их продоm.'\Итель­
ность менее tCJ (t) 

Как следует из рис.I, инерционный nодавтомат 9 име­

ет один :контур обратной.связи, в :который входит :конечное чис­

ло логических элементов и фильтр. Примитивный nодавтомат 1Г 

(рис.2) состоит· из преобразователя Л K+v и фильтра Фк+v, 
но в отличие от инерционного, в нём нет ни одного :контура об­

ратной связи. 

Инерционные nодавтоматы I, • • • , k , где k - чис­

ло Rонтуров обратной связи в автомате (число "элементов na-
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мяти") генерируют nромежуточны.е сигнаJШ Х1 , • • • , Хк , а 

примитивные nодавтоматы k +- J , • • • , k +т выдают выход-

вые сигнаJШ · Z1 , ••• , Zm , где т - число этих сиг-

налов. А 1 , • • • , An - входнне сигнаJШ, t - непрерыв-
ное время. 

Примем, что nреобразователи nодавтоматов построеНЬ! на 

логичесвих элементах, важдъ1й ( j - тый) из воторых имеет 

внутревшаю задержку tj (t) , являющуюся случайной фушщией 

времени с ограничениями: 

( (I)) 

где 't3 - заданная вонечная величина. 

Любой реальный фильтр 'Р,· не только осуще~твляет не­

обходимую фильтрацию заданного сигнала, но и сдвигает этот 

сигнал на ti Ш • Поэтому разделим каЖДЫЙ из имеЮЩИХся ва 
рис.I и 2 фильтров на идеальный фильтр ( ИФi ) , вв.по.пняю­

щий тольно фильтрацию, и задержку 'ti (t) 
У словимея, что задержка 'ti Щ является случайной 

фуннцией времени с ограничениями: 

( (2)) 

где 'tq, - заданная конечная величина; 'tnn - время самого 

nродолжит.ельного nереходнога nроцесса, nроисходящего в авто-

мате. 

В соответствии со сказанным, на основе рис.I и 2 ~о­
дель автомата, состоящая из . k инерционных и т nримитив­

ных nодавтоматов, может быть nредставлена в виде, повазанном 

на рис.З. KaR следует из рис.I и 2 автомат, nовазанный на 
рис.З имеет k вонтуров обратной связи, ибо фующии вида 

Уа ftJ=R(Y0 (1), ... ) , называемые вольцами, заnрещены. 
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Примем, что в рассматриваемой модели автомата nри nереходе 

из одного устойчивого nолного состояния в другое доnускается 

одновременное измерение значений .любого числа nромежуточных 

сигналов. 

Наряду с моделью, nоказанной на рис.З, может быть 

таЕже исnользована модель, nоказанная на рис.4. В этом слу-

чае (рис.I и 2) на входы nодавтоматов сигна~ У, (t) , ••• 
..• , УкН) не nодаются. Однако, nри nереходе от модели 

рис.З Е модели рис.4 резко ~леньшается 'множество безызбыточ­
ных правильных систем уравнений, оnисывающих заданное nреоб­

разование. Известны случаи, например, в работеi, F.огда число 
систем уменьшается в сотни раз. 

При nостроении автомата необходимо nомвить, что любой 

Rритерий его оnтимальностИ всегда должен учит~ать затраты 
на nроцесс его синтеза. Наличие либо отсутствие необхо~IМЫХ 

программ, вычислительных машин и главное - стоимость времени 

nроектировани.я., резко изменяют объём указанных затрат. В свя­

зи с этим целесообразно mлеть нескоr.ько nутей, требующах раз­

личного времени синтеза автомата. Некоторые из них поЕаэанн 

на рис.5. Они отличаются .цруг от .цруга временем синтеза и, 

е стественно, вероятностью nолучения оптюлального результата. 

В качестве язака задания автомата удобно исnользовать, 

описанннй в работе2 язак графов конечных автоматов. Графом 
к онечного автомата является ориентированный граф , вершины 

которого отождествляются с устойчивыми nолными состояниями, 

а дуги nокаэнвают nереходы между этими состояниями. Поэтому 

всюду ниже nод вершШiой nонимается устойчивое nолное состоя­

ние. Ддя нахождения систем уравнений, оnисывающих автомат, 

граф целесообразно nредс-тавлять, как в работе3 , в виде мат­
рицы :конечного автомата. Связь таблицы nереходов с матрицей 

}' онечного автомата nроста. Число, заnисанное в левой части 
1иrетки строRи fl таблицы .оnределяет номер столбца матри-

Ш:l, в :к отором в строRе j3 имеется единица. Столбец 

р оnред~ляет входные, а л - выходные состоян.ия. в 
1· е шин.ах . 
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Матрица нонечного автомата удобна тем, что её столбец 

~ определяет значения nромежуточного сигнала х, во всех 

вершинах. Каждая. строна матрица эадаёт nравилышй нод соот­

ветствующего устоЙЧивого состояния. Например, в строне I 
матрицы, понаэанной в таблице I, заnисано чимо HXIOOIII, но­
дврующее вершину I. 

I 

2 

3 
4 . 

5 

6 

7 

8 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

00 

I-00 
2-0I 
3-IO 
4-II 
I-00 
2-0I 

3-IO 
4-II 

OI 

6-II 
5-00 

6-II 
6-II 
5-оо 

6-II 
5-00 
5-00 

IO II 
7-00 8-0I 
7-00 8-0I 
7-00 8-0I 

7-00 в-оr · 

7-00 8-0I · 
7-00 8-0I 

7-00 8-0I 
7-00 8-0I 

Таб.пица nереходов 

I 2 3 4 5 6 7 8 р 

I ь о о о I I I 00 00 

о I о о I о I I 00 OI 

о о I о о I I I 00 IO 
о о о I о I I I 00 . п 

I о о о I о I I OI 00 
о I о о о I I I j or II 

O j O I о I о I I IO 00 
о 0 , 0 I I о I I II OI 

Матрица нонечного автомата 

Та6.mща I 



Код, Задававмай матрицей всегда избыточен и его длина, nри 

желании, может быть сокращена. 

Устранение оnасных состязаний в конечном автомате вы­

nо.ль.яется благодара введению nравила инещщонности: nромежу­

точный сигнал Х ~ равен единице в верmине ll , в nредыду­
. щих вершинах и во всех неустоЙЧИВЫХ nо.лных состояни.ях, имежr 
щих место nри неnосредственных переходах в верШИRУ 9- • В 
остальных вершинах и неустойчивых nолных состояниях сиrнал 

х9 равен нулю. 
Правильный код еще не оnределяет правильную систему • 

.Поэтому , учитывая то, что оnределение nравильного кода .яв.пя­

ется не caмoцeJlbl), а лишь промежуточнвм этапом процесса син­

теза автомата, целесообразно nостроить процесс синтеза так, 

чтобы можно было находить nравильные системы уравнений ми­

нуя сnециальный этап кодирования. Полученные в работа;1•2 , 4-6 
алгоритмы nозволяют найти безызбыточнне правильные система 

уравнений, не выnоJШЯЯ отдельного этапа кодирования. 

Нахождение системы уравнений неnосредственно по мат­

рiще Rонечного автомата выnолняется на основе работы2 в со­
ответствии с фуннциями (для уnрощения заnиси время оnуска­

ется. ): 

Z"= V R~ Х~ , 
~eNv 

( (3)) 

( (4)) 

где Rd - элементарная. конъюнкция входных сигналов Af , ••• 
• • • , An , равная. единице только nри входном состоя.шш f'd ; 

R б - то ri\e, nри входном состоянии р1 ; Х q. - nромежу-

точный сигнал, определяемый столбцом 9 матрицы; х6 -
- то r.re - столбцом fJ Mq. - множество строк матри-

цы (ус ойчивых nолных состояний ), в которых столбец q. со-

держит единицы ; Nv - множество строк матрицы, в которых 
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выходной сигнал Ztr = I. Ес;ш столбец е матршщ в е со­
держит в.и одного ну ля, то Х е = 1 е = d либо б • 

Ураввев.ие вида ( (3)) JШбо ( (4)), условимся называть 
особой дизъювнтивной нормальной Формой rоуннции. 

uеем: 

Например, на основе ((3 ) ) и ( ( 4 )) из матрицы. таблицы. I 

Х,- А,А2 Х1 + А,А2 Х5 , 

Х~- А1~Х2 + А,АzХв, 

Х3 ,; AtAtX3 + А,А2 , 

х4 - А, Az х. + А, Az' 

Х5 - AtA.zX+ +А;А2 Х5 + А,~+ А, А,, 

х .. - А,А,Х, + А,А,Хз + А,~х. +A,A2Xs ~ 

Z1• А,А.tХз +А,~~+ А,~Хв, 

Zz- А,А2 Х1 + А,А,Х++А1А2 Х1 +А,А2 • 

((5)) 

Сле.цует отметить, что определение уназанны.м методом · 
6езы.з6ы.точной правильной сис~емы. уравнений позволяв~ сразу 

ва основе матрицы новечвого автомата получать относительно 

простае результаты., наторае при использовании системы. совер­

шенных дизъЮНRтивны.х нормальных фор.s фувхЦИЙ достижимы. лишь 

после проведения достаточно трудоёмRого процесса мивимизации 

этих фушщий. . 
Предельная сложность системы., полученной непосредст­

венно из матрицы, определяется в соответствии с работой7 циф­
рами: 
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D=C+m, К-р, 0-n, Ф-с+m, 

((6)) 

где D , К , О , Ф - соо'!'Ветственно, число дизъюн1щий, 

- вонъюшщий, отрицаний, фильтров; 81 - общее чис.11о оnераций 

(чис.по ЭJiементов, каждай из иоторых имеет JПD6oe ЧИСJIО входов 

и .пю6ую нагрузочную сnособность); с -. чиСJiо стОJiбцов ма~ 
ЦЬ1 (без учёта стОJiбцов р и л ) , каждый из иоторых имев~ 
хотя ба один ну.п:ь; р- общее чисJiо строи матршщ. 

Операция объединения столбцов nодматрицв i своди~ся, 
в соответствии с работ о~· , и произво.п:ьвому их ио.цировавJD) 
С( i сигва.ламиi ) : . 

di =log, Jdil ' 
((7)) 

где di - чиСJiо столбцов в nодматрице i ; J d; L - оируr­
ление di до б.пижаiЬпего бо.п:ьшего ЧИСJ18 из ряда I,2,4,8, •.•• 
После объединения стОJI6цов система ураввевий, характеризую­

щая автомат, опреде.пяется в соответствии с ((3)) и ((4) ). 
наnример, для матрицы, показаввой в таблице I, коди­

рование оnреде.пяется таблицей 2. В этой табЛИце в строиах 
стОJiбцов, образуемвх столбцами· а и ~ , с запис:ывают­

ся лю6ве раЗJIИчн:ые ЧИСJiа. 

I 
2 

3 
4 

о 

о 

I 
I 

о 

I 

о 

-т 

Таб.пица 2 

с 

1 

s[QJ 
6ш 

I ) Подматрицей вазввается множество столбцов матрица, пред­
с тавляющих вершина с одинаковыми р . 
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Из таблицы 2 следует, что столбец а должен бнть образован 

построчной дизъюннций столбцов 3, 4 матрицы таблицы I; стол­
бец б - nострочной· дизъюнкцией столбцов 2, 4; столбец с 
является столбцом 6. В результате указанных nреобразований из 

таблицы I nолучаем таблицу 3. 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

а б с 

о о I 

о I о 

I о I 

I I I 

о о о 

о I I 

I о о 

I I о 

Таблица 3 

· р 

00 00 

00 OI 

00 IO 

00 II 

OI 00 

OI II 

IO 00 

II OI 
..... · 

В соответствии с ((3)) и ((4)) на основе таблиц I и 3, . . 
записываем систему уравнений, получающуюся nосле объединения 

сто.пбцов: 

Ха=А,А2 ХаХ8 +А,А1ХаХв+ A,Az+ A,Az, 

Х8-А1А2ХаХ8 +А1А2 Ха Х6 + А,А2 Хс + А,А2 , 

Хс=А,А2 ХаХв +А1А.2ХаХв+ A,Az Ха Х8 + А,А2 Хс, 

Z,= А,А2 ХаХв+ А1 А1 ХаХ8 + А,А2 Хс , 

lz =А,~ Ха Х8 +A,A.zXaX8+ А,~Хс+ А,А2 . 

( ·(8)) 
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Мансимальная сложность nолучаемой таним образом си­

стемы уравнений оnределяется в соответствии с работой5 ра­
венствами: 

D-f log
2
Jd;L+m, К-р, 

0=- n+I( tog2 JdiL, Ф·'f log2 JdiL+m, 

81 • n+ 2m+ р+ ЗТ tog~, J d;L. 

Автомат, в нотором выnолняется неравевство 

П JdiL 
S> ' 2 ' 

· ((9)) 

( {10)) 

где S - число устойчивых внутренних состояний, вазовём 

nредельным. КаR nоназано в работе5 , в nредельвам автомате 
п·осле объединения столбцов nолучается система уравненийJо6е­

спечивапцая образование минимальвой памяти. Далее винаними 

другими способами в автомате ум~ньmить память нельзя. 

Для автоматов, не ЯВJIЯЮЩИХся преДел:ЫШМИ, мюшмиза­

ция памяти в~олняется в соответствии с работами9 • 10 на эта­
nе "сnециальвой мнимизации". Этот этап достаточно трудоёмок. 

Поэтому им целесообразно пользоваться только в том случае, 

Rогда nри этом nолучается существенвое уnрощение автомата. 

Сложность автомата nосле выnолнения этапа "сnециальной мини­

мизации" может быть оценена выражением 

((II)} 

Если 8
3 

4: 8
2 

• то выnолнение этого этаnа юлеет смысл. 
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Сущность "специалъной мюшмизации" заключается в не­

обходимости обеспечениЯ различимости вершив с одинаковыми 
:входвшо1 состаяышми. В соответствии с эт.им ' ва основе матри­

ца ионечвоrо автомата можно найти наибОJiее простые элементар­

Dе иовъшпщии, которые с учётом ограничений, вводимых состя­

З8ВJIЯМИ между фильтрами, обеспечивают ухазанную различимость. 

В результате, как показава в работе9 , получаются все безызбы­
точнне правильвне коды устойчивых внутренних состо~>. При 
ае.иавии из этих ходов выбираются. коды, .имеющие минималъную 

.1tJDIВY. 

Оnределение наиболее простых элементарных конъювнций, 

првдстаВJIЯDЦИХ вер!ПИНН, позвО.пяет в соответствии с работо~ 
определить все безнэбнточвне правильвне системы уравнений, 

описНВSDЦИе автомат. При этом всегда 

. ( (12)) 

rже G._ - множество систем, по.пучаемнх nри использовании 
упрощёввой модели, показаввой ва рис.4, G1 - то же, ддя 
общей модели рис.З. 

}аи показава в работе1 , процесс синтеза может быть за счёт 
потерИ части вариантов безнэбнточааХ- правильннх систем эва­
чительва ускорен. 

В заключение отметим освовине результаты, . отвосящиеся 

ве только к рассматриваемой (рис.З), во и и широко исследуе­

мой различными авторами "классической" модели иовечвоrо авто­

мата (модели рис.4, в которой все логические элементы беэн-

верциовиа): • 
I. Подача на входы преобраэователя. ве тольио сиrва.пов, святых 

с выходов задержек, но и со входов этих задерже и, ldожет 

· привести к значительному увеличению множества правильннх 

систем уравнений. 

I) Беэнзбнточв:ым называется. н од, в котором ни один из разря­
дов не может быть опущен. 
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2. ДДя nредельного .конечного автомата .кроме оnерации объеди­
нения столбцов любая минимизация nамяти бессмысленна. 

3. Лагичесное nреобразование nравильной системы уравнений не 
обязательно даёт правильную систему уравнений. 

4. Не все nравильные системы nолучаются в результате миними­
зации системы совершенных нормальных фо~ фующий. 
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FULL MINIMIZATION OF STATES FOR 
ASYNCHRONOUS SWITCHING CIRCUITS 

\{ ieslalv Traczyk 

Harsalv Technical University, Poland, 

1, Introduction 

Subject of the paper - state minimization for asynchronous 

Sld tching circuits, is one of the more important problems o f 

sequential circuit synthesis, Number of papers discusse d sev e ral 

techniques for finding the minimal solution but presented me t hods 

are too difficult for engineers / 1 • 2 •3/ or t oo l i~ited 4 ' 5 , 
This paper includes very easy method of simplification, which 

can be applied for each asynchronous machine. 

The first studies on pulse signals and their exploitation 

l>'ere done for asynchronous automata by Lazariel> and Pi j l 3 • 

Circuits vrith pulse signals /called "dynamical"/ can be ma d e 

much simpler than circuits l\'ith only level signals /statical/. 

The procedure is described for obtaining dynamical circuits which 

contain a minimum number of states. Minimizati on of both: ~tatical 

and dynamical ci'rcuits is called full minimization of states. 

where : 

2. Basic terms 

A statical sequential machine is a 5-tuple 

( X, S, Y,6
1 

J\) 

X is a nonempty finite set of inputs X 

X = { x1' x2' .... XN} 
s is a nonempty finite set of internal stetes 

s = { 51 ' 52' .... siC ] 

y is a nonempty finite set of outputs y: 

y = { Y 1 , y2 , .... YH } 

s: 
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is next- state function 

X xS -. Y i s output functi on 

If f unc ti on 6 or ).. is a mapping fr om a s ubse t of XxS into 

S or Y t han t he machine is i ncomplete . 

A dynami cal sequential machine is a 5- tuple 

< X , S , Y , ac , ~> 

where X , S , Y , are define d a s be f ore, 

~ X x X x S _. S is next- state function 

~: X x X x S -+ Y is output functi on 

A pair / x ,s/ determines a t o tal state of the ma c h i ne . 

Time interval, in which the c orresponding tot~! 1 state d oes no t 

change is numbered : 1,2, • • • • , t , • ••• A pair x t 
X 

determi nes a dynamical i nput . 

A stati cal mac hine can be described by equati ons : 

t + 1 = S[st, xt j s /1/ 

t =i\ [s t ,xt] y /2/ 

and dynami cal ma c hine by equati ons : 

/J/ 
t+ 1 [ t t 

t-1 

1 0( 
X s = s ,x , --t -

X 

t =(3 [ st,xt, 
t - 1 

J 
X 

y --t -
X 

/4/ 

Dynamical input i s feeled by t h e elements /for example 

- di f f e rential/ vhi ch generete pul se signals. Since in practic 

al cases t he output signals a re, usually , level , dynami cal 

inputs i n / 4/ are needless. Than from /4/ \·re ob tain equa t ion 

/ 2/ and therefore in this · paper '"e di scus s dynami cal machi nes 

described by e quations / J/ and / 2/ . If chan ge o :f some i nternal 
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state is no t de p endent on the dyn ami cal inpu t / in dynami c a l 

machine/, t h an for this state e qua t ion /J/ passe s int o 'l/. 
If change of some s t a te s i s de penden t on t h e dynamical input , 

equation / J/ for this state passe s i n t o / 5/: 

S t + 1 • o( [ S tl X:~ 1 l / 5/ 

All stati cal states /x,s,y/ of the machine are defi n e d 

by t h e sequence of t wo-valuable signals; t h e dynamical state 

is defined by t wo _such sequences. 

Let a basic form of a presentation of t h e machin e wil l 

be flow table, ,.,hich includes /in general case/ "don' t care " 

conditions. As a undefined state /or signal/ we U?ders tanG 

an abstractive state /signal/ which has arbitrary value or 

never exis t s. Such a state is denoted by/-/. 

A pair of internal states /s,s'/ is called incontra ­

dictory if both sand s' are the same or one of them i s un-

defined. A mark: s ~ 

1-1 ~ s, 

, 
s. For example: . 

n s :I s 

A pai r of outputs jy,y'/ is called incontradi ctory 

jy~ y'/ if every pair of correspondent signals ~~o.m y and y ' 

includes the same elements or one of them is undefined. F or 

example: /0-1/ ::._ /-11/ 

1 2 p = x ,x , •••• x . is a sequence of inputs, than 

denotes a set of all -internal states, which can b e 
1 

ob t ained by the action of the sequence P from the s tate s : 

i = 1,2, ••• ,p} 

A s e quence P i s a pplicable to a state s if a l l elements 

of t h e set d / S , P/ a re defined . 
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If for every s e q uence P \·thic h i s applicabl e t o b o th , 
s a n d s h o l d s : 

"'11.. / s , P/ " 
t:l a n t h e st a tes s a n d s ' a re compati b le .'tle deno -ce such states , 
b~ ~ 5 ,..., 5 

The s tates w'1ich are mutually c ompatibl e g ive a cor.lp­

::t r i b lc s e t . ;:very suc h a se-c can be c h ange d by one state and 

'~ :"l eref'ore n um b e r o f in-cernal states o f" the mac h ine can b e 

..~. e r.:uce d to minimal number of c or:1patible sets . I t is re latively 

obtain a class r /the final class/ of all ma."'Cimum 
m a."'< 

c oopa tib le sets C: 

r.,! ax = { C 1 ' C 2 ' • • • • ' Cc } 

T 1a t r educes number of i nternal states to value c . 

l -o -,·.- e ve r , f o r i ncomp letely s p ecifie d mac 1ine s / with undefined 

:• ta t e s / t h e s ets C can intersec t a nd therefore s ome of the 

s e ~ s can e rem oved o r reduce d . The r emoval of states is al -

. o i:ed , uhen t h e class of s ets remains 

_\ class r = { c 1 , c 2 , .... , c c } 

-3Ln tes s i s c losed if , :fo r every p air 

-.tld e v ery inimt -· /x I! X/ f or whi ch 

d~ :l r: e d , .is 

(o/s, x/ , C . 
J 

A L' las ~ r . is a CO L p lete c las s i f 

V C 
c 

c losed and complete d . 

of se ts c of internal 

/s , s 
; I 

f rom C . jc. e.r/ I 
~ :1. 

6 / s,x/ S/s 
, 
,s/ and a re 

A c l o s ed , comple te clas s of compat i bl e sets with minimal 

E:be r c · s e t s / f / is c al led a minima l class : 

_\ . .!.ni~. 1 a J. class lvi th mi n i wal nur.1ber o f e leme n ts i n the se t s 

-~ c~ le d a optiwaJ. cl a ss : 

<P opt = 
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Therefore the minimizati on problem of number of internal 

states one can c onsider as a problem of investigation of 

classes ""' a nd .,., min 4> opt 

J. Statical machines 

The practical investigation of compatible states is 

based on the theorem, which say that both the states: s a n d 

s' are compatible if: 

1. for every xi E X a pair ( o/s, xd 
incontradictory or compatible, and 

2. 'Afs,x./ " A/s~x . / 
~ ~ 

These conditions one can verify in every column of the 

flow table and the verification is relatively easy, but 

condition 1 can do difficulties 1>'hen the conditional compa­

tibility holds. The compatit.ility of one pair is then dependent 

on compatibility of another pair and reduction of states ought 

to be preceded by examination of close of the classes. 

Engineers' methods recommended6 appliance of the pseud o­

equivalent states, that means such compatible states whic h 
1 a5 c:an lo& e.•w U&n, aper.·c•t•·.., •f auclt,J 

are stable at the same x:. However,v states not al,.,ays gives 

good results. In this paper the pseudoequivalent states will 

be used for optimal state minimization. 

Theorem 1. Let 'P max = (H1 ,H2 , •• · .,~} be a class of all 

ma~imal sets of pseudoequivalent states, and le t 

rmax = fc 1 ,c
2

, ••• ,cc} be a final class. For e ach 

set H. if H.~ C. and if exists such a states 
~ ~ J 

/s 4!!; H. / which is not an element of another C, then 
~ 

a class cp . arises from 'f' , by enlargement 
m~n ma~ 

'fJ ma'C till a complete class with ma.'Cimal appLic ation 

of compatibility. 
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can belong t o none of a set F' from et> mi n 
if a ll e lements of H. 

l 
are in ~ . by means of anoth e r H. mln 

Howe ver, a ccording to the condition of theorem, it is impos -

sible . All elements of H . are only in C . , 
l J 

set of cp . /for example - F./ and H
1
. ~ mln .. 

then cl- is s ome 

F1 • If a ll sets 

of ps eudo-equivalent states are i ncluded in minimal solution, 

then al l c~nditions of conditional c ompativility a re executed. 

Th e r emainin g states of the machine one can reduce , wi thout 

a .di t i onal condi tions. Th e enlargement · of the class lP 
ma.."'C' 

i n this 1vay, till complete class, gives a class wi t h minimal 

number of s tates. This completes the proof . 

F rom theorem 1 ari ses a p rocedure of minimi zation . 

Then one ought to obtain /by discretionary method / the clas-

s es ~ and r and to verify a condi ti on o f theorem 1. 
max max 

I f i t is satisfied, we t reat t h e sets of class ~ max a s 

a s ing le states, and apply the '"ell k nm1n merge r d iagran 
6 

method • If d iscused condition is n o t satisfied , 1ve must 

examine wh e t her resignation with some set H gives bet te r 

r esul ts . To illustrate t h is meth od , consider the examp les. 

Primitive flm>' table3 is presented on figure 1a 

/ instead o f is used i /. It is easy to obtain a class : 

'P max = [ 1,2; 1, 3; L; , S ; 6 , 7 ] 

Th e pairs 2,3; 8 , 9 ; 10, 11 are openly i ncompat ible, t h erefore 2: 

(1 m a.'( = [ 1 , 2 , 6, 7 , 8 ; 1 , J , 7 , 8 ; l~ , 5, 1 0; 5 , 9 , 10 ; 6 , 7 , 11 J 
A conditin n f rom the orem is satis fied, t h e merg e r diag ram 

can be use d /figure 1b/ . From t h e diagr am 1·re obtain four 

rni ni~~l ~ l asses . One of t hem is 

$ r:1 i n 1 = { 1 , 2 , 8 ; 1 , J ; l; , 5 , 1 0; 6 , 7 , 9 , 1 1 } 

A state 1 is an element of two sets, but can n ot be re moved, 

the n cp op t l = q> r.iin l• The final table o f the stati ca2. mach ine 

i s !)r esente d on L 'le fi gure 1 c. 
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By the same manner, from the table of' figure 2 a , 
we obtain: 

'f'max = { 2, 3} 

rmax = { 1 ,2; 3 ,4; 3.5, 7 ; 2, 6,8; 2,3,6; 2, 3. 5} 
The both states 2 and 3 are elements of' different sets C, 

so the theorem 1 is not satisfied. After breaking of' the s et 

{2, 3 } , the merger di agra.ll1 /figure 2b/ gives 

.min = fJ opt= {1, 2; 3,4; 5, 7 ; 6,8} 

The preservation of' the set from '#' /as it is 
max 

in engineers technique/ gives the machine with five internal 

states. 

4. Dynamical machines 

Additional simplification of' the machine is possible 

if we can apply dynamical states and united with these, pul s e 

signals. It is the consequence of' the fact, that addi ti onal 

information, introduced b y th~ dynamical states and reacted 

over by pulse elements, can be used f'or inscription of' new 

states independently from the level signals in the statical 

machine. 

Theorem 2. '~'"hen /s 1 ,xi/ is a stable total state, each un-

stable state s1 ..,.6/s 1xj/toaN,..ploced byQa'-bkstate. (s.,xj}if: 

1. the pulse signals are introduced, '"hich ,.,rite 

dm·m a state s 2 /from s 1/ '"hen each of' x i 

changes into x., 
J 

2. a new state s
1 

/at x ./ i s not constrained by 
X J 

the level signals /. 

Proof'. If at the state /s1,x . / the i nput changes into X . . 
l J 

and, at the same time disappear the level signals, '"hic h 

constrain the stat e s 1 /condition 2/, then the machine will 

remain at the state s 1 • Into t he suitable square of the tab~ e 

we can writ~ do'm the st a t e s
1

• Since the level si gnal s doe~ 

x/ · It means tha t signal s, whic . are f u n c ti ons o f stati c a :. 
states s a n d;;: , does n o t onerate on t J.e mem or circui t s . 
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not 1V'Ork, the pulse signals can introduce the state s
2

, 

without obstacles, S o each change of' x which gives s
2 

in 

the statical machine, g ives s 2 in the dyn~ical machine, 

t o o /condition 1/. The operation of the machine does not 

change , what proof's the theorem, 

Second condition of' theorem 2 is real w·hen the 

s1~i tching functions are obtained. At the minimization 

process one can suppose that it is satisfied and only the 

first conditions i s obligatory. 

The admissible /by theorem 2/ transformations of the 

t able we can use for its simplification. 

If' two internal states one can change by one, with 

i n troduction of' i pulse signals, then such states are called 

the joint states of' i-th raru~. 

Theorem J, The state s 1 / st ab l e at xk/ such that o/s 1 ,xj/=sl 

a nd the st a t e s 2 / s t ~ble at xj/ are the joint 

of i-th ranlc, i f: 

1. w·i thout considerat i on of' i input 

/i colum!t~ of' xj/ is s 1·'""' s 2 

signals x. 
J 

2, er [ s 2 , xj J = s 1 /if' exists/ 

J , · at the change of' the state from /s
1

,xk!' 

a cross /s
1
,xj/ till /s

1
,xj/ each output changes 

.the value not more than once, 

Proof'. For confirmation that the states s
1 

and s
2 

a re joint 

it i s ne cessary and sufficient that they are compativle /it 

arises from def'ini ti ons/. \vi thout of' i columns x ~x the states 

are cornpatitJle /condi ti.on 1/ and signals of' «[s x ~ J= s 1 

can write d m'ln 'the desirable state even at s:s
1 

as at s=s
2 

/c onditi on 2/ . The output signals are not di sturbed /condit­

i on J/, so 1~i th i columns the states are compatible, t oo. 

It proof's the theorem. 
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From theorem 3 arises a procedure of minimization 

of dynamical machines. If the table of the statical machine 

has two states which are not compatible in cons•quence of 

unstable ~tates, '"e ought to verify if the remaining c·ondi tions 

/2 and 3/ of theorem 3 are satisfied. If it is so, then they 

are joint and can be changed by one state. Such proofs we 

must to repeat for all pairs of states, but it is not difficult 

i£ we have the minimal table of statical machine . 

The investigation of the joint states· in flow table 

is similar as the investigation of the compatible states, 

but is easier, because the conditions are simpler. There-

fore we can use similar auxiliary diagram - the j oint diagram, 

on which the internal states are j ointed by such number o f 

·lines, as is the rank of joint of the states. 

The states whi c h are mutually j oint give a joint set. 

As previously , fr om the· j oint diagram we can obtain the 

minimal class 6 of the maximal joint sets. For every min 
such a class we can '"rite do'm the number j' - the sum of 

all ranks of pairs which are closed in the sets of the class. 

Number 1 is also a number of dynamical signals and therefore 

J is a index of circuits complication. If the machine has 

a few classes a min than '"e must select such a class, for 

which the i ndex is minimal. 

The minimal flm.r table o£ dynamical machine we can buil t 

£rom the best class e min; every set of the class is then 

the internal state of minimal machine and the suitable states 

are obtained by dynamical signals. 

Obtaining of a state s 2 bydynamical signal: 

Cl([s, : 1 J:s2 , '"e m~k in the flo1.r table by small arrow, 

which begi~s in the square of total state /s 1 , x 1/ cha ges 

the direction in /s
1

,x2/, and ends in /s 2 ,x2/. 

The technique '"e 1vill show in e xample. 
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F or the machine ,,.i th table from figure 2c a pair of' 

states /1, 4/ is joint with rank 2, because f' or change of' un­

stable state 3 /in column x
3

/ a pulse signal is necessary, 

and f' or change of' unstable state 2 /at x
1

/ - the second 

p u lse si gnal is necessary. Likewise - the states 2 and 3 are 

j oiat 1:ith rank 2, and a simple diagram /f'igure 3a/ gives 

sy-nonymously: 

e . = {1 , 4 ; 2,3} 
m~n 

The minima~ f'~o'" table of dynamical machine is 

presented on figure 3b. By f'our pulse signals number of' 

n emory elements is reduced to one. 

Obtaining of the S1Vitching function from the flow 

table ' vi th arrows is not dif'fi c·u~ t 7 • 

The proofs of practical application of' the method 

show that number of' elements in the dynamical oachine alilounts 

50-70~ of elements in the statical machine. 
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ЭВРИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ СТРУКТУРНОГО СИНТЕЭА 

РЕIЕЙВЫI УСТРОЙСТВ 
Чж-корр.АВ СССР М.А.f~рвжов 

Ивсжажуж Авжомажакi • teжeмe­
x&BUII. Uocua СССР · 

аарокое раав•ж•е :вычасutеnвнх • JПравШцх uuв • ус­
tроlсжв ~скреtвоrо ~elctвaв/pe~lвwx yctpolctв/ uосtаважо, 

Ja& ощ ва аиуаnвеtпх upOC:Sжe• ceroJ)Uiuero ,ua,upo<Sжeкy свв­

tеаа п CtPYИJP• Освоввоl aцaul а,.есъ ouetcs uосtроевие 

ОDtвмаж.воl в оареАежеввоа сакеже ctpyxtypв yctpolctвa,~oвжe­

tВOPDII'el ацавво~q AU веrо uropмtJq фyiiКIUIOUpoвaus,a&Aaв­

вol ~ezвocta • аадаввмм сtрукtурвка своlсtваа зжемевtов,ва ко­

tорых yctpolctвo АОЖКВО бнtъ реаuаа.ваво. 

Соврееввне э~ача сивтеза C!pJК!JPi режеlввх yctpolctв . иве-. 
и pq осос:sеввосtеl,кожорые жребуи звачажеiъвоrо uepecиotpa 
равнее раэрабоtаввых кеtо~ов савtеаа и с,._есtвевноrо рвзваtиs 

c~ectвy~el tеорив ре~еlвнХ усtроlств в конечных авtомажов. 
' 

1 ,, .. особеввосtsа ожвосаtсs: 

а/С,.есtвевное успожневае С!Р.JК!УРВНХ своlсtв эхемевtов на 

кожорЬl% реализуюtсs струК!Jры рехеtвых усtрОЙсtв;а именно: 

реаJИэацаи рвжейвнх yctpolctв ва t.в.•амкромоАJ~•,имеющвх 

схожвне стружtурвне своlсtва, • ва зжеменtах t.в.• о~оро~х 

ере~•. в которых долквн расскаtриваtьсs совокуuвосtа эвементов 

со свааsки ке~ вами. 

б/Существенное увевичевие•объемов•ре~ейных усtройсtв и уело­

авевив условий их рабо~. Уже в настоящее время требуется решать 

зцачи синтеза репейных устройств с числом ~г---,.,====== 
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входо.;..вЬIХодо:в и числои внутренних состояний nорядка сотен. 

В области структурного синтеза в настоящее :время наибо­

лее развиты и теорети:чески обоснованы методы, дающие реали -

зацию структур в нормальной /дизъюнктивной или конъюнктив­

н ой/ форме, что соот:ветст:вуе~ реализации структур на эле­

!ентах тиnа: "И", "ИЛИ", "НЕ". Эти ието:цы основаны в боль­

шинстве случаев на оnределении из табдиц состояний, с по­

мощью которых задаются уеловин работы релеЙНых. устройств, 

т. н. "минимальных членов" -таких nроизведений букв,, из ко­

тор~ нельзя исключить ни одной буквы без того, чтобы была 

нарушена непротиворечивость, реализации таблиЦЬI. состояний, т.е. 

не было получено такое nроиз:ведеение бук:в, которое .содержи­

тся , в состоянии, дающем едини1~ на Fыходе, и :в состоянии, 

дающем нуль на нем. Из множества миниrt.альных членов затем 

путем n ~ ребора возможных подмножеств их. отбираются подмно­

жества, образующие т.н. "неизбыт очные реали зацииn 1/ и и з 
всех неизDыточ~ реализаций - также путем леребора - все 

реали зации, удовлетворяющие заданному функционалу минимиэа­

ц;ш , например имеющие минимальное ч·,;сло элементов fбудеы на­

зывать их ''абсолютно минимальными" реализациями/. 

Требующrйсн для этого перебор весьма быстро возрастает. 

Наприi~ер максимальное число минимальных. членов составляет: 

1 /не i збыточнuсть здесь понимается в том смысле, что без по­
лучения про т · .n оречивой реалv. зации нельзя: аjлодать О или l 
на вход какого либо элемента , на который ранее не была пода­
на :-•онстант а .r б / нельзя исключить н:ако й либо части структ~-
u п те11 под чи выхода в· rходного элеме нта какой либо друга ~; 

час~~~ струr<:'!'у ры на выход все '-i структуры в целом или на вход 
I<c. ·:ar o Jt:Ioo ~:::re .. :eн·ra друго й части отру туры . 
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для 5-ти переменных.-32 , для _IО-ти-4 ,300, для 15-ти-759. 488 

и т.д. [I]. Число операций, необходимых для определения ыи­

вимальных неиабыточных реализаций, растет ещё быстрее и на­

хождение оптимальных реализаций структур для числа перемен-

большего 12-15-ти, становится практически неосуществимым 

даже для универсальных вычислительных машин. Ещё более гро­

моздкой является реализация структур в скобочной форме и 

при наличии многих: выходов в виде т.н. "с:t. ~ ЗНЬIХ 11 структурf/ 

Поnытки разработки методов, в которых возмо.жен неполный пе­

ребор, не привели к существенно w.у уменьшениn громоздкости 

оnераций синтеза. 

Одним из путей устран'ения указанных трудносте~ является 

т.н. "направленный" поиск оптимальной реализации структур , 

за~1ючающийся в том, что на каждом из этапов синтеаа из 

всех возможных вариантов дальнейших этапов выбирается при 

помощи соответствующих оценок некоторнй вариант, обеспечи­

вающий реализациn структуры в целом.,близкую к оптимальной. 

При этом в дереве решений выбирается лишь один путь, что 

существенно снижает громоздкость вычислений. Этот путь при­

водит к реали зации тем более приближающейся к оптимальнСУi1:, 

чем точнее крит ерии для оценки сложности реализации структур . 

В общем виде задача направленного поиска оптимально й 

реализации структур может быть. сформули рована следующим 

образом. 

I/ "Связанными" или структурами т ипа "связанного дерева" 
будем называть структуры , в которых име ются связи 
между цепями отде льных выходов. 
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Пусть заданы условия paбOTf>I релейного устройства с 1\. · . 

входами и 1.( :выходами I' ( .-r,к ) в виде векоторой совокупнос­

ти таблиц состояний, :в общем случае недоопределенных, где 

функции, реализуемые на каждом :выходе "'Ре: ( i" ~~к ) , эадавы 

наборами состояний: М~ ={ol~,o~.~,---1 с(~, дающими; значения ва 
выходе, равные 1 ;И М~= 1 ~ ~~ pi, ... J ~~ ~ , дающими значения ва 
выходе, равные О /будем называть: первые "рабочими состояни­

ями и :вторые - "нерабочими состояниями"/. 

Пусть задана та~ некоторая совокупность элементов 

ф = { -!4.., -it. 1 ... 1 ~tj . Структурные свойства каждого иа эле­

ме нтов ":fj ( i ~ d ~ -t) характеризуют-ся полностью определенно а 

таблицей состояний, в которой nодмножество наборов рабоч~ 

с стояний.: 'П'"i; 1 ~ 1'f'~ 1 •• • 1 Ч' { ~ и nодмножество наборов нера-
6очих состояний: Jrt = {·~{J ~j2.1 " ·1 j,j~ 3 • 

Требуется построит~ структуру релейного устройства, peaJIИ-

зо:ванную на этиж элементах, близкую к оптимальной с точки 

зрения заданного функдионала оптимальности. Практически :в 

качестве таковых рассматриваются: минимальное число элемев­

тов,минимальное число задействованных :входов их, минималь­

ный обобщенный ":вес" структуры, если каждый из. эаданНЬIХ ти­

пов элементов, оценивается каким либо весом, отличным от 

других 1 и т. п. 

Будем называть. булеву функцию -:! (~., ~z 1 ... 1 ij,), реализуемую 

одним элементом t5 j с чисЛом вхо~о:в <t(':fj), на входы которого 

поданы nере:менные: ~. 1 ~jz 1 ... J ~q. ,"элементарно й" фушщие.й · 

относител:ьцо набора элементов, содержащию эЛеме нт_ ':fj .• Любая 

булева фунн:ция может быть, очевидно, записана в виде некото-
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pol композиции элементарных функций , аргументами которых 

IOry! быть либо другие функции 1 в том числе и элементарные; 
11бо везависимые переменные. в. соответствии с этим задача 

реализации структуры ~(n,~)на заданном наборе элементов, sа­

кпвчается в nредставлении булевых функций, харакrеризующих 

rс~овия работы отдельных выходов устройства7в виде компози~ 
цвl злементарных относительно заданного набора функций: 

'F ~ = \f ( :f" f2>· · - ~"1'-1 х~ ... ) Чн1 ··· ) 1( ~ -~= f({. ,Jt, · · · ~ fcr) 
1 выбора из всех возможных композиций такой, которая о бес­

печивала бы реализа~ близкуn к оптимальной. Из чи сла эле-
. . 

кев~ов, входящих в состав элементов, реализующих реле йное ус-

!роlство, ряд элементов являются выхо~ми для структуры в 

Qenoк. Обозначим их череа: '3: 1 -!~, · · ·~ -::F~ 
В общем виде алгоритм направленного поиска может быть 

определен, как состоящий из следующих операций. 

а/ &!бор из всех ' функций "'I'i такой, ~ализация которой в 

первую очередь является наилучшей с точки зрения наиболее 

оптимального испо~зования её частей для реализации всех 

остальных функций выходов стр~ктуры. 
o.J'? 

б/ Выбор из всех возможных такого элемент~ выходе ка-

~ой из реализуемых функций lri, который обеспечивал Оы 
ваиболее оптимальную реализацию этой функции в целом. . 

в/ Выбор для этого элемента наиболее оптимальной последо­

вательности реализации функций. ~~ ("' ~ ~ ~ ct) на его входах 

и выбор таких функций 1 '} , которые, · обеспечивая непрс: 'fИ­

воречивую и неиз6~очную реализациn функци~ F С: , осуществ­

ляли бы её наиболее оптимально. 
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После выбора функций fcy для выходного элемента функ- · 

ции t' (._ , реализуемой в первую очередь, совокупность этих 
функций рассматривается, как условия работы векоторого мно­

говыходного релейного устройства и указанные операции пов­

торяюLrся иттеративно до тех пор пока функция I' (, не буде'! 

реализована полностыn. 

После этого реализуется следующая по порядку функция:Рi 

при чем все выходы 'элементов, входящих в уже реализованпуn 

ст руктуру, принимаютоя как дополнителъ.ные не зависимые пере­

менные, которые рассматриваются при синтезе структуры: осталъ-

ных выходов наравне с первоначальными независимыми переменвн­

ми. ~то приво~т к получению структур типа связного дерева, 

об еспечивающих в ряде случаев получение более оптимаЛЫlЫ:Х 

реализаций. 

2. Критерии длЯ оценки оптимальности структур. 

Как уже указывалось, оптимальность получаемой при напра -

вленном поиске структуры релейного устройства существенно за-

висит от характера и точности исполъэуеШIХ критериев для оцен­

ки оптимальности. Задача получения точных критериев являетса 

одной из сложнейших в теории релейных. устройств. Рабо~ в 

это й области развиты явно недостаточно. В существующих разра­

бот ках рассматриваются главным о6разо:u критерии для оценки 

чи сла эле ментов или входов при реализации структур в нормаль­

но й форме. Предлагаемые критерии имеют асимптотический харак­

тер и в рнде случаев не дают надлежащей ориентировки nри ре-

шен и реальных. задач синтеза. 

Впервые вопрос об оценке сложно сти одновыходных ,с труктур 

v:.:л pai)<J!lИ. е н в раб те К . uеннона ( 21 . !lо лученная К . Шенно-
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иом асимптотическая оценка 6ыла затек улучшена Г. Поваровым 

(3] и О. Лупановым [4]. Предло~енная последним оценка име-
lt"' ет ВИ;!{: L(~)"" r h (с}, ГДе h. -ЧИСЛО Не ЗаВИСИМЫХ nереМеННЬ!Х 

и р -коэффициент, зависящий от типа прим:еняем:ш элементов 

1 связности структуры. Была также nредложена асикптотичес­

ваи оценка, учитывающая распределение состояний между рабо-
. t-o с" . 

чики и нерабочими: l.. '"'"'J ,...,р ( , t ~к ( t) , где 
0 9 t (o'3t с~ ... 

~ -число рабочих состояний. 

Приведенные · выше оценки сnраведливы для nолностъn опре­

~еленных функций. Между тем большинство практических усло­

вий работы, в особенности при большок числе nеременных, ха­

рактеризуются неnолностью определенвымя таблицами состояний. 

Исследование оценок сложности реализации структур релейВЬIХ 

устройств для этого случая проводилось в СССР в Институте 

Автоматики и телемеханики /технической кибернетикиj.Л.Шело­

ковw [5,6] был nредложен асимптотический .критерий: ':1 ~ 

- .х ~~ v(- t\~ ~~ n, -Vlo ~l.rtoG)"гдe n,- число рабочих 

состояний, -V1. 0 -число нерабочих состояни~ и JJ = n. 1 + ~ 0 • 

Этот критерий дает оценку числа входов элементов типа "И", 

alUlИ", "НЕ". Оценка числа элементов с учётом связности и 

ветвлений имеет вид: LH)-r(~~!J (~ Протекание крктерия 
в зависимости от JJ и n 1 приведено на рис.I. Статисти ... 

-ческая nроверка критерия на УЕМ показала, что он достаточ­

но правильно отражает изменение сложности и при числе пе­

ремен~, не стремящихся к бесконечности jрис.2j.П.Пархо­

менко [ 7] предложил оцениватъ сложность реализации недооп­

ределенно й таблицы сос тояний по числу состояний )( • Как 
nоказал Л . Шеломов, эта оценка верна .в асимптотике . Однако 
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как по казали стат.и ст~Iческие исПЫтания, точность её умень- . 

шает ся с увеличением сложности реализации структуры 

jpиc.2j. 

Несколько другой характер Шlеет критерий·, предложенный 

В . Копыленко [t]. Он служит для определения очередности~­

бора nеременных. Jподаваеыых на входы элементов J и имеет вид.: 

If' с t () tt1 t't 0 tt!IIIJ_:i .; = tчQI( 1 ~о OJ ~ , где ~.-=~ (') и S0 =:~ l\1 +no · ~'~1-+ ho 

В этих выражениях.: ttl 1 rtf -число рабочих состояний, в 

кот орых оцениваемая nеременпая принимает значение единицы 

или нуля соответственно 1и \'\~ 1 ng - число нерабоч:их. сос­

r ояний , в которых оцениваемая переменная также принимает 

значение единицы или нуля . соответственно. Значе~я ~. илИ~о 

определяют близость функции f} к реализации её одной. бук­
во й ;как это легко видеть в этом слу ~ае критерии ~. и ~о 

имеют наибольшее возможное значение;. При наличии ограниче­

ний на число инверсных значений независимЬIХ nеременнЬIХ вы-

бор переменных осуществляется в порядке наибольших значений S,. 
Как 6удет показано ниже, nри наnравленном поиске встре­

чается необходимость оценки сложности реализации многовы­

ходн о й структуры в целом. В.Шеломов (7] nоказал, что вычис­

ление тако й оценки сложно. Более простая оценка имеет место 

.в частнс :.~ случае, когда недооп ,дделенные состояния для всех 

· .r t . 
выходов одинаковы. Она имеет ви~: ~ (~., ... ,"Р,,) r.w}(fogz. ~-t=}i!~tt (r} 

где : i ~ -чи сло одинаковых столбцов матрицы, строки которой 

сопоставлены функциям Р i. , а столбцы состояниям, оп-

реде ляющи.r. функции , в клетках же единицами обозначены рабочие 

сост ояния и нулями-нерабочие. Просто вычисляемая оценка по-
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цучается также Б случае, когда Б заданной системе функций ~ 

реализующих выходы структуры)рабочие и нерабочие состояния 

попарно не пересекаются. В этом случае оценка имеет Би~: 

5 {'i'.f J .. . 1 "i'J .-.J { vl ,+.Jl о) to,z ( J,;. Jl~)- JJ, (~~J(i- Xoeot~ Jlo ('l}rдe: 

.N1. -общее число рабочих состояний и Jl о -общее число нера­

бочих состояний. 

В указанной работе Л.Шеломова расскотрев также вопрос о 

наиболее оптикальной очередности реализации функций на вы­

ходах :многовыхо1-U!Ой структуры. Эта задача была решена также 

только ддя частного случая одинаковых ведаопределенных сос­

тояний для всеz выходов структуры. Процедура оnределения 

этой очередности состои~ в следующем: аfОпределяется разни­

ца в величине оценки сложности реализации всей :многовыход­

ной . структуры в целом и сложности её при иоочереднок удале­

нии строк матрицы, соответствующих функцинк 1r~. По~зывае­

тся асимптотически, что функция, удаление которой дает ки-

' 
ниuальвую разность долива быть реализована в последнюв 

очередь. б/ Строка, соответствую~ этой функции, удаляется 

из матрицы совсем и указанная операция nовторяется до тех 

пор, пока не будет определена очередностъ реализации ддя 

всеz выходов структуры без исключении. 

Приведенный выше обзор показывает, что существующие ра­

боты по оценкам сложности а лишь частично удовлетворяют 

необходимости в них .. Поэтоку при разработке методов синте­

за, в особенности пр~1 nрограмиировании их на УВМ , nриходи­

тся nрибегать к чисто интуитивным критериям, целесообраз­

но сть которых определяет ся э кспериментально nри статисти­

че ско й проверке с оответств ющих методов синтеза . 
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3 . М етоды направленного поиска оптимальных реали заций , 
При разработке методов направленного поиска оптимальных 

реали заций структур существенньш является возможность учёта 

раз . чног о рода практическ~ требований, а именно: 

aj ограничений по числу входов элементов, по затуханиn, 

но коэ~фициенту разветвлений выходов, по характеру взаимных 

соединени й и т.п.; 

6/ необходимости устранения состизаний в цеnях выходов 

элементов ; 

в j во зможности синтеза структур с заданной надежностьn; 

гj универсальности метода с точки зрения применяемых 

эле~Аентов ; 

и д/ возможности распространения метода на случай задания 

условий работы релейного устро йства и структурных свойств 

элементов не в виде таблиц сос ~ ояний, а в интервальной фор­

ме , что особенно важно для многовыходных структур с большим 

ч:1 слом входных переменных. 

riиже рассматриваются два метода наnравленного поиска 

опт;:мальной реализации структур, разработанные автором сов­

~.:е C'iH O с .а . i . Копыленка. Прежде чем nереходит:s, к изложениn 

их сJ'ще ства, сделаем некоторые замечания по :r..лассификац:ии 

элеме нт ов , на ко.торых реали зуются релейные устр.ойства. 

{Jзf~~ В:ведеi>i понятие "характеристического числа" ента f 
пре,цставляющего оо6ой ми нимальное чи сло входов,подача на 

:\ · орые одинаковых. воз·де йствий К' ( tE{ 1,ot) однозначно 
~го { ) ::;~·е;:;еляет ВОЗДе ЙСТВИе на'?ьfХоде е, (е С i,O~ 

Ь.1·;::.е ~. · елить релейные элем енты на классы во первых по зна­

-~3:: :iю :-г.ракт еристичес сого ч ела , выделив элеме нты с [qJ =I 
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1 

jнanpl мep э леме нты " И '',"ИJtИ "/ и элем енты с [~:r1 >i 

/например мажоритарные элементыj. Кроме того будем различать 

элементы с 11 симметричными" входами,для которых значе ние вы­

хода не изменяется при перестановке переменных на входах: 

-/ ( /.,f ... ) :::: ~(~~~~t) и с " нессиметричными" входами , для кото­
рых э то значение изменяется.Будем также различать: элеме н­

ты с " упорядоченными 11входами,в которых значение ("Z:~J 

для любой совокупности входов одинаково, ~• с "неупорядочен НЬ!­

ми" входами ,для которых значени е ['t!] для · различных совокуn­

ностей входов различны. 

А.Метод таблиц реализаций. 

Рассмотрим существо этого метода на примере. Пусть зада­

на таблица сост ояний ,представленная на рис.~делим в не й 

т .н. "обяза'!· ельные" 6уквы1; в ·rабл. ри с.3 подчеркнутц(Очеви-
дно,что некоторые и з переменьцх,в которых нет обязательных 

букв, могут быть удалены. Прvшеняя критерии: ( 5), ( 6),(7) бу­

дем вычеркивать поочередно эти переменные,начиная с пере­

ме нно й , имеющие наименьшее значение выбранного критерия,т.е. 

дающе tl наиболее с ложную реализацию функции - на соо тветству­

ющем входе выходного элемента. Кdждый раз будем определять 

новые обязательные оуквы,появv.вшиеся после вычеркивания 

соотв е тс твующего с т олбца т аблицы состояний до тех пор пока 

все ст олбцы табm1цы не будут содержать обя за тельные буквы 

!/Обязат ельно й называет ся 6уква,по которой данное состояние 
являет ся с о седним с .каким ли бо сос тоянием в противоположно й 
таошще со с т ояний. Вычеркивание это й буквы приводит поэт ому 
к противоречивой реализации и она должна обяза тельно вхо­
дить в минимальный член , реализующий данное сос тояни е. 
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-Произведения nолученных nри -этом обязательных букв в каж­

дом из состояний образуют два вида минимальных членов: 

аjесли они не содержаться в nротивоположной части табли­

цы состояний,то минимальные члены ядра (см. [8)) и б/ 

если содержатся,то т.н. "недостаточные" минимальные чле­

ны,которые для непротиворечивой реализации должны быть 
'\ 

доопределеНЬI.Будем рассматривать для nростоты реализацию 

'N3.6лицы состояний рис. За на элементах: "И", "ИЛИ " , "НЕ" 

с выходным элемеЕтом"ИЛИ 11 .После указанных оnераций струк-

тура nримет вид,показаний на рис.4 

Построим т.н. таблицу. "реализаций",/рис.Sаj,в которой 

строки сопоставлены шrнимальным членам ядра и недоста точ­

ным миниuальныu · членаu,а столбцы-рабочим/слева/ и нерабо­

чим /сnрава/ состояниям. В клетках таблицы проставляются 

в каждо й строке крестики в тех столбцах,состояния которых 

реализуются данным минимальным членом. Минимальные члены 

.ядра реализуют таблицу сос тояний неnротиворечиво и nоэтому 

с одержат крестики только в рабочих состояний. Н е дос Рат очные 

ми нинальныв члены имеют крести!W,как в рабочих,так и в не­

рабочих состояниах. для элементов " И" и " 1Л ' 1", ш.1еющих r-z::rJ:t1 

в каждо11 ~ з с толбцов дос та точно иметь один крестик.Мини­

;.;а льные члены ядра должны .быть в любой реализации структу­

ры . Отметим состо!!ния,реализуемые ими в табл.рис.Sа птич­

ко v . Ост авшиеся состояния реали зуются недостаточными мини­

мальными членами избыточно,поскольку в соответствующих стол­

бцах таблицы реали зации имеются по несколько кpetrttKeв. 

По эт ому из множества их нужно выбрать такое подмножество,ко-
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!Орое ,во nервых, реализовало бы все рабочие состоя н я неиз-

6ыточно и,вовторых,трёбовало бы наиболее простой реали за­

ции доопределяющих функций. 

Представим совокупность определяющих функций в в иде 
1< 

векоторой одной функции : !'= ~=1 { 1 где; 1{ -ч . : с ло не -

;в;остаточных минимальных члено,входящих в какое ли бо неи з -

6ыточное nодuножество их.Число рабочих состояний, которо е 

должна реали зо~ать эта функция 6удет для всех пощ.шожеств 

неизменнык. Потому для получения наименьшей сложности до­

оnределяющих функций нужно выбрать в СОО 1'Ветствием с кри ·r е­

рием (3)/см.рис.I/ такое подмножество недостаточных мини­

мальных членов, которое имеет крестию1 в минимальном числе 

столбцов нерабочей части таблицы реализации. Алгоритм тако­

го выбора содержат следующие операции: а/выб ирается мини­

мальный член,в строке которого имеется наименьшее число 

крестиков в нерабочей части таблицы реали зации ,а nри нес­

кольких таких членах-имеющий наибольшее число крестииов в 

рабочей части; б/ из всех ос тальных строк в рабочей и не­

рабочей частях таблицы реализации вычеркиваютоя крестики 

в столбцах,в которых крестики имеются в выбранно й строке; 

вjиз оставшихся мин ·.мальных членов с нова выбирает ся член, 

удовлетворяющий пункту а/ ,, и указанные операции продолжа­

ются до тех пор,пока в таблице реализации не окажутся стро­

Кl/1 , имеющие только :вычеркнутые крестики, что будет свиде ·r· ель­

ство:вать о реали зации всех с остояний рабочей части 1' абли-

цы реали зации. 

Для рассматриваемого пр· мера ·r аблица реал зации приме т 

после этих операций вид , пока занный на рис.S б. В оптималь­

ное неиз6ы·r очн ое п одr.шожество в не~ вхо я т мин ~ :.г.ль ны е 
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Члgны ядра : Xq i 3 и ~~ X?Xs ~ и недостаточные минимальные 

члены : ~~!J i, и х1 • Из той же таблиЦЬI реализации определяются 

Та6ЛИ!Щ СОСТОЯНИЙ ДЛЯ ДООПредеЛЯЮЩИХ фуНКЦИЙ ~1 , ~ 2 И , 1 • В 

Удчестве рабочих в них входят рабочие состояник соответствующей 

строки таблицы реализации с невычеркнутыми крестиками, а в ка­

честве нерабочих - все состояния, имеющие крестики /вычеркнутые 

и невычеркнутые/ в этой строке в нерабочей части таблицы.. jсм. 

рис.5в,5г и5д/. Эти таблицы реализуются с помощью тех же опера­

Wi й , что ~ первоначальвая таблица состояний. 

Рассмотренный метод синтеза достаточно прост и э~фект~шен 

для всех элементов с симметричными :входами и . r~ J=r1/' но сущес­
тве r.но усложняется для элементов с ('t:!]'>I fсм. (9J/. 

Б.Метод переходных таблиц. 

В этом методе задача направленного поиска решается в её наи­

более общем :виде, поскольку он является пригодным для общего 

случая алементов с (~iJ>I, с несимметричными и неупорядоченными 

входами. Пусть условия работы синтезируемого релейного устройСт­

ва заданы таблицей состояний рис.бб с множеством рабочих. состоя­

ний М .1 и множеством нерабочих - Моо , а структурные сво йства 

элемента, на котором должно 6ыт:ь реализовано зто устройство за­

даны таблицей состояний рис.бО., с множеством рабочих: состояний 'ii1 

j! множеством нерабочих -1\ о-. 
Об разуем две Ф;rнкции: -h~ , в которой рабочими состояниями 

ff.Вляются 1i i и нэрабочими ·1i о и функцию <J~ , в которой ра6очи­
:А~1 остояниями являются Тt 0 и нерабочшш JТ J.• Множество всех. ми-

1' Е• r В ч · ело этих эдемент ов входят: "И '', " ИдИ ", "НЕ", "l1J!И -HE", " И-Н 
1i ~словно могут быть в1шючены элементы!'сумма по модулю. два" 
~ ' равнозначн ость". 
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нимаJ ьных членов функции k i будем обозначать череа J..( i = . 
={tft,ll'l, ... ,'ll"tJ и называть "рабоче й характеристико й" эле 1.1 ен та , 

а множество минимальных членов q,ункции ~ ,· обозначать че рез 

С:,~-::.{w-1,Ы'1 , ... .1 W'fl и называть "нера6очей харш~терi· стикой" 

элемента. Легко nоказать, что для непроти:воречиво й реали­

зации структуры на выходе какого либо элемента необходимо, 

чтобы для каждого из состояний входов устро йства о(. Е: М~ 

существовал хотя бы один минимальный член 1fi( Е М~ , а для 

каждого из состояний ~ б ~~- хотя бы один минимальный 

член ""'<. € si . 
Основные оnерации, входящие в алгоритм синт~за, являют­

оя следующими: а; Находятся рабочая и нерабочая характерис­

тики элемента; б/ Строится _т.н. "переходная" таблица, имеlil­

щая число столбцов, равное числу :u:инимальных членов элемен­

та, и число строк, равное числу строк таблицы сос тояни й реа­

лизуемой функции. Слева от переходной табJJицы размещается 

таблица состопний функции , вверху - таблица минимальных чле­

нов Н~ и внизу таблица минимальных членов 5с: fрис.бв/; 

вf Производится определение очередности заполнения входов 

элемента и опре деление переменных, подаваемых на них; 

гf Проводится заполнение столбцов переходной таблицы, опре­

деление т.н. "жестКИх" nредписаНИй и составление таблиц со­

стояний для доопределяющих функций. 

В nервую очередь выбирается вход элемента, имеющий наи­

меньшее число реализующих его букв/ что дает наv.болъш;ую. св о-

боду дальне йШУ~ оnеращiй/,mn;~~~·~ходящих в наиболее ко-
роткие мини :шлъные члены/что обесnечивает наиболее быструю 

реализацию состояниr~в. таблице рис.бв таким входом являет-
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ся :вход ~ i • Переыенная,пода:ваемм на вхоДЬI Jвыоираются в 

с оо тв ет ствии с критериями (.6) и (7). В соответствии с их 

значениями ;указаны :внизу табл.рис.бб/ :выбираем по Rритерию. 

S 0 переменнуn Х~· Осуществляя проверку основной таблицы со­

стояний , отмечаем те из них, которые реализуются э.той пере­

менно й противоречиво ;цифра I в состояниях:3,9,О,В,I2,I4), 

и для ко торых должна быть поэтому обеспечена реализация на . 
других минимальных членах. 

Вторым высираем ВХОА ~ч ,т.к. он полностью реализует 

мншнальный член 11't. Т. к. в S L этот вхо~ реализует две бук­

вы :в членах ·ut1 и W't, т о в , состояниях: O,B,I2,I4 значения пе­

ре енно й подаваемой на этот вход жестко предписаны, т.е.она 

ко~бинацией своих значений должна полностъn удовлетворять 

этим состояниям. Такой переменной является х~ , однако при 
спользо:вании её; член 'trt не будет реализовать ни одного из 

состояний. Поэтому заменяем переменную на :входе ~~функцией 

~ч . Рабочим~ состояниями этой функции должны быть состояния: 

, , I2 , I4, и . еющие жесткие предnисанин, анерабочими желатель­

но t · еть состояния:2,4, б ,IО, которые могут быть реали зованы 

с по ощью члена 'tJ't • Реализация функции f'i показана в табл • 

• !С . бг . По сле получения структуры соответствующего элемента в 

а6л . бв отмечаются состояния,реализо:ванные членом tfж/цифры 4 

в ·pyir.:·axj и вновь поя:ви:вшиеся жесткие предnисанин jци<tры 4 в 

с остонн яx:5,7,II/. 

11 о есс реализации заканчивается, когда буд:ут заполнены · . 
:все в оды эле ента и реализованы все состояния из Н~ и М~ • 

Uписанны алгоритм дос таточно прост и универсален . Неко­

торые в идоиз лененин его по з:з оляют получать струк уры,сво6од-
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НЬiе - от состязаний на выходах элементов и синтезировать 

структуры nри задании их 111 структурных свойств элементов 

в интервальной форме. 

. . А.Гаврилов 
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ОБ OШlCJJI _ IIOДXOдE АВТОМАТИЗАЦИИ СИНТЕЗА КОНЕЧНЫХ 

АВТОМАТОВ 
ДDОIТ'Ьр Борисов Шишков 

/София, Болrария/ 

Автоматизация процесса сивтеза конечных автоматов при nо­

мощи ЭЦВМ затрудняется отсутствием согласованности во входных -
:выходньzх языках известных а.пгоритмов, реmапuих задачи отдельных 

этапов · синтеза и возможности применять оптимизsционных приемов 

на каждом этапе с учетом оптимального решения задачи в целом , а 

такие неособенно высокой эффективностью некоторых алгоритмов 

синтеза. 

В настоящей работе рассматривается nодход . автоматизаиии 

процесса оптимального синтеза конечных автоматов, который 

включает класс. алгоритмов, основанных на языке структурных 

функциА возбуждения и выходов1 • Предложенные алrориТМЬI имеют 
анаJIИТический характ.ер, . поз_воJIЯI)Т проводить единую оптимиза­

ционную линию в . процессе синтеза, приложимы для достаточно ши­

рокого класса конечных автоматов /полностью . и частично опреде­
Jrенвых, МИНИМ8JIЫШХ и. неминималышх автоматов типа Мура, Мили, 

Мура - Мили/, выполняемых на .произволышх функционально полных 

· наборах элементов~ . а их эффективность сравнима или более высо­

кая, чем эффективность известных аналогичных алгоритмов. 

Для: о6щности рассматривается модельконечного ;iвтомата 

типа Мили, определенного на множествах внутренних состояний 

А =(а., са., ••• ,а"_,), где ао - начальное состояние автомата , 
входных /У.. = ( хо, 1(4 , ••• ,У.,._,) , х = ~О, йl и выходных сигналов 
/У =11o·~·····1r-•), ~={O,I~/ и рекурентных соотноmенийсаL~·•)= 
= f[CI/i-), xlt)) И ~Щ = H•lt/ ,>C'(t)], детерминированных на ЭТИХ МНО-
жествах и представляющих функции переходов и выходов автомата. 

В качестве абстрактного языка записи условия функциониро­

вания автомата предлагается удобная с точки зрения инженерной 

практики интерпретация автомата в виде произвольной по сложности 

.. 
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и типах используемых злементов структурной схемой. 

Переход от структурной схемы к основному ддя данного под­

хода языку структурных функций возбуждения и выходов осущест­

вляется в следующей последовательности: . 
I . Составляются фунКции возбуждения 1 1i = 1! (х., .Х1 , ••• 

• • • ,х*-1, Q~ , Ql. , ••• , Q~) , где Qk - функция выхода k -го элемев­
тарного автомата в структурной схеме заданного автомата, а t = 
= I ,2, ••• , ~.?:)~ .. r; и функции выходов 1 zj =Z•(x.,x1 , ••• .x .. ~.Q41 
Q.L, ••• ,Qs), где ~ = I,2, ••• , 'tz:)~~r[ (· 

2. Функции возбуждения ~~ 1 ~ = I, 2, ••• , ~ 1 приво-
дятся к функциям возбуждения ~~~/ злементов задержки с помощЪD 
соотношений, приведеиных в тa6JI.I, nричем минимизация получе~ 

зависимостей необязательна. 

тa6JI.I 

1 Функция Фуню.rия 

возбуждения возбуждения Примечани е 

триггера злемента задержки 

со счетным 4i = 1~i Qi "1~j G>t -
входом { 1~i) 

с раздельными qi = ~;, 
входами (t{~;, ~41 1 

1} ,-~.Q; 1 1 о q •• ,4i = 

с дублированными 1i = ~i Фi "Ч~iQ• -
переходами (~~; .1~;) 

qi . = , .•• "Cf~;~i"~'fi;~.;Q; 1 1 =11 1 '1 о с тремя ~1 .. - ~i\:=1oi<f;;= 
1 1 1 1 ) входами 1~; .1oi ,t{н 

3. Переход к структурным фуню.rиям возбуждения ~ 1 " = 
= o,r, .... ~-~ 1 и выходов ~ 1 • = o,r, ...• r 1 выnолняет­
ся на о с новании следукщих формул : 

/ I/ 
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~ = (z .. z.t···z,>i 121 
k I 2 i . '1. где = , , ••• , 2 , а 4 = I, 2, ••• , 2 • 
в /I/ и /2/ везде полагается <~ •. ~.L ••• G.s \ = м~ и 

{i..x4 ••• х,..-4};= )(i / J = O,I, ••• ,2*-I/, где М" и Xj 
конституенты единиц, соответствующих состоянием автомата ak 
и структурному входному сигналу Х; • · 

4. Устраняются недостижимые состояния автомата, полагая 

"" = о. 
Мк. = о. 

если 

если 

l=к = О И 

Если автомат задан некото~ структурным языком, то опре­

деляя в соответствии с К.Бержом все переходы /полные состоя­

ния Xj М" 1 как заходящие, исходящие · и пeт.ne:li!Ьie, можно, поль­
эуясь таб.n. 21 получить искомые структурные функции возбуждения 

и выходов. 

Исхо,днш4И . .данными для структурного синтеза являются 
структурные функции возбуждения и выходов автомата и способы 

кодирования его состо~, заданные в виде множеств двоичных . 
разбиений типа '1 =~А~.--~~ 1 i =. 1,2, ••• ,s /, где А~ и ft~ 
соответствуют непересекающимся подмножествам состояний задан­

ного автомата, закодированных состояниями О и I i -го 
э.пементарного автомата 1 L -го структурного входа или выхода/. 

Канонические функции возбуждения и выходов автомата, вы­

раженных в сове:рmенной дизъюнктивной ноJмальной форме, nолучают­

ся с nомощью соотношений, соответствующих выбранным тиnам эле­

ментарных автоматов /см. тa6JI.2/. Для этой цели в полученных 

соотношений везде полагается Мк = < Q •• q .... ~.s>... где М" 
определяется на основании Выбранного варианта кодирования /мно­
жества двоичных разбиений состояний автомата Г.. 1 fi , ... , ~ / . 

Стеnень удовлетворения различных требований, nредявляемых 

к синтезируемым автоматам, оnределяются выбором подходящего мно­

жества двоичных разбиений 14 • 'L 1 ••• 1 ~ • 

Сущность алгоритма экономичного кодирования состоит в сле­

дующем. По фиксированному множеству двоичных разбиений , харак­

теризирующих все неэквивалентные сnособы кодиров~~ия состояний 

автомата, применяя вышеописанный метод структурного синтеза, 
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та6.1.2 

ТИп Orpyx- Переходы; 1 со- IФyHIЩIIЯ 
/зле- !ЛВ1Я C'l'()ЯRJ[Яj. со-
мен- фуiОЩИЯ держащиеся в • та~ воз буж- структурной возбуждения Ilримечавие 
но го/ 'ения =воз-
авто- д~о- ния 

мата а/ /выхо;w' 

~е- Заходящие 

Чi ~ v .FI& мент t=" 
и петле:вьrе -

за- переходы 

держiОI k~( 

Триг- ЗахоДЯJЦИ е 
1oi ~ V~ .. ФI;f~Jt.&t 

Все петле:вьrе пе-
г ер и петJiе:вьrе реходы рвзме'l'ить 

с раз- вереходы tr'-t. !fr~ иео~е.леННШ4 
де.ль- ~~ 1•' .. v~ .. ~ i.zt:;Me 

КО еИ'l'ОМ 
ИЬ1МИ ~ = о ии r. 
вхо- ~( ~ 
дами где ~i'Ч с: F). 

Триг- Заходящие 
~oi = v~" 

Все переходы раз-
rep с и петле:вьrе метить нео~еде-
тремя F.,. переходы lt~~ леНИЪlМ ко ициеи-

:ехо- том t = о или r. 
дами 4•i .. v р .. lfоэфfJициеИ'l'Ы В OДJI-

I'H~ наковых имп.лика.итах 

Заходящие 
фушщии .... и 4f.i • 

F~" ~" .. i.~=." а таюtе 1.; и 1•~ 
и исходящие доJIЖНЬI 6ъi'1'ъ орто-
переходы ц.А~ ro иа.п:ьными. · 

Т риг- Заходmцие 
гер со 

~"' 
и· исходящие 

~'' ~ •. F~ счет- переходы -
НЬlМ k~A~ 
входом 

Триг- Заходящие 

4•• : ~.fi: 
Все nетле:вьrе и ис-

rep исходящие и ходящие переходы 

с дуб-
t=" 

петлевые 

!С~·~ 
разметить иeoiiPe-

~~-~~ переходы де.леНИЬIМ ко~-

пере- 1•i : ~. F" циентом ' = 
ИJIИ I. 

ходами tr•A~ . 
-

Мили Все переходы, 

~ отмечеННЬiе Zi = V f; -
~ выходным j~i~ ~ сигналом ~· 

Мура Все СОСТОЯНИЯ , 

~ отмеченные 
z;. & v~ -

1 выходным 

сигналом ~.i i~~~ 

• Все несnределеиные /условные/ переходы частично оnреде-
ленных автоматов нужно разметить неопределенным ко~фиuиентом 
~ = О или I. 
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~rrca DO.D8• C8C'I'eE :вавопчеспх фуиицd /3/ и 14/: ,i =1i \ Хо. х1 •••• .х-. u.. ~ •..... м .... ). . .. ... 
' = 1,2, •••• 2 -1 

~ = 1i ( .... х. ••••• х.- • м •• ~ ••••• м .... ). . .J-4 J = 1,2, ••• ,;с -I 

С ПOIIOЩbl! соо'rВОmепя 

/ 3/ 

/4/ 

V 1. ~ Mt,, Mt.~" . . . 'Mt.. = Qj • /5/ 
""' . ' rже Q1 = ~ • есп. (t4 • l.a. •••• • l 11 ) = ~: • Qj = Qi • если 

(1 4 ,lL•···•L") = ~ • Q. = ~ , есп (t; . а ••••• t .. J = . . 1 ";t 

= &.: U а.: = ~ • эти фупцп :внрuаются в абСОJШТно минимальной 
JUI8'ЬDiltТDВOI ВOJIED.Ifi)Й фо:рм. Дuее вwбкрается такая эконо­

вчваs 1 с точа зрепя техочесвой ре8JD1зации/ система функций , 
IO!'opu: сожерки МIIИ!!М8'ЬВОе чис.ао иеяввых арrументов. Это сво­

.IИСЯ И ВIШO.IJiellllll CЖeдyiiiULt Требовапй: 

• 
~ \.; .. 
ft r, ... 
• 
~с; 
••• 

.. &.... 

-о • 
zC..tм 

• 

• 

/6/ 

/?/ 

/8/ 

rже ~; - 1111с.10 вeoбxo,JUD8lX теппrчеспх uемеитов /в услов-
JВа . е...-цвх/ .uя реа.пэацп & -ol фуикцп; с; - число 

ВММIГI apгyll8ll'l'O:в ~ -ой фу:акцп. а & и С - нeкo-
'fOJiie цe.Die IJO.В8JI'fe.Dd0ie чис.п. 

IJp8 зво ... ЧJЮrо иодироваиu без Jq8ТИЧес:кп состязаний 
.10оа.шпrrе.п.во вводится 11110аест:во характеристических разбиений 

.__ =Т"-; .. [ г. ,П.,х)J. ЭJrJUDUЦell'fИJa анаJIИзируемнм функuиям3 
Эти разбиения опредеJIЯЮТ тре6ован11Я к совместимости различных 

фуижцаl с целью устранения· критических состязаний. вариант 

э.о80МИЧВ0rо кодирования без критических состязаний выбирается 

иа освованви условий /6/. /7/. /8/ и /9/. 

/ 9/ 

Описанные методы кодирования нетрудно расспространить 

дnя совместноrо кодирования внутренних. входных и выходных сос-
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тоякий nолНостью и частично определенных, минимальных и немиии­

мальных · автоматов4. В nоследнем случае в процессе кодирования • 
выявляется целесообразность минимизации числа состояний автома-

та с точки зрения nростоты структуры его ре~заций. Это осно­

вывается на следующем. 

Наличие совместимых состояний у автомата означает, что 

размерность множества его внутренних состояний может быть 

уменьшена до некоторой величины h .с" . Так как совместимым 
состояниям могут быть присвоены одинаковые коды, условие одно­

значности кодирования /см. /7// для неминимальных автоматов 
представится выражением 

/IO/ 

Следовательно любой неминимальный автомат может быть 

представлен системой функции, состоящей из s..;.. = ]lo,,~k[~ .s = 
= ]~," [ функций возбуждения и 't:!: Jf.t,~f'[ функций выходов. 
Чтобы блоки. разбиения /IO/ включали только совместимые состоя­
ния, необх~димо и достаточно, чтобы выбранная система функциt 

возбуждения и выходов зависела только от входных сигналов и ар­

гументов Q4 ,Qz.• ••• ,Q.s • 
При такой nостановке задача минимизации числа внутренних 

состояний зак.лючается в отыскании системы функций возбуждения 

и выходов, для которой s..; ... = J ~% 1. [ , а задача получения эко­
номичной системы неминимального автомата - в определении такой 

системы, которая имеет самую экономичную реализацию /пр~этом 

необязательно s = s ... ;lll 1. 
Основные критерии, определяпцие выбор оnтимального ва- . 

рианта кодирования, можно доnолнить другими требованиями: быс­

тродействие и ограничения на числе входов логических элементов5, 
минимальная частота срабатывания вторичных элементов, допусти­

мые нагрузки на выходах элементарных автоматов, надеждиость и 

др . 

Пр~ипиальным недостатком данной групnы алгоритмов коди­

рования является их nригодность для кодирования состояний срав­

нительно несложных автоматов. Для осуществления оnтимального 

синтеза сложных автоматов при использовании этих алгоритмов 

удобно применять способы агрегатной декомпозиции автомата в 
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виде иерархических и ка.сКSДНilХ структур б. 
В поисках избежать вышеуказанного недостатка известных 

апrоритъюв кодиро~ преД)Iагается регу.пярный метод оптималь­

ного структурного синтеза, основанНЬiй на прямом использовании 

структурных функций возбуждения и выходов в качестве канониче­

ских. Метод позволяет удоВJiетворять одновременно большой ком­

пиекс требований: отсутствие критических состязаНий, быстро­
действие при использовании двухвходовых логических элементов 

совпадения, минимальное число инверторов и экономичность. 

Функции возбуждения и выходов по данному методу обра­

зуются в соответствии с табл.2 и минимизируются по зависимостям 

/II/ 

Xj V "~ = Xi V U" /I2/ 
i•:J "~~ 

где V "~~:. представляет ортогональную запись функции V U i , 
, ~t.•k ie.3 

а ~ и ~ - непересекапщиеся подмножества внутренних 
состоЯЮIЙ автомата, причем J U ~ = А- • 

Из .с.оотношений. /II/ и /!2/ видно, что при данном ме­
тоде отпадает необходимость решения задач кодирования, струк­

турного и комбинационного синтеза, как они понимаются в тради­

ционном смысле, что делает . метод прИГОДНШ/1 Д1IЯ оптимального 

синтеза автоматов .произвольной . сложности на любых функциональ­

но полных системах технических. элементов . без необходимости 

применять декоwозиционные приемы. 

В закJIЮчении следует отметить, . что . достоинства преД1Iа­

rаемого подхода автоматизации процесса синтеза конеЧНЬiх автома­

тов определяются в значительной мере использованием нового 

структурного языка - язык ·структурных функций возбуждения и 

вwходов. РазработанНЬiе на его основе алгоритмы оптимального 

синтеза автоматов характеризируются следующими наиболее суще­

ственными особеностями: 

I. Имеют активный характер /приложимы Д1IЯ оптимального 

синтеза любых типов автомата~ произвольной сложности, реали­

зуемых на проиэвольных функционально полных наборах элементов/ , 

2. Их эффективность сравнима впи превышает эффективность 

известных аналогичных алгоритмов. 
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3. Удобны для использования в инженерной практике /~ про­
цессе синтеза отпадает необходимость построения громоздких хо­

дированных таблип переходов и выходов автомата и учета собствен­

ных переходов элементарных автоматов; позволяют проводить опти­

~альный синтез с учетом различных требований, причем перебор 

зариантов на этапе кодирования существенно сокращен по сравве­

н_ию с наиболее расспростраиеннымв ал:rоритмами кодирования; яв­

ляются достаточно формализованными/. 

4. Особенно удобны для автоматизацп процесса синтеза хо­

нечных автоматов с помощью ЭЦВМ. 

U и т и р о в а н н а я л и т е р ~ т у р а: 

I. Е.Н.Вавилов, д.Б.Шиmков - Анализ и синтез автоматов, 

заданных системой функпий возбуждения и выходов - Кибернетика, 

I96?, Ji 4. 
2. к. Бера. ~ Теория графов и ее . применевия - Издательство 

иностранной литературы, Москва, I962. 
3. д.Б.Шиmков - Икономично кодираие на устойчиви крайви 

автомати - Известия на Института по техкичеока кибернетика при 

Бълrарската академия на. науките, София, I967, т.?. 

4. д.Б.Шишков - Некоторые вопросы анализа и синтеза дЖс­

кретных автоматов, диссертация, София - Киев, I967. 
5. д.Б~Шишков - Оптимални решения . при синтез на бързо­

действуващи автомати - Техническа мисЪJI., . I968, 1i 3. 
6. д.Б.Шиmков - Декомпозиция автоматов в виде иерархиче­

ских и каскадных структур :- Докла.дьl Болгарской академии наух, 

I968, т.2I, 1i I. 



99 

HOMOMORPHISMS AND CODES FOR SEQUENTIAL 
MACHINES 

by Pierre TISON, Sain"- Avola, FRANCE 

1 - REPRESENTATIVE FUNCTIONS OF SEQUEm'IAL MACHINES 

Let us associate t o the set of t~10 lines i and 

of a given sequential machine, a degree of freedom 1• 2 of which the \·alu 

will be 1, if we accept the possibility of merging these "wo lines an~ 

otherwise. The aggregation of these variables f ' r ever y pair of state£ 

l1, 2} , Ll, 3}, ••• , i 2, 31, l 2, 4), ••• gives a primary variable g , cal.leC. 

a grouping variable. I t s values express some freedom allowed to the line~ 

merging. Thus the value 111010 of g represents f or a 4-stated mac~ine t.r.e 

set of the groupings equal to or smaller than 1124, 13 J : 112, 13 , 4 J , 
t 24. 13) • • • • t 1. 2. 3 . 4 J . 

Likewise, we associate to each pair 11, ·} a degree of freeao~ of 

which the value will be 1 if and only if we accept the possibility of par~ing 

the states i and j, that is to say of not merging the lines i and · . Tne 

aggregation of these elementary variables gives a primary variable callea 

the parting variable of which each value expresses some freed om in t.he 

parting of the states set. Thus the value 000101 represents the s et of t he 

partings equal to or smaller than t 124, 13} : t 124, 123 } , ••• , ll234} 

We call morphism variable the sec ondary variable c onstructed by 

aggregating a grouping variable associat ed to the present time(beginning 

of a t ransition from a state to another state)and a parting variable 

associated t o the next time (end of a transition ) . 

A truth function can express a f low-table in the f ollowing way : 

Let us consider an elementarY value of the morphism variable (having only 

one 1 per component ) . The 1 of the grouping variable represents the freedo~ 

to merge the two corresponding present states, whereas the 1 of the parting 

variable represents the freedom to part the two corresponding next states . 

If and onl y if, ~two freedoms are c ompatible one with the other, t he 

given " erm i s a canonical i mplicant of the reoresentative function of the 

machine. 
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Let us consider for instance the machine ~11 given by the flow..,.table 

Tl and the value 100-100 of the associated morphism variable. We represent 

by arrows on f igure 1 the transitions from the present states to the next 

stat es . The merging of the present states 1 and 2 requires the merging of 

t he next s t ates 1 and 3, what is not inconsistent with the parting of the 

next st ates 1 and 2. Therefore 100-100 is not an impliquant. We find through 

. t hi s process the canonical implicator ll00-100, 100-001, 010-100, 010-001, 

001- 100 , 001-010, 001-001 ) of Fl, representative function of Ml. 

The set of the canonical implicants implies the representative 

func tion of t he machine. We can determine whether a value of the morphism 

variable is or is not an implicant : given any implicant, every merging of 

present states equal to ar smaller than the first component must be compa­

t ible with every p~ting of the next states equal to ar s.aller than the 

s ec ond component. 

\ve can compute all the implicants of a machine from the canonical 

i mpl icator by carrying out the algorithm of successive concentrations 3 
''le operate, first with respect to the parting component, then to the 

gr ouping one. We get likewise at the end of the first step the primitive 

i mplicants which are directly deducible from the flow-table. An implicant, 

pr i me wi t h respect to its second component,is called a morphene far . the 

::1achi ne. The computation of the rr.arphenes for Ml is shown on figul'e 2. 

11/e get, in addition to the trivial morphenes 000-111, the primitive 

ones 100-101, 010-101 and 001-111 which are !-concentrates, the non­

pr i miti ve ones 110-101, 101-101, 011-101 and lli-101 (2-concentrates). 

The pr ime i mpl icants are morphenes (marked • on figure 2). 

2 - RESEARCH OF HOMOMORPHISMS 4 

Given an i mplicant m(i) = g(i) p(i ) , we may compare the groupings 

g( i ) and p( i ) 1 (th~ grouping p(i ) 1 has the same writting as the parting 

p( i ) ) . Suppose we have g(i)~ p(i ) 1
• Let us propose the performing, first 

on t he present states of all the mergings allowed by g(i), second on the 

next states of all the partitions allowed by the parting g(i) 1
• These two 

OJ:.er at i ons are compatible one with the other since g( i) 1 
' p( i). As a 

r esul t g( i ) is an homomorphic grouping and t he supposed c ondition 

(g( i) ~ p( i ) 1 ) is sufficient . 
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Conversely, suppose we have an homomc:rphism c arresponding to the 

grouping g(j ) . Let be g(k ) an elementary grouping (having only one 1 i n 

its writting ) equa.l to ar smaller than g ( j ) and m(k ) • g(k l p(k ) the 

corresponding morphene. We have p(k)) g(j )< since each 1 1n g (j ) ' is compa ­

tible with every 1 1n g(j ) , therefore compatible with g(k ) . '!be morphene 

g(j) p(h ) relative to g(j ) is the 2-cancentrate of a11 the m(k ) 's. 

p(h) is the product of the p(k) '·s, As each term of the prod"uct is equal to 

ar greater than g(j)'', .p(h) is equa.l •to or greater than g(J ) '. 

[p(h) ~ g( J l 1
] is a proposition equivalent to [g{J ) .) p(h) 1

]. Therefore 

the condition is necessary. 

r'l'BECilEM 1 - A grouping g(i) gives an homanarphism if and only if the 

marphene m(i) • g(i) p(i) relative to g(i) is so that g{i ) .) p(i ) 1 • 

Such a mazopbene is called a hOIDOIII<rphene. It may be computed by 

1-ccncentrating the primitive Jllal'pbenes. 

The algorithm is carried out through .successive steps, each of 

them corresponding to a primitive implicant, taken by increasing rank to 

farm the coocentrate, We may cancel, 1n the course of this computation, 

each term such that 101000-00llll since it is illpoesible, from this value 

to farm implicanta having a 1 in the seccoi positioo of the first component 

b:y logical sum of values ·having l ool.y a,t'ter the third position. '!he 

presence of 0 in the second position of the secoai member would impose 

the 0 on an:y term ulteriarly farmed since we perofarm a logical product on 

the second COIJIPCilent. We would obtain terms .o •••• - .0.... far which it 

would be impossible to get the relatioo g( i) ~ p( i) 1 , since p( i ) 1 would 

be .1 •••• 

Par the machine M2 (table '1'2) we have 6 primitive implicants (see 

figure 3). 

'!he computation of homanarphenes is performed -c:UOough successive 

steps, eech of them being devoted to a primitive term. We form, 1n the 

course of any step, new terms by !-concentration (with respect to the 

grouping variable ) on. the pairs f primitive implicant characteristic of 

· the step, one of the implicants known at the beginning of the step} • 

At th~ beginning of the computation, we deal with the trivial implicant 

000000-111111 which corresponds to t he isomorphism. At the end of the 
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c omputation., we get the second trivial morphene 111111- .•.••• which carres-·· 

ponds to the total merging of the states. 

Figure 4 shows the computation for M2. The 7 homomorphenes are 

oarked ( ~ ) . In addition to th.e two trivial terms, we get 5 homomorphisms 

cor responding t o the groupings £ 14, 2, 3 J, l 14, 23}, i 124, 13}, 

l 123, 124 } and t 124, 134 J . 

The value of the output corresponding to a state may be represented 

by a t erm of a primary variable expressing some freedom. 2 states are 

equ ivalent if and only if the corresponding values of the output are compa­

tible one with t he other, that is to say the product of the corresponding 

va l ues of the output variable i s not null. We get thus an algorithm for 

determining t h e states equivalence • 

3 - DETERMINATION GRAPHS 

A coding variable is a variable which parts the set of states into 

-r;wo disjoined blocks. The corresponding grouping 'is called its effect. 

fl. code is a set of coding vari ables. Its effect is ~the product ~ 
effects of its elements. A complete code has for effect the set of the 

states d isj oined each one to the other. A code both complete and irredundant 

i s called an assignment 5. 

There are 3 coding variables for machine Ml : c
1 

of which the effect 

i s 1 12 , 3} what may be written g(l) = 100, c2 -+ f 13, 2 }- g(2) z 010 

c
3 

- tl , 23} ~ g(3) = 001. We have 3 assignments : t c 1, c2 J , 
c

1
, c

3
} and { c

2
, c

3
} (see figure 6). The present value of a coding 

·;ariable is a Boolean function of the present state. Its next value is 

a s equen"t ial function of t he input, t hat is to say a combinatory function 

of the present values of the coding variables and of the input. We sar that 

a coding ·1ariable is determinable from a code 1 cj, ••• , ck } if and only if 

tie may deduce •..tithoU'Il any ambiguousness the next value of ci from the 

pr esen"t values of cj , ••• , ck and of t he next input. 

[

THEOREM 2 - A c oding variable ci is determinable from a code 

\L e. , ••• , c , l if and only if the morphene g(h ) p (h ) that we f orm with J .{5 

l
g(h , , pr oduc"t of the effects g ( j ) , ••• , g(k) of the coding var i ables 

c. , •.. , c, i s so that p (h ) ' i s a gr cuping equal "tO or smaller than "the 

I 
~ K 

e"'~ee : ~?;( i ) f c _; . 
t( ~ -
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Tne condition is necessary. We suppose that the next va l ue of ci is 

computable from the pres ent values of c j , ••• , c and the next input . Let us 

show that p (h ) 1 ~ g(i) . To say that [p(h }1 ~ g (ib is a true proposition is 

t o say t hat there is in the grouping p(h ) 1 at least one 1 which is not in g ( i ) , 

that is to say t hat on the one hand, there are two states s and t of the machine 

which are separated by c i and at every time take distinct values and on t he 

other hand, it was impossible to put a 1 in p(h ) what means that t here is in 

g(h ) a 1 representating the pos~ible mergings of the states u and v, and that , 

by the same t ransition in the flow-table, we go from the present st ates u ana 

to the next states s ana t , what indicates that from the .same block of g(!'l ) \•:e 

go, by the same transition to s and t. Therefore there is no determinability 

of ci from f c , ••• , ck} what is inconsistent with the hypothesis a11d pr oo·: es 

that p (h ) I ~ g ( i ) . 

The condition is sufficient. Let us suppose that the morphene g (h ) p(h ) 

is such that : p(h ) 1 < g(i). From two states belonging t o the same block of 

g(h ) we may go into the same block of p(h )', therefore a fortiori into t he s ame 

block of g (i) . The next value of ci combinatorily depends upon the input and 

the present va l ues of c j , ••• , ck' what prooves that the coding variable c1 i s 

determinable from the code l c j , ••• , ck} • · 

We have thus settled a method to point out to the determinations of the 

coding variables among themselves _given the determining set t c1, ••• , cm} , 

we compute the product g(l) • • g(m) of the effects which gives the f irst 

component g(h ) . We look for the corresponding morphene g( h ) p(h ) and f ind each 

determinable coding variable ci by t esting the relation p (h ) ' ~ g(i ) . 

A coding variable ci is irredundantly determinable from the c ode 

1 c j , ••• , c k } if and only if it is not determinable from any subset of t hi s 

code. We writ e this irredundant determinability by the term i-j ••• k which wi ll 

be cal led a segment relative to ·i, a n-ary segment i f t here are n elements 

j, ••• , k in the second member. We get easily the set of segments since, if there 

is a segment i•j ••• k, on the one hand there is no segment relative to i which 

may be got from the preceding one by cancelling any one of the sec ond component 

elements, and on the other hand, ci is determinable from t c j , ••• , ck}. 

After the c omput ing of the morphenes, we proceed through success ive 

steps , the (n~l )th step being devoted to the searching of the n-ary segments . 
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Let us compute for instance the segments relative to Ml (see 

figure 5·). 

1 ) '.~e ta.l<e no coding variable. The determining set is empty. Its effect is 

111 , the corresponding morphene 111-101. We have the relation 010 - g(2 ) 

t~hich gives the segment 2 - ~. The second component is empty and c2 is 

determinable from the inputs only . 

2 ) Tnere are 3 possible codes i c1} , t c2 l and [ c
3

} • For the third of 

t hem, the relations 000 < g(l), 000 < g(2), 000 < g(3) give 3 possibili­

ties. From the 5 terms which where formed through this step remains only 

two s ince 2-1, 2-2, 2-3 are reduced by 2-~. 

3 ) The 3 possible codes have the same effect 000. Therefore we get only 

one morphene and 3 relations. For each of them, we have 3 cases corres­

ponding t o the possible codes. We get thus 9 terms of which only 2· are 

s egments. 

4) 'lie cannot go further than the effect 000. The computation is finished . 

We have got 5 segments for Ml : 2-~, 1-3, 3-3, 1-12 and 3-12 . 

The determination graph of a code has a vertex i for each coding 

variable c i and oriented branches from each vertex i to j, k so that 

i - j ,,, k is a segment. Figure 7 gives for Ml the determination graph and 

the usual coding equations. The graph visualizes the complexity of the 

coding equat ions. 

4 - PRINCIPAL CODES 

Tne relation p(h ) ' ~ g(i) is the more easily verified the smaller 

p(h) ' is , that is to say the greater p(h ) is . We deduce from this a 

heuristic for selecting the most interesting coding variables. 

·,. e call principal coding variable any c i of which the effec t g( i) 

l eads to a morphene g(i) p(i) so that p(i ) is not null. We call principal 

grouping t he effect of a principal coding variable. g(i) p(i) is then a 

pr incipal morohene. Each principal grouping is formed by two bloc ks of 

states . We cal l l eft -hand block the one cont aining t he state of minimal 

ra.~~ (0 or 1 ) . The r ight -hand block is the other one. 



The principal groupings computation is performed through 3 successive 

steps : the first step far the left-hand blocks, the second one f ar t he r ight ­

hand blocks, t he last one for the princ i pal groupings. For machi ne M3 given by 

T3, we have 

1) We start with the block 1 and increase it in every possible way. We keep the 

18 left-hand blocks far which the corresponding morphenes do not have a nul l 

second component. 

2) We have, a priori , 18 possible right-hand blocks which are t he c ompl ements 

of the 18 left-hand blocks. After computation of the morphenes, only 

13 right-hand blocks remain. 

3) We concentrate the marphenes associated to every pair of complementary 

blocks. -At last we get 7 principal groupings. 

Figure 8 shows the useful marphenes : suggested grouping as firs t 

members, minimal groupings far allowing these suggested groupings as second 

members. 

We have 7 principal coding variables which, lead to the assignments 

~c~, c2, c
3
J, ... which we note in a simpler way 123, 124, 126, 127, 135, 136 , 

137. 145, 146, 147, 156, 157, 234, 235, 237. 245, 246, 256, 257, 267, 345 , 346 , 

347, 356, 367, 467 and 567~ Let us compute the principal segments. 

- order l l-3, 2-7, 3-4, 4-l, 5-5, 6-2 and 7-6. 

- order 2 l-14, 1-26, l-57, 2-16, 2-24, 2-35, 3-13, 3-27, 3-56, 4-25, 4-34 , 

4-67, 5-12, 5-37, 5-46, 6-15, 6-36, 6~47, 7-17, 7-23 and 7-45. 

- order 3 : l-125, l-127, l-256. 

With these principal segments we may part the set of the graphs cor­

responding to t he 27 principal .assignments into 10 classes. This points cue to 

interesting properties of M3 : circular determination (code 267), decompos it ionE 

(codes 135, 145 and 345), clocks (codes 157, 452, 356). 

5 - CONCIDSION 

We have shown t hat the n-valued logic algebra int roduced f or t he 

pr oces s ing of combinator y functi ons i s also available in sequent ial algebra 

f or the c omputat i on of homomorphi s ms and c odes . 
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The representation of figure 8 points out to the fact that a .morphene 

is comparable to a partition pair. Hartmanis 1 t ·heory 6,7 may be considered as a 

particular case of our n-ary algebra_, which appears as an interesting and 

power~l tool, unifies different logics and brings original results in these 

d omains. 

It is interesting to notice that Boolean algebra is the particular 

case for n = 1 of this 1;1-ary algebra. This must not surprise, since Boole 

worked only one true propositions where the veracity is ind~ed a 1-valued 

object. The falsity of a true proposition is the trivial impossible case 

allowing without any constraint any logical speculation. 

The considering of degrees of freedom is more normal than the consi­

dering of states since there is a correspondence between each hypothesis we 

may arbitrarily state on a system and the constraints this hypothese requires 

which may be easily deduced from the expression of the problem. 
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a1,o2 o1,o3 c:2•03 
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3 10 ll 01 

Fig. 6 1 Codage des 4tats de.~ 

Md 
1,2,},4,5,6-1,2,3,4,5,6 
12,),4,5,6-15,26,},4 

~ 1),2,4.5,6-12,)4,56 
~ 14,2,},5,6-16,2,},4,5 
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. • 01) 16,2,3,4,5-1,2,) 5,46 8 123,4,5,6-1256,34 
M 124,},5,6-1256,)4 
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a. 1311,2,5,6-1256,)4 
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' ~ 136,2~4,5.;.12..3456 
1!' 145,2,'},6-1)6~2,4,5 
~ 1116,2,},5-146,235 
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-- ----------------------~ 12,3456-145,2}6 
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Codes a1 ,02 OJ. ,a2 . C:2 ,o, 
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oodage 02~ c3-c 13Xl+~. o,-a•3 

Fig. 7 1 Oraphea pour Ml 

Entr~es 

M) l\ X2 X) X4 

1 1 6 3 

.. 2 5 2 4 ... .. 
3 2 5 4 &; 
4 6 1 3 

5 3 6 1 

6 4 2 5 
Table '1'3 

Eft' eta 
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01._12,3456 .. .. 
02-135,246 M .. a. ... 
OJ-1)6,245 0 

~ 
J. 04-145,2)6 a. 
Ill 

C5- 146,235 Cl) 
Ill 
:I .. 06- 12}4,56 '8 
0 c7 ... 1256,}4· 

Fig. 9 1 Codeuses pour 
M3 

l-: ~~ V ~-26 124 1~ 4 

. 156,235 256,257.567 

Fig. 10 1 Oraphes pour M3 
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RECOGNITION OF TOTAL OR PARTIAL SYMMETRY 
IN A COMPLETELY OR INCOMPLETELY 

. SPECIFIED SWITCHING FUNCTION 

R;yszard S. llichalski 
Instytut Automat;yk:i. P.U,Warszawa, Poland 

1. Introduction 

At the stage of the structural synthesis of a switching cir­
oui t, Jmowledge of the s;ymmetry properties of the sw1 tching 
function has proved to be Ter'J valuable. P'irst, it we do not 
l1m1 t the structure of the circuit, the methods of designing 
the swi tc~ circuits that realize s,_etric functions are 
verJ simple -3; especiall,- when a circuit is constructed on 

. 1 3 
such elements as relays or threshold elements • It we are 

1Dterested . iD obtaiDiug a lliDiu.l.-coat two-lnel · nitchiDg 
circuit, coDstra.cted OD come11tioDal gate-t,.pe nitchillg ele­
IMDts "or", "ud", "Dot• the problea arises of . dete1'1liD1Dg the 
minimal normal sum-of-products fora. 

Resolving of this problea can be 4•5 essantiall,- simplified, 
once we have the i.Dtormation that the function is symmetric. 
This fact is particular!,- signif'icant, because as a result of 
Kazak:ov~s wor~ 6 , the class . "ot switching fUD.Ctions possibly 
processing a arn•al D1Dlber of priae iaplicuta, poteDtially 
the most ditficul t to m1 n1 m1 ze t is iDcluded iD the - cl ass of . -
S1JIIIIletric tuDctioDs • Sylaaetr,r iDforaatioD is also useful for 
showiDg equi valance between two multiple o~tput switching func­
tions. And most of the gates used toda7 to realize switching 
ciroui ts produce symmetric functions. 

A number of works have been devoted to the problem of re­
cognizing symmetry iD switching functions 7-12• The majority 

* !ssuming that the class of symmetric functions includes 
the functions symmetric with respect to the literals, i. e. 
unprimed or primed variables (or functions f(x) = x and 

f(x) = x ). 
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symmetry ~ a of these works deal with recognizing total 
switching function. Kukhopadhyay 10 describes a method for 
determining the total or partial symmetry sets of a completely 
specified swit~hing function which uses n or (~) respect-
ively so-called "decomposition charts". Schneider and Diet­
meyer 12 describe a computer-oriented method for recognizing 
symmetry in a completely or incompletely specified (multiple 
output) switching function which involves performing certain 
operations on the rows of an array which represents the given 
function. This method deals with recognizing symmetry with re­
spect to (unprimed) variables. 

~e present paper describes a method for recognizing total 
or partial symmetry with respect to the literals in a (single 
or multiple output) switching function which may be completely 
or incompletely specified. The method represents a new ap­
proach which is based on the use a certain two-dimensional to­
pological model of a function, the so-called function image 
T(f). The use of this model allows the metho4 to be easily ap­
pli~d in hand (for n~ 7-8) as well as machine calculations. 

2. Notation and Definitions of the Basic Terms 

Let _2j = ( cu1 ,_ ••• , wn),j e. {o, 1, ••• , tfl- 1}, cui e 

e {o, 1}, i = 1, ... ,D,~ote a aequeDce of values of the iDput 
n 

variables X.,, ••• , ·Xn aiJd assume further tbat j = L w i ~i. 
i 

Let .2 .. { 2~} be the set of all such sequences n Qj • 

·Let Y k = ( 11 , ••• , lm) , k e { 0, 1 , ••• , .3 - 1 } , '1 i e 
e { O, 1, i!} , i = 1, ••• , !1 , where i! represents an unspeci­
fied ("don't care") value, denote a sequence o:r values of the 
output variables .y1 , ••• , Yn and assume further that k = 

~ ,1\ ...n-i " {~ i' if )'i = o, 1 { } = L__, 1":; , where '1i = • Let Y= Yj 
i=1 2 ' if 1i = i! 

be the set of all such sequences Y j • 

A multiple output switching function f is then defined as 
a mapping from S2 into Y ( f : Q - Y). For our considera-
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tions now we assume that m= 1,- but later we will show how ·to 
extend the method for the case when m > 1 • 

Let · 2°, Q 
1
, .2* denote the sets of sequences Q j for which 

:t( Q~) = o, 1,. res:pectively. If 2* = e, where e is the 
empty set, then the function f is completely specified and 
i:t Q* -J 0 \ .t~D t" is iDcoapleteq specified. m iDcompletely 
specified function f determines a set 4> (f) - ~ { f[} of com-

* . c(Q*) pletely specified functions fi , i = O, 1, ••• , 2 - 1 , 
where c( 2*) is the card1nality of the set Q*. These func -
tions f{ are determined b.f all possible partitions of the 
set -.2* into subset .2*0 and 2*1 , such thAt :ti (5'2*0 ) = { 0} 
and fi ( 2* 1 ) = { 1} • ' 

Definition 1: .l :tunction f(:~:.t, ••• , ~) is said to be ~-

ll!!triC with .respect to the set ot liter!J.s X =·{ X:1} i e I . 

where I £{1, ••• ,n}, 6ie{o, 1} and x;i ={:i• if 6i = 1 ; 
xi' i:t 6i = 0 

i:ts . 

(1) i:t Q* = e , then the :tunction is invariant With respect 
to a:rq permutation ot the literals o:t the set X ; 

(2) i:t g_* -J e t then in the set 41 (f) ='{ fr} there is at 
least one function tf which satisfies condition (1) • 

.l set of literals X with respect to which the function f 
is a,mmetric we will call a U!Mtrl set of f • If X is a 
SJ'IIIID8'tr7 set of f and X is maxjmal under inclusion among 
the sp~~~~&'tr7 sets of X , then we will s~ simply that ~ is 
a maxjmaJ s:v-trz set. SJ1111D8'tz7 sets of f of largest cardi­
nality amQng the Sp~~~~S'tz7 sets of f will be denoted ~· If 
c(x_) = li , the :tunction .f is ·said to be totally symmetric, 
it 1 < c(x_) < n , f is said to be partially symmetric • 

. If X = {~~. ;xf1} is a s;ymmetz7 set of the :tunction f 

then, according to de:tinition 1, ~kcan be permuted with xfl 
and x!l with X:k ~~ t&out ohangj ng the function f , if f 

is completely speciff~·· or if f is incompletely specified, 
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without changing some functions f~ in the set ~ (t).We will 
denote the set of all such functions fi by ~ k,l • The rela-

tion saying that the literal X:k is permutable with xtl 

without changing the function t is written (~bJc -v x~l)t.If 

f is incompletely specified then <X:k rv xf'l)f will be writ-

ten to mean that the set 
If functions of the set 

41 k, 1 defined above is not empt;r. 
~ k, 1 are determined we write 

is easy to prove . that the relation "-J is 

reflerl ve , symmetric and transitive, but in the case 2* ~ 0 
transitivity is understood as 

When X:= { x~1 , ••• , x!m} is a symmetry set, a relation 

can be defined analogously to the above. 

The elementary symmetric functions are: 

S f.. 6, 6 ) f- cs, 1-62 1-6 
0 \X 1 ' ••• , Xn n = X1 . X2 • • • X n 

s1 Gtl, ... ,x:n) =xt1 x1-62 . . . x1-6n v x1-61 x62_x1-63 .•• x1-6nv ... 

Each totally symmetric function is a sum of a set of ele­
mentary symmetric functions and can therefore be written in 

the f orm S.A. (X), where X = { xf4 i=1 , ••• ,n is a 

set of the function, and .A. = { ai} i=1 , 2 ,... is the 

symmetry 

set of 

i ndices of the elementary symmetric functions whose sum is the 
gi ven function (the so-called a-numbers set). It is also well 
known t hat: 

(2) 
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A 

= { xti}, 
/\ /\ f'} /'\ where X 6i = 1 - 6i and A= a . , ai = i ~=1,2, .•• 

= n- ai . The function SA(x1' . .. ' xn) i s written sn 
A 

Any switching function may be written in the f orm of the 
following matrix: 

A 

[ tv ,h] v=O, 1, ••• , 2 [~] -1 T(f) = 

~~] 
h=0,1, ••• ,2 -1 

. [~] 
~] where tv,h = f( Qj)' j = V•2 + h and is the entire 

n 
part of 2 • To the matrix T(f) there correspond in a one-

-to-one fashion a certain topological model called the image 
T(f) of the function. The image T(f) ·is dete~mined with the 
use of the n-variable logical diagram defined below. 

[~] n-[~] 
Let us divide any rectangle into 2 

2 
rows and 2 col-

umns according to the rules: 
(1) In the first step we divide a rectangle into two rows 

with a horizontal line. In step m each row obtained in step 
m-1 we divide into two rows. We execute [~] steps. 

( 2) The steps 00 + 1 , • • • , n are executed similarly as 
it was done in rule (1), but by division of the rectangle into 
columns with vertical lines . 

The lines which divide the rectangle in step i (i=1, • •• , n) 
we call the axes of the variacle xi • The intersection of any 

row with any column we call a cell of the logical diagram, as­
suming that the cell does not include t he points · belonging to 
any axis or the perimeter of the rectangle. To set of cells 
lying above x1 axis we assign the literal x1 and to those 
lying below the axis the. literal x1 • The axes x1 ,~, ••• ,xi' 
i = 1 1 2, ••• , [~] - 1 , divide the rectangle into 2i sets of 
cells . To the set · consisting of the cells of all the top halves 
of these sets described above we assign the literal xi+1 and 
to set consisting of the cells of all the bottom halves we as­

s i gn the literal xi+1 • 
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To the set of cells lyiDg on the left of the axis X 

[~] . + 1 

we assign the literal x~] and to the set of those ~ing 
+ 1 

on the right the literal x ~] + 
1 

The axes x ~J + 
1 

, • • • 

· ~· · x(~] + i' i = 1,2, ••• , n- [~)- 1, divide the rectangle 

into 2i set of cells. To the set consistiDg of the cells of 
all the left halves of those sets described above we assign 
the literal :X l and to the set consistiDg of the cells 

[~J+i+1 
of all the right halves we assign the literal xi+ 1 • 

Definition 2: The figure described above we call an n-var­
iable logical diagram (see Fig. 1 ~). 

The n-variable logical diagr~ is similar to the "tables~ 
of Venn 13, "charts" of Veitch 14 , "maps" of Karnaugh 15 and 
other diagrams. To the logical operations on the literals 
there correspond set-theoretic operations on the sets of cells 
assigned to these literals: to the product of literals there 
corresponds the intersection of sets of cells, to the sum of 
literals the union of sets of cells. The set of cells corre­
spondiDg to a product a o~ literals we will denote by L( a. ) • 

To a product. of n literals a :: x;1, ••• , ~n corresponds 
in a one-to-one fashion one cell e of the diagram. We have 
a= 1, when_the variables xi , i = 1, ••• , n, take values 

W 1 = 6 1 • Then the cell e corresponds uniquely to the se­
quence Qj = (w 1 , ••• , wn)' where cui= 6 1 and j = 

n 

= L wi~-i 
i=1 
Definition 3. The number of the cell e in an n-variable 

logical diagram is the number 1(e) = j , where j is the in­
dex of the sequence Qj to which correspond~ t he cell e • 

The cell numbers 1(e) are distributed in the logical di-

~ In this figure a given variable x1 is written beside 
on~ one of the xi variable axes. 
~ Not to be confused with the "diagrams" of Venn. 
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agram in an ordered manner.For instance in Fig. 2 is shown the 
distribution of cell numbers in a 6-variable logical diagram. 

Definition 4: The weight of the cell e in an n-variable 
n 

logical diagram is the number o(e) =LW i ' where w i' i = 
i=1 

= 1, ••• , n, are elements of the sequence QCY(e)' 

The weights of the cells are located in the logi_cal diagram 
in a certain characteristic order. Fig. 3 presents the example 
of the distribution of weights in a 6-vartable logical diagram. 

To each cell e in ·an n-variable logical diagram let us 
assign the value f( Q~(e)) where f(x1 , ••• , ~) is a given 
function. 

Def±Dition 5: The set of all cells of an n-variable logic­
al diagram with values assigned as described ab~ve we call the 
image of the function f and denote by T(f) • 

If e is a cell in T(f) to which was assigned the value 
p , we will say simply that e e T(f) has value p .We define 
pP = {e e T(f) : e has value p} , where p = 0, 1, ~ Let 

oc 1 = 1\ xfl and oc 2 = I\ x~~ 
i e11 i e 12 

where I 1 = I2 ~ {1, ••• , n}. 
1 2 1 

Def~tion 6: A pair of cells (ej, ej) , where ej e L( OCj) 

and e j e L( cx2) are called a pair of corresponding cells in 

if 1 2 ~ .... 1 ~ 2 ..n-i 
L( cx 1) ~ L( ~) a'(~j) - ~ (ej) = /___. ( oi - 1:1 i)~ 
where I = 11 = 12 • i e I 
It can beseen that corresponding cells in L( Ol 1 ) and L( oc 2), 

if I 1 = r 2 , we can make coincide by a parallel shift (see 

Fig. 4). 

3. Recognition of Symmetry in Completely Specified Functions 

3.1. Recognition of Total Symmetry 

A given function is totally symmetric if c(xm) = n. Detec­
tion of that fact is based on the following theorem: 

Theorem 1: A necessary and sufficient condition that a f unc-
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tion f( x1 , •. • ' :xn) be t otally symmetric is the· existence of 
a s equence 6:= ( 62 , 63 ' ••• t Gn)' Gi e {o, 1} , such that 

V (i E {2, n} ) ' (x1rv 
6• 

•• • t xil)f 

~: Sufficiency: This r esult s i mmediately from the fac t 
that the relation ~ is transitive. Necessity: According t o 

{ - 6 2 6n} · for mula ( 2) , if t he set x1 , x2 , •• • , xn ~s a symmetry set 

{ 1-62 1 6 ] then the set x1 , x2 , • •• , xn- n i s .also a symmetry set. 
Ther ef ore i f the function is t otall y symmetric, ther e exists 
the symmetry s et i ncl uding the lit eral x1 .Suppose then f is 

{ 62 Gn} t otally symmetric and x1 , ~, ••• , xn i s a symmetry set 
of f • Then clearly 6 2 , • • • , 6 n is a sequence with the, 
desired property . Q.E.D. 

This t heorem is also valid if we permute in any way the in~ 

dices i e {1, 2 , ••• , n} of the lit erals xti . 

Theorem 1 shows that t esting whet her t he functi on f is to­
symmet r ic cons ists of t esting f or symmetry with r espect to 
certain pairs of lit eral s . The mi nimal number of pairs to test 
i s n- 1 and maximal 2(n - 1). 

Let us expand the function f (x1 , •• • , ~) with respect to 
t he vari abl es xk and x1 , k ,l e {1 , • •• , n} , k # n: 

where f~ ,l = f(x1 , • • • ,xk_1 ,w~,~+1 , .. . ,x1_1 ,wi,x1+1 , ••• ,~), · 
i = 0 , 1 , 2 , 3, i = 2W ~ +' W i . 

6 6 Theorem 2: A. (xkk rv x1 l)f where 

if and only i f f~ ,l = f~,l 
6 k # 6 1 ; 6k' 6 1e{o,1} 

(a) 

B. (x~kru xfl)f where G k -1. 6 1; Gk ' 6 1 e { 0,1} 

if and only i f f~ , 1 = f~ , 1 ( b ) 
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Proof': 
A. If' (a) is satisfied by transformation of' the formula (3) 

we obtain: 
-- 0 - - 1 3 

f'(x1 , ••• , xn) = ~~tk,l V (~::1), V ~~)tk,l v ~~f'k,l 

This equation shows that permutations (~:~) and (~:~)do 
not change the function f' , that is <X:k 'V xf1 )f' in case 
6k = 6 1 • If' (a) is not satisfied, then the above permuta -

tions change f' , proving the necessity of' (a). 
B. This can be proved analogously. Q.E. D. 

Conditions (a) and (b) can be easily checked using the im­

age T(f') • The images T(t!,1) , i = 0,1,2,3 , are determined 
by the subsets of' the image T(f') consisting of' the cells of 

i 61 f!,i . . 
L = L(~ k ~ 1 ) , whE!re i = 2 <5 ~ + 6 t .Such su'bsets of T(f ) 
we will denote b,y ~ 1Cf'). Condition (a), (b) is then equiva-

•1 • 2 0 • 3 
lent to t~e relation Tk,l(f') T Tk,l(f'), (Tk,l(f') ~ Tk, l(f)) , 
where by = we mean that corresponding * cells in Tk1 

1(f') and 
2 · •o -"~ ' 

Tk,l(f') (! k,l(f') and Ti,l) have the same value.When the con-
dition (a) is satisfied we say that f has symmetry of the 
first kind and when condition (b) is satisfied that f has 

symmetry of' the second kind with respect to the pair of' var­

iables {~, ~1· 
Fig. 5 presents algorithm S for testing the total symme­

try of' the function t based on theorems 1 and 2. The sign 
:= is used as in Algol (it denotes that the variable on the 
left of the sign takes the new value resulting from the opera­
tion written on the right). As a result of algorithm S, we ob­
tain the answer whether the function f' is totally symmetric 
and in the case of' a positive answer, a symmetry set 11n is de­
termined. In general the function f may have a number of al­
ternative symmetry sets x!, i = 1, 2, ••• , whose difference 
from one another is that contain different litterals of the . ~ ~ 

By corresponding cells in Tk,l(f') and Tk,l 
p1 

p2 = 2,3) we mean corresponding cells in L and 
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same variables. To determine all sets x;, we modify algorithm 
S , so that both condition (a) and(b) are tested for each pair 
of variables <X1• xi) , i = 2, 3, ••• , n. 

In the case of hand realization of the algorithm it is more 
convenient to adopt a different order of testing for symmetr7 
with respect to pairs of variables, namely to test for symme-

t;ry with respect to pairs: CX1, x[n~ ) , (x1 , xGn~ ) , • • • , 
- +1 - +2 2 2 

(~, ~), (~, x[~]+1 ), (x3, x[~]+1 ), ••• , (x[~], x[~]+1 ). In 

this case the sets of cells whose values we compare to test 
for symmetry are .characteristically located in the diagram and 

are easy to define (see Fig. 6). 

3.2. Determination of the a-numbers Set 

If we have determined that a function f is totally symme­
tric then we _can represent it in the form S~(X), where ~ is 
the . set of a-numbers and X is the symmetry set. Having de­
termined that f is totally symme~ic, we will also have 
found a symmetry set X = ~. Thus we need only to determine 
the set ~ in order to find the form SA(X) = f.Determination 
of this set is helped by the following theorem: 

Theorem 3: Let f be a function such that f= SA(X), X= 

= {X1• ~' ••• , xnl' A £{0, 1, ••• , n}. The set F1 is the set 
of all cells e E T( f) having weights cS (e) e A • 

Proof: Recall that F1 is the set of all cells in T(f) ~th 
value 1. Let A: {aih.=1 , 2 .... • Because SA(X) = f nthen f = 
= V S (X). A function Sa (X), a1 e A has <a ) com-

a1 eA ai 1 i 

ponents, each including ~ literals x1 and n-a~ literals 
xi • To each component there corresponds the sequence Qj in­

cluding ai ones'and n- ai zeros, so the weights of the 
cella corresponding to those sequences are o(e) = ~· As the 
function f is a sum of Sa , i = 1, 2, ••• , then p1 con­
sists of all cells, which i have weights o(e) E A. Q.E.D. 

Theorem 3 is illustrated by Fig. 6, which shows the image 
of the function 8~, 3 (the cells of F1 are dark). Due to this 
theorem the determination of the a-numbers in case the symme . 
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t17 set is {xi} ,i = 1, ••• , n, may be accomplished b;y the next 
operations a 

1 • Determination ~ a certain mi n1 ms 1 set of cells E = { ei) 
such that the weights &(ei) exhaust the set of all possible 
values of the a-numbers i.e. the set { o, 1, ••• , n 1 . 

1 1 2. The test showing _which cella e1 belong to_ F .It ei e F 
then ai = &(e1) e .l • 

It can be easil)" proved that E = ~ u ~· where ~ consists 
~ the cells e , which have n~ t(e) = i"- 1, lt = 0,1, 
••• , n - rnJ and :B.y-n consists ~ the cells e , which have 

n-ti]+k . 
na:aben 7(e) = 2 - 1, lt = 1, 2, ••• , [~] .!he set ~ 
is included in the set H = L(i., , ••• , i [~] ) consisting of the 

cellsl)"ing in the top row. ~ the diagram. !he set Ey is in­
cluded in the set V = L(xf~l , ••• , ~) consisting ~ · the 

lil+1 
cells l)"1ng in the right hand · coliDIIl of the diagraa. J'igure 7 
shows the set E = ~ u ET in the 6-variable logical diagram. 

Let us now asswu that the Qame~ set X. = { :z:ti 1 , . i = 
= 1, 2, ••• , n, includes at least one literal ~ • To reduce 
the present case to the preTioua one . we lli.ght construct an im­

age T # (t) which consists of the cells of a logical diagram, 

whose variable axes are ·xi_ , i = 1, ••• , n, where 

The image T'(t) can be constructed rroa T(t) b7 success­
ivel,- replacing the sets of cells in T(f) which were assign­
ed the literal ~ bi those which were assigned the literal 
~ and vice versa, for each i such that 6i = o. 

For determination of the set A we need onl,- test the val­
ues of the cells ~ E , which are included in the set of 
cells of top row H and right hand column V of T•(f).There­
fore it is enough to perform replacements described above in-

side the set L{~-•'. ••• , x'~Jl])~or literals i,_e X, l~)+1..; 
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~ i ~n and insi de the set L(x[ n , •• • , ~0) 
~J+1 

for literals 

ii E X , 1 ~ i ~ [~] • The sets s o obtained will be 
row and. right hand column respectively of the image 

which we seek in order to determine A • 

3.3. Recognition of Partial Symmetry 

the top 
T'(f) 

A given function f(x1 , ••• , Xn) is parti ally symmetric if 
1 . < c (~) < n • Determination of all the maxi mal symmetry sets 
X~ , i = 1, 2, ••• , of function f may be easily accomplished 
when all symmetry pairs are known. The followillg implication 
is helpful here: 

( 4) 

where Xa represents a literal xa or a sequence of liter -

als connected by s ign N 

gously. 
and ~- analo-

This implication result s immediately from the transitivity of 
the relation rv • Fig. 9 presents algorithm sP for the de­
t ermination of all the symmetry pairs of the function f. Be- . 
cause t he relation AJ is transitive, certain operations of 

this algorithm may be omitted: if (x:a.rv ~b)f and(x~a rv x~c)f 

then also (~b rv x~c)f and testing for symmetry with respect 

to the pair { ~b, x;c} is. superfluous. When f is totally sym­
metri~, algorithm sP i s equivalent t o algorithm S, in which 
for each pair of variables both conditions (a) and (b) are test­
ed. 
3. 4. Determinati on of an Algebraic Form of a Partially 

Symmetric Function 

Let X = {xri} i E I where I c {1 , • •• , n} be a symmetry 
set of the f unction f(~ , • •• , xn)· Let us assume,without loss 
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o~ gen.erali t;r that I = { 1 , 2, ••• , m}, 1 < m < n. Generalizing 
Shannon's 16 formula to the case o~ s;ymmetry with respect t o 
literals, the ~unction f(x1 , ••• , ~) may be written: 

• 
f(~' ••• t ~) = V Sj(X)f j<x..-1 t XDH-2' ••• t XD.) (5) 

j=1 

{
1, 

••• ' ~)' w i = 
O, U x1 E X 

{

0, U ~ E X 
- , for i = ;)+1, j+2, ••• '· a, 
- 1, i:t iiE X 

~or i = 1, 2, ••• , j ' 

If we have ~ound the mayimel spimetry sets r 0~ the func­
tion f(~, ••• , xn) ~or xi we can determine the form (5) • 

Functions fj may be determined ~rom any algeb~aic form of the 
function ~ • 

~. Recognition of Symmetry in Incomplete1y Speci:ties Functions 

Let f(x1 , ••• , ~) be an incompletely specified function • 

. . .. . ' . . . 6k 6t 
The function f is symmetric with respect ~o the pair (xk,x1). 

if there exists a non-empt;r set 4> k,l £ cl>(~), such that for 

each ~ e <Pk,l 

(a) T~,l(~) T~,l(~) u 6k = 61 . 
or 

(b) T~,l(~) . Ttl(~) i:t 6k -t 61 

Let us assume that 6k = 61" Let { e~, eD ' j = 1, 2, ••• 

-D.-2 k 1 J/1. 1 2 .... d ••• , ~ , ej E Tk,l(ri)' ej E Tk,l(ri,) be the sets correspon-

ing cells in T~,l(~) and T~,l(~) • The set cl>k,l is determ­
ined (with a certain restriction - see row 3 in the table below) 

by an unspeci:tied function fk,l , whose image T(fk,l){ kreslfts 
from the image T(f) by realization on each pair ej' ej] 
of the following operations which depend on the values of the 
cells of this pair: 



'• 1 0 
2 1 
3 !I! 

4 0 

5 !I! 

6 1 
7 !I! 

8 0 

9 1 
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~ } values of e~ and e3 are not changed 

values are not changed, but tor each ~ e Cl>k,l' 

• } e~ and ~"e~ must have the same value 0 or 1 

0 values !I! are changed to 0 or 1 to obtaiD. equa-
!1! lity or values or e~ and eJ 
1 

1 contradiction, <Pk,l = 9 
0 

Prom this table we see, that a necessary condition tor symme-

try w1 th respect to the pair { ~k, xf1} is that the cells of 
no pair {e~, e~} have_ values 0 aDd 1 or 1 aDd 0 respectiveq. 
In case 6k ~ 6 1 the symmetry condition is analogous , but 
with respect to the pairs ot corresponding cells in Tk0 

1(t) 
3 . ' and Tk, 1(t). 

From the above collSideratiollS it follows that for a given 
image T(f) and values of 6k and 61 the set 4> k,l can be 
uniquel~ determined from the ordered triple (C~, 1,c~,l, ~,1) 
where C~ 1 is the set of cells whose values change from !I! 

(in T(f)~ to 0 (in !(fk,l)), c~,l is the set of cells whose 
values change from • to 1 and ~ 1 is the famil~ of sets 
{ e~, e~} such that cells e~ and ' e~ of each set have in 

T(t) value • • The cells of _evecy set { ei, er} e ~,l in 
the image of each t! e <l>k 1 must have the same value 0 or 

. ' 1 • 
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~: 

Ieoesai:t,-: Let 1lS aasa.e tbat <X:~"' xtl ""x!"'>t• Then there 
aists a Jl011-e11Pt1 +k,l,m s. et> (t) sach that. f'C!r _,ach ~ e 

e .• k, i,a tM set { 4k , 41 , x;m} is a .,_atry set. .l.ccord­

iDg to (1) ct>k,l,a = <Pk,l n +1 ,a • It (a) or (b) is not 

true, there a:ists e , which in the !age .ot ever,y ~ e 4> k, 1 
has the opoeite Tal.ae than in the image of' ever,y ~ e <Pl,m" 

lroa this it follows that 4>k,l n 4> 1,. = e and 4> k,l,m = 

= 0 , contrar,y to oar assU!p'ti.on.. It (c) is not true, there ex­
ists a pair ~ cells, which tor each fi e cpk ·1 have oppo­
site and tor each ~ e 4>1,.. have equal value~ or vi~e versa •. 

Proa this al8o follows _ that. tE,l,a = 0 • 
Sa:UicieDCTo !he sutticiac,- of conditions (a), ·(b), (c) we 

11111 prove b7 ths coDirtruc'ti.on Gt 4> k,l,a • 
0 0 0 0 " 1 1 1 1 

Let Ok,l,a = ek,l u el,a u er aDd. Ck,l,a = ek,l u 0 l,m u er 

where ~ is the set ~ all cells e~ sach that 

\;f•~ 3 (e~ e c~,l u et.>, { e~, ·~} e ~.1 u ~,. 
c~ is the set ~ all c~lls e~ such that 

V'•~ 3 (e~ e e~, 1 l: ci_.>, {e~, ·~} e ~,l u Rl,m 

Let R~,l' ~,1 .£ ~,l denote the sets containing those me.m­

bers ot Rk,l which cont8.in. the cells e~ and e~ respec­

tive!~. Let R~,m and Hi,m denote analogous subsets ~ ~,m· 
. 0 1 0 1 

Let ~ = ~,1' <Rk,l u Rk,1> and ~ = Rl,m' (Rl,m u Rl,m) • 
Let ~,l,m = ~ L..J ~· where w denotes the following two 
step operation: 

1. The set R1 u R2 is determined. 
2. J.:ny pair of members of &, u R2 whose intersection is 

non-empty we combine to form a new single member which is the 
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sum of these members . We then repeat this operation on . the 
newly obtained set in successive such steps until we obtain a 
set each two of whose members have void intersection. (In the 
case we now consider this process ends after one step). 

0 0 1 1 
If (a) and (b) than (Ck,l u c1 ,m) n (Ck,l u c1 ,m) = 6 (i). 

If (c) than c~ n (C~ 1 u ci m) = o (ii) and c~ n (Ck0 0
1 u 

' ' ' 
u c~,m) = e (iii). 

Because the members of Rk,l u ~,m including any cells of 

c0 u c1 u c0 u c1 are disjoint then cr0 n cr1 = e (iv). k,l k,l l,m l,m 
From (i) - (iv) it follows that 

CO n c1 = 0 
k,l,m k,l,m 

Let T(fk,l,m) denote the image of f we get after . k,l,m 0 changing in T(f) the values of cells ck,l,m from * to 

0 and values of cells C~ 1 from * to 1.Let {ti}ie I , 
' ,m k, l,m 

{ 
c(Q*) } Ik,l,m f 0, 1, 2, ••• , 2 - 1 be a set of completely 

specified functions whose images T(~) we get by changing 
the values * of cells of T(fk.,l,m) in. every possible way to 
0 or 1, but assuming that to cells of every set of the family 
Rk,l,m we assign the same value 0 or 1.For each function ~' 

i E Ik,l,m we have the relations (~K rv :x:fl)~ and (:x:i1 "':"' 
i 

that (:x:;k rv xf1 rv :x:;'") ~ .Then 
i 

6 . 
rv ~m) f!!' From this it follows 

l. 

we have <f> - { ii!!} k,l,m - i i E Ik,l,m • If . there are no cells in 

T(fk 1 m) having value * than 
' t -

~ consists of only one k,l,m. 
function fk,l,m • Q.E.D. 

From the above · proof of sufficiency of theorem 4 it results 
that the set <P k 1 m is uniquely determined by the triple 

0 1 ' ' (Ck,l,m' Ck,l,m' ~,l,m)· Theorem 4 gives conditions for ob-
taining three element symmetry sets from two two element sym­
metry sets whose intersection is non-void. We now generalize 
this theorem as shown below. 

Let A= {a1 , ••• ,ap}• B = {b1 , ••• ,br}• A,B <; {1, ••• ,n},p,r~ 
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~ 2, and .l n B 2 { k} • Let X A and ~ be sequences of lit-

erals connected by <~>a., 
X~ "-l • • • ~br 

r 

respectively. Let us assume without loss of generality that 

a., = b1 = k. Now assume that (X.A)f and (~)f and that we have 
0 .. ~ 0 1 determined the corresponding triples (C.l,c.l,R.l) and (CB,CB'~)· 

Theorem 5: (X.l)f A (~)f:::::? (XAu B)f if and only if 

(a) c~ n c~ = e 

(b) cl n c~ = e 
(c) ~ ( ( c O, c 

1
) E C~ X C 1 U C~ X C~) 3 ( ~ E RA U ~) , 

tco, c1~ £ ~ 
Theorem 5 can be proved analogously to theorem Jl:• As in the 
proof of sufficiency in theorem 4 we can determine a triple 

0 1 ~ 
(C.A.u B' CAu B' RA.u B). This triple describes the set :! A.uB£ 
S 4> (f) of completely specified functions for which (:X:AuB)"' • 

"'AuB 

As we have seen above it is easy to determine the symmetry 

G. 6· 0 1 
pairs (xi 1, xjl) and their corresponding triples (Ci,j' ci,j' 

Ri,j) using the image T(f). Once knowing all such pairs and 
triples for f we can by virtue of Theorem 5 compute all max­
imal symmetry sets of f and their corresponding triples. It 
is also possible to compute the maximal symmetry sets of f 
using only the image T(f) (by making the proper assigments 
of the values ~ in T(f) for each symmetry pair we test in 
using ~gori thlll sP ) • But in this case we must use one "copy 
of the image T(f) for each maximal symmetry set so obtained. 

Let us assume now that f is an m-output incompletely spe­
cified function. It is then equivalent to the set of one -out­

put functions { y j} = { f j(x1 , ••• ,~1}, j = 1, ••• ,m. If we de­
termine the symmetry sets { x3} then, as it is easy to 
prove 12, all symmetry sets of f are the intersections of 
symmetry sets ·picked in all possible w~s from each { ~}, j = 
= 1, ••. , m. 
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5. Ccmcl!lliOB& 

'!he :_thod t~ recoga.iti.on ar s,-tr7 dellcribed ill 1oh:U 

paper ~ be eaai~ pert~ ~ baD4 calcula.ti.OD8 tor coaple­
teq specified tuactioas up to 7-8 'ftriablee. Il1 tbe cue ar 
i.ncoapletel7 specified functions becau.se ill ad41t1.on w ..t 
assign values tor • , - ~he practic:U~ ot t111B .. thod depeDds 

also on the card1nal1 t," ot Q a • 

In ~~~&chiDe calculati.cma ~ •thod can be carried out ~ 
the use ot -.trices and aubaatrices correaponcu ng 't:o the 1»­

ag&s ~(t) and _ ~,1(t), i = 0, 1, 2, 3 ~ti~. Opera­

tions inTol viDg the cOIIpUiacm ot ~~&tricee 1lldch ee aaed ill 

this method are suitable tor c11gital co.putera, earpecial.l7 ot 
the parallell ~. · 

.&.t the end it is worth noting tbat the notion ot the iJIIage 

~(t) described in this paper is aaetul alao tor ~is and 

QD.thesis of ~ type ot switchiDg circuits, in pe.rtic.ol.ar (as 
1? . 

was partl;r shown in work ) for the ~ ot winimal 

forms of switching functi.ona. 
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