


INTERNATIONAL FEDERATION OF AUTOMATIC CONTROL 

Optimal Control 

TECHNICAL SESSION No 7 

FOURTH CONGRESS OF THE INTERNATIONAL 

FEDERATION OF AUTOMATIC CONTROL 

WARSZAWA 16- 21 JUNE 1969 

Organized by 

Naczelna Organizacja T echniczna w Polsce 



Paper 
'No 
7.1 su 

7.2 PL 

7.3 GB 

7.4 PL 

7.5 su 

C o n t e n t s  

Bibli
o
teka 

P
o
iiiirllillii lil�

fliiiili

iej 

1181030 

Page 
- F.M .. Kirillova, R.Gabasov, I.A.Poletayeva S. V.· 

Churakova - Controllability and Synthesis of Opti.-
mum D ynamic Systems . . . . . • . . . . . .  :............. 3 

- Cz. Olech - Integrals of Set Valued Functions and 
Linear Optimal Control Problems . . . . . . . . . . . . . . • . . 22 

-

-

-

J. C. Allwright - Optimal Control Synthesis Using 
Function Decomposition Techniques.' ............ 

S. Raczyliski - On the Determination of Emission 
Zones· and Optimum Trajectories of Nonlinear 
Control Systems ............................... 

A. I.Propoy - Of Multistep Games .............. 

Wydawnictwa Czasopism Technicznych NOT 
Warszawa, ul. Czackiego 3/5 Polska 

Zaklad Pollgraflczny WCT NOT. Zam. 35/69. 

36 

49 

67 



3 

УПРАВЛЯЕМОСТЬ И СИНТЕЭ ОПТИМАЛЬНЬ� . -
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Ф.М.Кириипова, И.А.Попетаева,· 

С.В.Чуракова, Р.Габасов 
Белорусский государственный Универси�ет им.В.И.Ленина 

с с с р 

Техника получеви� ;,вдамевтапьвого·резупыата теории опти­

мапьвых процессо� - привципа максимума А.С.Повтрвгинв [I]в 

настоящее время р�з вита настоnько основательно, что необходи­

мые условия оптимаnьности можно записать nрактически двя июбоИ 

задачи оптимизации в обыкновенных непрерыввнх динамических си­

стемах. Постепенно привцип максимума переносится ва объекжы, 

описываемые уравнениями, отличными от обыкновенных х8фференци­

аnьвых. В последние годы в связи с оптимизацией траекторий ко­

смическ ой навигации, а тахке дnя изучения скопьзящвх реаимов 

начала развиваться теория особых управnевий. Усииипся интерес 

и к исследованию других вопросов теории оптимапьвых процессов. 

Эдесь следует отметить рабо!Н по управnяемости, по вопросам су­

ществования оптимаnьвых управnевий, по достаточным усиовиям 

оnтимальности, по вычислительным апrоритмам теории оптимапь­

ных процессов. Последвив пробnема, а такzе величие опецифичес­

ких задач оптимизации возбудили интерес к теории опт�апьвuх 

процессов в дискретных системах. Новейшее развитие теории оп­

тиuальвых процессов связано также с теорией диффереициапьнкх 

игр. 

В настоящем докладе приводятся результаты авторов по раз­

личны м аспектам теории оптимизации систем управления, попучен­

вые с помощью двух методов. Первый метод ( метод приращевий[2]) 



основав на исследовании прираще'вий скалярных и векторных фун­

кций, задаввый ва траекториях динамических систем. В основу 

второrо метода lметода функционального анализа (3] ) nоложены 

различные теоремы и факты функционального анализа. 

§ I. Управляемость 

Пусть дана система 
oi� ;;ji =j(Х,ц), f(O,O)=O, .X={x1, ... ,.xn.J• (I) 

где х, - фазовые координаты, характеризующие состояние объ-

екта, ц • ( цt> . •• , ц.z J - управпяющее воздействие, t- время. 

Определения. I. ·состояние .Х0 системы (I) назовем уnра­

вляемым, если существует такое кусочио-непрерывное уnравление 

ц( t) , что траектория .:t: =�с� •• ц, t) систе.uы (I), соот-
ветствующая управлению ц • ц с t) 

.x(t.)•X0 , .хс}>•о , t,<,.oo • 

, удовлетворяет условиям: 

�. Систему (I) назовем вполне управляемой, если для любо­

го 't' 1 'i: :: tf- с о , 1: 7 о , нацется число . «. =о( ( t:) > о 
такое, что все состояния .:с., к�.'' � « , Т- управляемы. 

Исследование этих свойств начнем с системы 
с{ :;с 
-;jt = .11..::.: + !J(ц). 

Эдесь . .:t:= { ::r.1, .. . , ���J ц а[ц1., . .  ,цt} , Л- пос-
тоянная матрица, 6(ц) - непрерывная функция. 

(2) 

Пусть Q( o:l) выпуклая ·оболочка множества t 6( и.) 1 11 и. 11 � � J · 

Обоз�ачим через & ,1 ... , в" базис мини.uальноrо nодпространства 

(размерности q, .. 'i ( .l) ) , содержащего множество .Q ( cl). 
Методом приращения векторных функциИ можно nоказать, что 

спра ведпива 
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Теорема I. Система (2) вполне управляема оrраничеиныuи 

управлениями ( к ц ,, ,. о() , е сnи выполняет сА одна из сле;цую-

щих групп условий: 

А. I) ранr { B,.llB, ... ,Jt11-'8j=n, 8={6: ... ,6t]; 
2) начало координа� - внутренняя !�чка множества 5?(�). 

В. Для не·ко�орой матрицы С , сос�авлевной из венулевых 

векторов с : ... , с Р таких, Ч'fО с,'.··� с Р � S2 ( .i) и .(31 с '+···.,. 

r f>p с,. .. о, fJ, #о, ... , I.P 'i: о. :ввполняется условие 

ранr· {С, .fl.C, ... , .:ll11.,C} =л .. 

B�pas группа ус�овий ввляетсв необходимой для впопве уп­

равляемос�и системы (2) с 1чн � � • 

Э�а теорема может быть обобщена ва неотационарные сис�е-

МЫ. 

Для исследовании управивемости системы (I) рассмотрИJI ее 

линейную модель (2), rде , 

?J.f(o,o) Jl= --­�.x 

Теорема 2. Если 

ра нr { 8 1 ll 81 ... ) лl(- , в J = rz ' 

и начало координат является ввутреввеа �очкой множества S2(.t), 
то система (I) вполне уnравляема. 

Результаты по управляемости обыкновевИЬIХ динамических си­

стем можно перенести в некоторых случаях на системы о запазды­

вающим apryueнтou. Пусть дана система 
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ci:cctJ 
dt- = ./l.::c(r)�Bxct-lt.) -t-Cцrt), 

rде· k - постояввое запаздывание; начальное состояние 

задается соотношением 

:С0 (•) = { .X(t) = Y'(t), t0-ft .i f< fo, .:X(f0): .Х0]. 

Здесь 'J'( t) - непрерывная функции, -Хо - иЗвестный вектор. _ 

Еспи для системы (3) и вачальвоrо состоявив (4) выпоиве­

ны свойства из оnределений I-2, то в каждое из определений бу­

дем добавлять слово "относительно". Наприм�р, система (3) на­

зывается относительно управляемой, если для каждоrо вачальво­

rо состояния (4) из векоторой окрестиости вулевоrо элемента 

nространства непрерывных функций существует такое кусочио-не­

nрерывное управление, что .хс�1)==-о , t-1 < • ею 

При исследовании относительвой управляемости систем типа 

(3) важную роль иrрает определяющее уравнение, которое по прос­

тому правилу составляется с помощью правых частей уравнения 

0): 

Определяющее уравнение назовем вевырожденвыu, еопи 

равr { 'iи:(.s), к=t, . . .  ;.s=t • . •. ,J=n.. 

Теорема 3. Для относительвой управляемостИ системы (3) 

�еобходимо и достаточно, чтооы определяющее уравнение было 

невырождево. 

Этот результат пеrко обобщается на веотациоварвые систе­

мы, ва системы с перемевныu: запаздыванием, на нелинейвые си­

стемы с запаздыванием. 

Следует подчеркнуть, что относительная управляемость в 

(3) 

(4) 



7 

пинейном случае уравнений с запаздыванием СВОАИ!СЯ к апrебра­

ической про�леме, также, как в !еории устойчивос!и исследова­

ние линейных сис�ем сводится к алrебраической проолеме. 

Сос�ояиие (4) системы с запаздыванием в момент t опреде­

ляется отрезком траек�ории, позтому AnR системы (3) естествен­

во следующее повятие. 

Определение 3. Система -(3) навываетсs попвостЪ» уnравияе­

uой, если для каzдоrо вачальвоrо состоявив (4) _ ваtАетсs конеч­

ный момент t1 и кусочно-неnрерыввое управление ц (t), to � f# t1 , 

такие, что траектория � Ct). удовлетворsет условию �с t) а о , 

t,- lt " t � t, • Mouo nоказать, что :в об111.ем 

случае из относительной управляемости не слеАует полная управ­

ляемость. Однако существует несколько классов систем, АЛЯ ко­

торых относите льна& управляемость влечет за собой поnкую упра­

вляемость. Например, 

:i:(t) = f3 X(t-IL) -t- С ц Ct) 
или 

с - неоообая матриnа . 

§ 2. Существ о1авие оптимальных управлений 

Управляемость А&Намических систем тесно евазава с эвАа­

чей существ ов ания допу стимых у правлений, УАОвпетвор� rpa-_ 
вичныu усл овияи. следующим вопросом, возникающим при исспеАо­

вании оптимальных процеосов в дивамических системах, являетсв 

проблема существ ования оптималъвш.t :Управлений. 

Пусть на_траектJриях системы ( !) задав, например, фуик­

ционап 
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::J(u) = 'J'(=crt-,J). (5) 
При каких условиях среди измеримых функции цсt) со 

�начения: и в заданноu uножестве U найдется управnение, 

доставляющее миниму�функционалу (5)! 
Известно, что уже в nростейших задачах оnтимаnьное упра­

вление uожет не существовать. 

Пример l. .::i:1 =и, ::i:. = ,х2, .:t: (о)=.х (о)= О, t"t! со, 1J, 
6 1 1 .r 

Цi:[u:·u.=�f}, ::J(ц)= .X�(t). 

Метод приращевиl скалярных функций позвопиет доказать 

ряд новых теорем существовании оптиuаnьвых упра:вnевий, в кото­

рщ известные ограничения типа выпукnости удается свить. На­
пример, оптимальные управления существуют в задаче: 

cl :C(t) -;н- =  ./l(t}.xrtJ-1- 8(t).:t:(f-lt.)rc(ц{r), t), 
· .X(t) = <Pct), to-lz � t .s to, 

� · .  
. . 

.::J(u) = (j)( .X(t1J) + / Г ,t_{:l:, ::(:(f-lr.)) -1- -f 2 (и. t)]ctt"-пт.irt t"o lf.-rt .J 'lФ1 Ч • 

если 

пакт. 

; 

� ( Х.), j"_ .. , ( х, и - вогнуты по {.:с, 11 J , И - ком-

На систеыы с запаздываниеu общего виДа 

d :r(t) -;:г = j(.z.ct), xct-ll (::с, и, tJ), (.L(f), t) 1 

Х( t).: (/)(t-), t Е So 1 Sc - начальное множество,· 

. tб) 
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удавтоя распростравить rеорему А.Ф.Фипиппова (4). 

§ 3. Привцип максимума 

Традиционная форма записи принципа максимума заметно те­

ряет свою стройность nри переходе от системы (I) к более ело­

иным. Пусть объект управления описываР.тся одной из следующих 

систем уравнений: 

d:c 
а) ci.t ::. j(:x=. и.. t), 

) dxct> · lt t б �=-j(::JC(t),:C(t- ),u.ct>. ) , h=h.(x,ц,t) 

г) R Л/(�. t).X(t) =j(.з:et),:i.ct), ... , :с'к)сt), цсt;, t), 

RN(:IJ,f)=.Jlo(t)�N+• .. -r.fiN{t), �= d� ' 

t-, 
д) .r(t) = f j(� ('l'), Ц('l"), r:. f) df" .. 

to 
Каждую из введенных систем представим в виде следующих 

уравнений 

�(:С(·), '.:cc·J, .. . , .х: rlJ(•), цс·), t) =о , t Е Т= fto, t,J, 

где символы JrL означают фувкциовалы, определенвые ва функциях 

.:rc•J2 { xct), t� т], u.c·J= [Цсt), te-T) 
• cfJ и производвых х(·), . . .  , х (•) 

На управлениях цсt) и траекториях .xct), tET, 

рассмотрим задачу минимизации фувкционала 
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t, 
J(u.) ==! f {О:, и.. t) dt ./ 'l.+f t. 

с поuощью кусочно-непрернвВЬIХ функций ц с t) , привимающих зна-

чения из ограниченного uножества И : 
U.(t)�Ц, tET. (?; 

Введем фувкционал 
� ; 

.J; r .xJ F> "J = f fP '("tJXr .х с·> •... , .х r(ь J. ц (·), t J d t -1 fп .. , r .:r. ц, , ; dt. 
� Го 

где 'j)Ct) - некооrорые вспомога'fельвые функции. 

Теорема 4. Длв опоrимального управленив ц•ctJ и соответст­

вующих ему в силу уравнений 

. 8'.1Z(.х:91�ц•) 8.1Z(.x:p:u•) -о =о s ljl(t) . - � З:(t) 

'rраекторий :ro(t), 'f•Ct) ВЬiполняется условие максимума 

S'U" л-(:Х � St'". ц•) . �� v�Ц tE� 
8� 

Su(� ' 

Эдесь EJ::cct) - вариационная провзводная в uоuент r от 

011" .Х' 
функции Х по функцияu .xctJ t t:- Т , Тц(;J означает вари-

ационную производвую второго рода, которая определяется с по­
,� 

uощью игольчатых вариации управления ц(� следующиu образоu: 

""' :J(u) 
J(U+Aц)- 'J(U.):: С. -т О(С) Sц(�) . , 

{ t.r-U(t), t� {"l9. $+ё.), LjЦ(t):: 
О , t � С S, S rf:). 

Уравнения (8) задают .х ос t), <f1°(t) , вообще говоря, 

лишъ на интервале (to,t1) (недостающие граничные условия зави-

(8) 

(9) 
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сят от конкретной задачи) -. Чтобы избавиться от необходимости 

каждый раз :выписы:вать граничные условия дпя переменвых �.�. 
рекомендуется уравневив �вихевии сводить к интегральной форме 

(д). Если :в уравневив движения входят пивейвве дифферввциапь­

вве операторы ( z.) J то дпи упрощении вычислений чпевв, соот­

ветствующие :в (8) э� операторам,цеп�сообразво :выделить. Урав­

невин движении систем управленки тогда записываются :в виде 

R"'( J:J, t) .:c(t); Х (�C·J, .:ёс-J, . .• , xmc·J. и<•J. t), 

а с помощью фувкциовала 

� - � 
3l(x, �и)=/ lfl'CtJX (.:се·), .•• , х ro(·J1(.1(•J,t)dt j fr+, (х. и, t)dt 

� 4 
необходимые условия оптимальности своА&тся к следующим соот­

ношениям 

Эдесь 

R'Y;t:),t).Xo(t)::: tiif{<X��:цo) 
s ljl(t) 

R*K( �� t) �o(t)::: 'i)X{.:C� JP� цо) 
б".хсr) 

8ц (tJ 

сопряженвые дифференциальные оператора. 

Форма (8), (9) необходимых условий оптимальности моает 

быть распространена ва задачи оптимизации для объектов управ­

пения, описыJаемых уравнениями относительно функций несколь­

ких перемеввых. Например, в задаче uинимиэации 

::J{ц)::: J/ fп., (::ccs,t),uc.s,tJ,s, t)cisdt 
c.J 
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для уравнения 

изменения в формулировне nриведеиного выше результата сводя�­

ся к замене одного аргумента t на два r, .s • 

§ 4. Принцип максимума дпя эхетремалей 

Принцип uaкcиuyua Л.С.Понтрягина задачу оптимизации 

функционала 

для системы (I), (7) сводит в нахождению эхстреuалей, т.е. х 

отысканию функций исt) , удовлетворяющих условию 

Н( .zctJ, lfJ(tJ, u.ctJ, t) = rn.a:z: H(.xctJ,prtJ, ц, t), 
Ц.� ll 

Х= о Hr.:r, iP, ц, t) . _ ЭН(.:r� rp, ц, t) "iV '.X(f;,):::O, SJ-�-- �.Х 'fV{t;)==-C. 
Выделение среди эхетремалей оптимальных управлений 

J_едставляет серьезную задачу, если число экатремалей Оеско­

нечно. Последняя ситуация может возникнуть уже в простейших 

задачах. 

п 2 д . . � ) () lри.мер • ана система: .х7=ц, .:c2=-.:r1 , �,(o)=x::ro = . 

Г= t: О , 1], Z/ = [ ц : 1 ц 1 � 1) , -::1 ( ц) = ;;r:z ( 17) • 

Среди экатремалеИ этой задачи находится следующме 

(IO) 

(II 

(I2 
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р.::о 1 ' > 

Нео6ходимые условия оптимальности �пя эхетремалей мохво 

сфориулировать сле�ющиu о6разом. 

Обозначим через H"rt) значение Н(.х "(t-J, $'-' "(th ц '(tJ, t 

:вдоль экстремального управпения ц "(t) 
:в си7iУ t_I2; траекторий :r:•rtJ, $-V"Ct). 

и ооот:ветствующу� 

'l'eopeua 5. Оптимальное управпение ц•сt) в лроцессах с ма-

пой про�олzительвостью Z"= t,- to таково, что Н"(?) nринимает 

максимальБое значение ере� остальных Н"(�) : 
н·(t,J-= пzQ'::r: н .. (t,J 

Ц"(·) 
Поск льку �ля стационарных систем функции h'Yt) вдоль 

экстреуали nостоянна,. то дпя них после�нее условие uozнo про­

верять в лю6ой точке отрезка Т • В сипу этого критерия упра-

:вления D >.- 1 
1 

, в nримере 2 не могут 6ыть оптимальны-

.ми. 

Условия (II), (I3) являются и достаточными �ля оптималь­

ности уnравления, если система (I) и функпионал (IO) и� е�т 

вид 

(I3) 
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О!сюда следует, что управпение ц: 1 в примере 2 оптималь-

но. 

§ 5. Особые управления 

Интерес к !еории особых управлений объясняется тем, что 

оптимапъвые особые управления не охватываются привципом макси­

мума. Эта теория имеет болъшое значение и при изучdвии сколъ­

зящих реsимов и дпя оптимизации траекторий кос•ической навига­

ции. Например, известная сnирапъ Лоудева пороадается особым 

управлением. 

В боиъшинстве из существующих работ По особым управлени­

ям необходимые условия попучены или двя чаотноrо вида систем, 

или в п�дпопоzевии открытости области lt допустимах управ­

лении. Метод приращеиий позвопиет получитъ необходимые уеЛо­

вив оптиuапъвости особых управлений для общеrо случая задачи 

мивимизации функциовапа (5) дпя системы (!). 

Uпредеиевие 4. Уnравпение цctJ, t Е т, 

управлением первоrо порядка, если 

назовем особым 

нr�ctJ, fjlttJ, v; t)-H{�aJ, �rr;. иctJ, t) :о, v� И. tt: т, 

т. е. фувiЩИя Н вдопъ ц rt; , t t: т , и соответствующих ему 

:в силу (I) и 

. Э#(.х. '11. ц, tJ 
f =- ---.,0-.Х--

функций .xct), (Jl{t) вв зависит от параметров if , ()'€Z/ . 
Теорема б. Оптималъное особое управление первого поряд-

ка ц "r tJ. t t: т , удовлетворяет условию 
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t !/!" lo ·}> 4/J'j(.x•(tJ, ц•rtJ, t) [ rt'J �У'( t)) 4trj(.x•ctJ. ц•ctJ, t).,. 

,., 'д �tr .1 r�·ctJ, ц •ctJ. t) "'"Р (t) 0� 4/J'Jr:roctJ,ц•ctJ,t) so 

для все:х t.r � lf. t Е Т. 
Эдес:ь x•ct) - оптимап:ьвая !раекtория, p•ct)- решения 

системы ( I4), !JI(t) - решения ура:ввев.иl 

?jl• = _ 'Of'r.x•ctJ,ц•(t),t) !Fo -у• Эf(.:r•CГ).ц•ct),t)_ 
Эх __ 

. Э� 

Этим же методом моzво исспедо:ватъ осооые упра:впения вто­

рого nopRAкa, т.е. такие оптимап:ьвsе особые упра:впевия перво­

го порядка, вдопъ которых певая частъ (I5) обращается :в тож-

дественвый вуп:ь по v-t'- Z/ , t- � Т 

§ 6. Задача оптимизации с параметрам.. 

Пустъ задаНЬI множества V и W' в р -м е рвом и 9 -мерном 

вектор� пространствах. Среди эпементов trt= V , w � й/ этих 

множеств требуется указать такие оптимап:ьвые параметры tr• , �· 
что 

(I5) 

:У ( tr� w•) � m.�.·л. .:; { v; w) 
ll'l!v;IV�w ) ( G) 

где :J(u; wJ-=c �с t1) - функция,· оnределенная на траекториях 

системы 

�� = j{.X,Ii), li€ V: /€T=tfo)1.J 
с начальными условиями 

.zrt.):::?(w)1 w€W. 
точки .l 

(17) 

(.18) 
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о1'восител:ьво множества 2: у tHS"(<, .l) , если най.цется последо-

ватеп:ьвост:ь чисеп с,, i. = 1, г, ... , t:, = t, Е,. �о , ,· .. ""' 

такая, что ( t-e..;� +�.у� .2. при всех i. -"� 1 • Введем функции 

/-l(.:r, 5Р- v) = p/r.:r.- v-), ,f {�н--)= p',ycw) . 
Через x•rt) и <;�•cr), t �Т , будем обозначать решения основной· 

системы (I7) и соnряженвой системы 

d.'fl э н r.:r, fP. v J - -- tu(t,) =-с' dt' -
21-'l: т 

соответствующие оnтиuап:ьвыu nараметрам (/., w" • Выраж ение ти­

па /(.:к·, Yj означав!' мвожео!'во 

{ i: 2 = ./(Х, V), (/F VJ . 
Теорема 7. Для задачи (!6)- (IB) справедливы следующие 

утверждения: 
t, 

I. а) 1-1(-:r•aJ, �·ctJ. (/-; >;- -'- j Hr.:r•rtJ,p•rt}, (l")dt' t,-r. t 
о 

для всех tr 1'аких, flтo при t- � т 

то 

j(.:r•rt;, (1) � б"(fr .:r•rt-J, V'•J,/{.x•rt;, VJ); 
6) h cp•rt.),w•J�/r.cp•rt.,), w) для всех w таких, что 

9{w} � 6'{�(w-J,$(WJ). 
2. Привциn максим ума. Если nри каждом х множества 

!( .х, V), 9 с W) выnуклы, 1'0 
t, 

а) H(.:r"(tJ,p•rt),t/0)= ma:x 1 j Jl(.x•rtJ,jP•(t),u)dt, v�v t,- t., t 
. . 

"> lz(p•ct.), w•) = ma:x lccp·rt,),w).­
,.,�w 

3. Если функции j(X. (l'),j(w) дифlJеренцируе.мы. по t1, w , 

для всех 

(I9) 

(20) 
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4. Если функции jГx,li'J,,jCw) диффе ревцируемы по (/, 

w , множества V , W :выпуклы, то 

а) 
f t1 р н r.rortJ., p•lt), t/") _/t • 

1 t, ())1 (.x•ro_ ш•rt• (/ 0 \ а.. {/ .: /7( Q'::C ' у ./, ./ dfif ;,v V€ V ov ' � � 

5. Если в дополнение к условиям утверждения 4 функции 

H(:r, 91, u) , h ( 9J. w) :вогнуты по t.1 , w , то для 1/'0, wo 

выполняются (!9), (20). 

Условия данного утверждения реализуются, например, для 

системы ( I7), в которой функции Д (.:r, u) не зависят от .х4 , 

функции j, rx, ll'), ... , .fп., r:x; trJ,,?, rwJ,. ···f/l-r cw) линейны 

по t1 , W , функции jr { .х, t/) , #1( ( w) выпуклы по 1/' , w , пос­

тоянные с, равны нулю, за исключениеu последней: ел = t • 

6. Если функции j(.x, f.l) , J'{w) дифференцируеuы по u , w, 

множества 1 , V открыты, то 

а) 

6) /М r ;v•rt.;, w•J = 0 
'Ow 

7. Если функции jr� (/) , ,rcwJ дифференцируеuы по cr , w , 

то градиенты функции ;:){v; w) в точке t.r 1, w' равны: 

а) 

t v.J((I�W') 1 1 'QH(.r1(t),p'rt) V1} 
-�-- =-

J ci.t Эt/ Эv ' 
t. 

'Ow ow 

где :r'ct), р '(t) - решения основной и соnряженной систем, соот­

ветствующие параметрам v ', w ' • 

в. Если j(..z:,(/):..l/.x+6(cr) , то условия (I9), (20) веоб-

(2!) 

(22) 

(23) 

(24) 
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хожимн к �остаточны дли оптимажьвоотк v•, 
9. ПривЦIШ Е -максимума: 

. t: 
а) нr�·rtJ, ijJ•(t),t18) � -'t 1 'нrx•rtJp•rr),tl)dt-[,' с,� о' 

t, • t. 
дли :всех tl€- V; 

б) . 1t (p•rt.), w•) ;>; ,f (p•rZ.), w)- �� ��о, 
дпи :всех w� W. 

При оrраввчеввнх множествах r , J.Y джи жюбых t,;,o , вz ;, о 

моzво указать такое чиспо � , что :внпопвиютси условии (ZS), 

(26) :в пбоl задаче (!6)- (IB) с t-1- t. ,с � • 

дЛи уисненив существенности основных условий в приведев­

них утвержденних рассмотрим 

п 3 • • . .l z ример • .х, =v;, � =�, .-rJ =.r, ".:t'� , .r,coJ=w,., Xz roJ =Wz, x:J roJ =о, 
о � t-..!?, с1 = C'z = О J С3 = 1 

v.: liV = 1 ц,) Ц.J : rЦ, -f).z+(Цz.,. f)z.J-8, {Ц,-.2)�(Цz+2)z .$ 18) 
Свачапа рассмотрим задачу оптимкзацкк топько по параuет-_ 

рам v; , vz , попагав w1 = Н'2 =о • Имеем .:t'1 rtJ=v, t, .xz rtJ = 

1:3 =и;� .xJ(t"J�rv;z+�z) Т • Отсща v;•-=-1, �· = 1 • Дапее 

н z z) ' • • О (.х, f/1 tl') = Jl/ v; +�и; +JIIJ ( .Х, .,.� , 9j =-2 :r, JPзJ JPz =- 2 .Zz fl/з • fз = ' 
" .г 2?3 'fr f'l')= fPz rтJ =о) � r'iJ =-t, f Ht.x•rtJJ p•rt), v)dt= y-'lJrv;-�)- 3 · 

о 

Пoc•eJtSИJI фувкцu в точа '1 = -1 , � = 1 �остиrает аб­

соиютвоrо мивuума среди V • Ta.IOUI образом, усповие (!9) в 

данном примере не имеет места. По тоl ze причине наруmаетои 

свойство (2!). В этом примере не выпопвяетси и свойство (22). 

ПереЬем к oптJUIJiaaцu по_ парамотрам w1 , Wz. прм ус•о-

В1111' что Vj : lll =о • Имеем .X1(t)-=� , .Xz{t;)=JiZ , .x�r?J= 
• Отоюда "'J о = - 1) w2• = 1 

(25) 

(26) 
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Проверим необходимые условия оп�имапьвос�и: 

h ( � w) = 14 w, .-. � w2 , h ( {Р0(о)"' w) = <z-rн;-�) 

Последняя функция не удовле�воряе� ив одвому из свойств 

(20), (22), (24). 

Из тоrо, ч�о свойс�ва ti9), (20) наруиаю�ся при любом ?;о 

следует, что утве�ение 9 в общем случае веаЬзв улучшить. 

§ ? • ОпИIПiзацив )Uiскретвьа: систем 

Значение теории оп�имаиьиых процессов в дискретных систе­

мах определяется yze тем фактом, что реиение скожь-вибудь сло­

жных задач оптимизации непрерывных систем связано с использо­

ванием ЭUВМ. Оощая �еория з�оrо вопроса весьма аапутана . 

Следующий приuер показывает, что многие известные формы необ­

ходимых условий оптима пьносп иекорректны. 
upиuep 4. Уравневин объекта: ::x:ct+t)=цrt), �(trtJ =V"rt) J 

:i;(frf) :::�(f)+X.!(t)+/IZ(t).> О �f�.Z, .X{O)=-f!{O)_:::�(oJ=O 

; ft>a:вrteвиe ftLJU'] выбирается 

из множества Zl 

f:o 

Требуется uиниuизировать фувкциовал .J{tL, v) = �(-') 

Нетрудно подсчитать, что на оптиuальноu управлении при 

функция н ( .r, � I.L, (/) ве иuеет стационарного значе-

ния и не достигает локальнsrо uaкcиuyua. 

з:вестные �ор ·ы вео6х щш:ых условий оптимальности иuеют 
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тот недостаток, что не переходят » привцип максимума, когда 

дискретная система стремится к веnрерыэвому аналогу. 

Для дискретных систем спраэедлив. следующий результат, 

свободвый от этого недостатка. 

Теорема 8. Если ц•rt) - оптималь�ое управление в системе 

�(t+lr.) = ::т:rt)+lr.j(::r,ц,t), .xct-.)=.ro, t � {=f"t-o,t,h.J, 

для функдионала 

�(ц)-= �{.r(�д.)), Ц(t)�Z/ 
где l/ - ограниченное множество, то дая кахдого t;o можно 

указать такое lt = lt а) ;-о , что выполняется условие .: -маков-

м ума: 

для всех tr t<- Zl , t � � • 

Эдесь H(X.f'! ц, r) = р /.z +h 91 Jr.:c;, ц, t), 
tlr,} L �.f'{.i:,ц,t) /Jfi'(:X(i:. )'\ fJl( -y=prtJ + п. эч: 'f'rtJ, prt-A.J=- 'л.с ,� �.:t: 

Эта теорема·» общем случае ве может быть улучшена. 

Пример s.· .x,(t+lt)=:x1(tJ+Izцct)� �ct+lr.)=.x�rt-J+ 

+h. /'" -Xj�(t)-Ц�(t)}, �(О)�{о): 0-> /Ц./о! 11 (j)(.:Z:.)=.X�, t0=0, t,-" =2. 

В примере 5 ни при каком lио оптимальное управпение ве 

удовлетворяет дискретному авалогу привципа максимума л.с.пов­

трягина. 

чи 

§ 8. Оптимальные процессы при нескольких учасТ1rах. 

При использовании изложенных выше методов·:в задачах е 
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несколькими участниками по обычной схеме получаются некоторые 

теоремы существовании оптимальных управлений, необходимые и 

достаточные условия оптимальности [5J 
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INTEGRALS OF SET VALUED FUNCTIONS AND 
LINEAR OPTIMAL CONTROL PROBLEMS 

Czeslaw Olech 
Institute of Mathematics, Cracow Branch, Polish Academy of Sciences 

Introduction, Consider a set valued fnnction P sending t € J = 

(0,1) into a closed subset P(t) CE, where E is a finite dimen­
sional real inner product space, Let �(J,E) (L1 for short ) 
denote the space of Lebesgue integrable functions from J into 
E and let Kp be the subset of L1 of all v such that v(t)EP(t) 
almost everywhere (a. e, ) in J. If Kp is not empty then P is 
called integrable and the integral of P is defined by 

I(P) = JP(t)dt = { I(v) = �v(t)dt J '!€Kp:} • (0.1) 

If P(t) = {o,d(t)} , d��. Then Kp :a{ j.A.d j AC.J, 
A is measurable} , ·where J..A. stands for the characteristic 
fnnction of A.. In this case I(P) reduces to the range of the 
vector valued measure ik(A.) = S d(t)dt � and a result due to-r- A 
Lapnnov (8] tells us that I(P) is compact and convex. This 
r�sult has bee� generelized, that is convexity and compactness 
of I (P) have ·.een obtained by several authors for various classes 
of maps P. Let us mention here papers D.l, [2], [4], (5], (6], (7], 
[9) ,·Q.o], [11) and [12]. What was common to all those papers was 
a more or less explicit assumption that I(P) is bounded. In 
fact from the author's paper tl2] one can easily obtained the 
following 
Theorem 1. If P(t) is closed for each t€J and I(P) is bonnded 
then I(P) is convex and compact. 

In the next section we discuss in more details the 
relation between Theorem 1 and th_e results of (12] as well 
as other results in the case when I(P) is oounded. However the 
main purpose of the paper is to exeruine the case I(P) unbounded 
and in particular to extend Theorem l. In this case examples 
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show that I(P) need not oe closed. We will give in section 2 
a characterisation of I (P) Vlhic.ll will lead us in a natural 
way to sufficient _conditions for closedneds of I(P). 

Besides applications to economics \cf. [l.] and (6]), 
the integrals of set valued mappings are related to the so 
called attainable set for a linear control system (cf. [9] , 
[lOJ and (11] ) and the results we are discilSsing here have 
relevant implications to some optimal control problems. This 
application is discussed in the last section. 

Finally_let us remark that all-results presented in 
this paper hold true if the Lebesgue measure on the interval 
J is replaced. by any abstract measure but finite and nonatomic. 

The case of bound,ed integral. In [12] the ·_author considered 
the ClB:BS XC� (J ,E) satisf'y'ing the following three conditions: 
(i) K. is elosed·with respect to the convergence in measure 

(bene� also in �.strong topology). · 
(ii) JI(y) I�·'<. +ci? for each v € X. 
(iii) If u,vE..X alld s EJ, and if we put w(t) = u(t) for O�t< s 

and w(t) = v(t) for s �t.<l, then w(:X. 
·I� is clear that Xp satisfies ·conditions (_i) and (iii) 

provided P(t) is closed a.e. in J � condition (ii) is the 
same· a8 to sa:r that (P) is bOunded·� Theorem 5 of [12] states 
that if X satisfies (i), (ii) and (iii) than I(K) is ·closed 
and compact. Thus Theorem 1. is a consequence of this result. 

In tha same paper we proved (compare Theorem 1 of [12]) 
that for each basis f in E there is an extremal element in 
X, denoted by e (K, J ) , with the property that for each v E- K 
the inequality holds v(t) �'i e(K, �) (t) a. e. in J and 
I (e (K,J)) is an extreme poin-t of the closure cl I (K) of I (K). 
Vice versa, for each extreme point p of cl I(K), �e is a 
basis i such that p = I(e(K, J )) . · Here " � " stands for 
the lexicographical order with respect to the bLis f . Let 
us also recall that an extremal face or an extremal subset of 
a convex set B is a set A C B with the property that each line 
segment contained in B with interior points in A is contained 
in A. · In particular a single point extremal subset o·f B is 
called an extreme point of B. 
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Denote by E(K) the set of extremal elements of K and 

by K the clostire·of E(K) with respect to property (iii). Again 
0 

in. [121 we proved the following 
.Theorem 2. The set K0 is the smallest subset of K closed ��th 

respect to condition (iii) and having the same range of integrals 

as K; that is I(K0) = I(K) and if K1 C K satisfies (iii) and 
I(K1) = I(K) than K0CK1• 

Theorem 2 can be consider as a generalization of the 
so called "bang-bang" principle of LaSalle (cf. (9]). 

Let us observe that fheorem 1 and Theorem 2 for K = Kp 
are true without any regularity assumptions on the map P but 
only that values of P are closed subsets of E. 

The case of unbounded integral I (p) of P. Notice first tha-'; 
convexity of I(P) follows from the results quoted in the 
previous section, Indeed, let u, v � Kp and let K1 C Kp be the 
set obtained by closing with respect to properties (i) and 
(iii) the two point set (u,v} , It is easy to check that 
K1 = {wl w = J.Au -t:"'.J'!.v, ACJ is measurable} , Hence K1 
satisfies also (ii), Therefore I(K1) is convex. But I(u),I(v) 
E I (K1) C I (P), which implies convexity bf I (P), 

The basic result in the case we consider is the follo­
wing lemma (compare [.l.3), Lemma 1). 
Lemma 1. Suppose e is an extrell'\� point of the closure cl I (P) 
of I (P) , Then for each £.> 0 there is � )' 0 such that for any 
two u,v�Kp the inequalities le - I(u) I< d and le - I(v) I<� 
imply that I Ju - v 11 < f., , where I I and 11 11 stand for 
the norm in E and Lr respectively. 
Proof, Without any loss of generality we may assume that e = o. 
There is a basis (orthonormal) in E such that e = 0 is the 
lexicograthical maximum of cl I (P), That simply means that for 
each s € cl I (P) 1 if the firt k coordinates of s with respect to 
this basis are zeros , 0 � k < n, n is dimension of E, then the 
X + 1 coordinate of s in nonpo�tive. In which follows we shall 
consider the coordinates corresponding to this basis in E and 
we denote them by upper script. Hence si, ui denotes the i-th 
�oordinate of point s and function u respectively. 

Contradicting the conclusion of the lemma we conclude 
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that there exist two sequenses {�and {vm} ' m =  1,2, • • •  ,ooth 
contained in Kp with the properties 

while 

Denote by 

b!_ = � Ju!t(t)- v!.(t)ldt, i=l,.· .. ,n, m=l,2, • • •  (2.3) 

A simple induction argument allows to choose an integer 

k � n and subsequenses io.i with the following properties 
�� . 

and 

Let us define now a sequence wo( E Kp so that 

w {t) "{ = �(t) 
"{ 

wo<..(t) = vm (t) if u! (t) <�(t). 
o( eo<. eo<. 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

In particular, w!_(t) = max (�t),�t)) and by (2.1), 

(2.3) and (2.4) we get that the�e is �o such that 

fw!(t)dt > 114 > 0 
J 

if 

Moreover, from (2.1), (2.4) and (2.5) it follows that 

£w�(t)dt /'o! tends to 0 if i (k and is bounded if 
01.. 

i � k. T".aerefore there is a suosequence for simplicity st:!.ll 
denoted ov w such that ,, cl.. 
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�J�(t)dt 1 o! converges for each i and the limit is 0 if 

i < k and :positive if i = k. But d = f w (t)dt E cl I(P) and 
oe. JJ Cl( 

so does o. Therefore by convexity of cl I(P) we conclude that 
also "'}'\.cl b! E il I(P), since '7/o! .( 1. Hence also the 
limit d = lilJl41<l.(/bm belongs to cl r1P). But d = (O, • • •  ,o, o, 
• • •  ), wbere � is :positive, threfore 0 is not the lexico�a­
phical maximUIIl of cl I (P), contrar;r to �at was· assumed. This 
completes the :proof. 

Since the space � is complete and Kp is closed in � 
it follows from Lemma 1 that each extreme :point of cl I(P) 
belongs to I (P) and the corresponding v € Kp is unique. �s 
leads to the following extension of Theorem l. 
Theer,. 3 Suppose values o:r P are clo�ed subsets of E. · Then 
the . . integral I (P) of P is convex and each compact ertremal ---
face of the closure cl I(P) of I(P) is contained in I(P). 
Proof. Suppose S is a compact ertremal face of cl I(P). From 
the remark following Lemma 1 it follows that the set ext S 
of all extreme points of S is contained in I{P). But I(P) is 
convex an&S is equal to the convex hull o:r ext S {since S 
is compact and E is finite dimensional), therefore S C I (P), 
what was to be proved. 

A more "detailfull analysis allows to :prove a sharper 
result. 
Theorem 3; Suppose S is a compact extremal face of cl I(P) 
and denote by E (S) = { v € Kp I I ( v) is an extreme :point of s} 
Then S = I(K0), where K0 is obtained from E(S) by closing 
with respect to :property (iii). 
Proof. For each extremal subset S o; a closed convex set B 

there are orthogonal vectors al' • • •  ,ak, k' n, ·such that S = 

sk, where sl = t X E Bl (x,al). ;' ma:z:(o,al> for b E: B } and . 

sj = { XESj-11 <x,aj) = ma:z: <s,aj) for s fSj-1} if�> 1. 

-This can be proved by induction. Consider now a basis in E 
whose k first vectors are a1, • • •  ,ak corresponding to the 

fixed �ctremal subset S of cl I (P). With respect to such 
basis the first k coordinates of anl two points of S are tbe 
same. Correspondingly one can prove that if u, v E� and 
I(u),I(v) � S then the first k coordinates of u and v are 
eqctal a.e. �n J, respectively .• From it we get that the set z:1: 



27 

[ v � Kp I I ( v) E S J is not empty and satisfies conditions (i), 
(ii) and (iii). Therefore � Theorem 1 I(K1) is convex, 
compact and ?Y definition I (K1) C S as well as e:x:tS C I (K1), The 
last two relation imply that S = I(K1). From Lemma 1 we know 
that to eaCh extreme point p of S there is a unique v in K1 
such that p = I(v). Thus E(S) is the set of extremal elements 
of K1 and therefore Theorem 2 completes the proof. 

Notice that the closure cl I(P) of I(P) may not admitt 
any extreme points. This suggest that I(P) may be open, In 
fact it is easy to give examples of P such that I(P) is open. 
The set of extreme points of cl I (P) is not empty if and only 
i� the latter set does not contain a line. From Theorem 3 
we will derive now a sufficient condition for closedness of I(P). 
Theorem 4. If each proper extremal suDset of cl I(P) is 
compact then I(P) is closed, 
Proof. For each p E: (cl I (P) ........._I (P)), if the latter is not empty, 
there is a hyperplane H which supports cl I(P) at p and which 
does not contained cl I (P). (cf, 0.51). The intersection 
H ()cl I (P) is then ·a proper extremal subset of cl I (P) con­
taining p. By assumption it is compact and by Theorem 3 it is 
contained in I (P). Hence also p E. I (P). Thus I (P) = cl I (P), 
what was to be proved. 

For the next result we need a regularity condition 
concerning mapping P. Namely, we assume that for each a 

sup(p,a> = sup (v(t) ,a) 
ptF\t) vEKp 

(2.?) 

This condition is connected with measurability of 
set valued mappings. 
Theorem 5. If P satisfies (2.?) , the values of Pare closed 
subsets of E and the set 

A = {a l max (P,�/ exists a.e. in J and is integraDle} 
pEP(t) 

is open, then I(P) is closed. 
Proof. For each a EA sup (a, s> for s t I (P) is finite. 
Since A is open , th�s i __ lies that I( P ) hence also cl I(P) 
does not contain a line. Consequently each extremal subset 
of cl I(P) does not contain �line out does contain an extreme 
point . LetS oe a proper extremal face of cl I(P) and pES . . 
be an extreme point of �li{P). There is · b � 0 such that 
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s c s.o = [ xj <x,o) = <p,o) = maxcy�o>} . 
y{cl I(P J 

(2.8) 

Suppose vE Kp and I(v) = p. Then for each wE Kp we 
have the inequality (w(t),o) '(v{t),o) a.e. in J. Indeed, 
if <w(t),b> ( (v(t),o)on a set BCJ of positive measure, then 
putting u(t) = w(t) if tEB and v(t) if t�J'-B we get uEKp 
and (I(u),o),. (I(v),o).:::�,o) , contrary to (2.8). From 
(2.7) and (2.8) we have that a.e. in J 

SUJ? {p,o> = sup <w(t),o) = <v(t),o) = max�,o)(2.9) 
Pt Ptt) wflrp PEP(t) 

Hence bE A. Now we will prove that S is oounded. If S ;vere 
unbounded then there would exist d I 0 and a sequence in I(P) 

� = p +dtn +Sn , where tn tends to +CO and ISn I tends to 0., 

Suppose�= I(vn), vnEK:P· Take a= o + ed, E./"0 and 

sup<a,vn(t)) • Since I((a,vn)) =(o,p) + &<d,d)tn n . 
+ (an,a> approaches infinity as n�Cb , therefore sup(a,v (t)) 

n 
n 

� sup (a,v(t)) i.s not integrable and by (2.7) a = o + E.d 
V(; Kp 

cannot be in A contrary to assumption that A is open. Thus s. 
is compact. Since S waB an aroitrary proper extremal face of 
cl I(P) therefore each proper extremal face of cl I(P) is 
compact and Theorem 3 yields the conclusion of Theorem 4. 

From theDrems 5 and 3'we have the following extension 
of LaSalle's "bang-bang" principle. 
Theorem 6. Under the assumptions of Theorem 5, the set K0CKp 
obtained by closing the set of all extremal elements of Kp 

/ . . 
vutb respect to both L1 to�ology and condition (iii) has the 
properties: I(K0) = I(Kp)·= I(P) ana for each K1CKp closed 
in L1 topology and having the property (iii) we have the inclu­
sion K0 C K1• 
Remark. Under the assumption of Theorem 5 one can prove that 
if F0(t) = cl(ext(clco P(t))), then P0(t) ( P(t) a.e. in J 
and I(F0) = I(P). .oreover, if P1 (t) is closed subset onE, 
?1(t) r:: P(t) a.e. in J and I(P1) = I(P), then P0(t)C r·1(t 
a.e.-in J. 
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As we pointed out once before I(P) when unbounded need not be 
closed. However, if I(P) does not contain a line one can show 
that I (P) is "lower closed" (comp. [l6J ,where the same term 
is used, though not in the aame sense). To define this consider 
an order in E induced by a closed convex and proper cone C CE; 
that is x,yEE and x � y if and only if y - x€C. We 11111 say 
that a set S c E is C-lower closed ilfr for each PE cl S there is 
q€S such that.q�p. 

For the next result we need to recall the definition 
of the asymptotic cone of a convex set. Let S be a closed 
convex set. Set 

C (S) = C c j s + tc E S for each s E S and t � 0 J . 
The set C(S) is closed convex cone and proper (C(S)(\(-c(s)) 
= � ) if S does not contain a line. C(S) is called the asymp­

totic cone of s. From Theorem ? we have the following theDrem 
( coi;!pare (13] , Theore!ll 2) • 

·:rh'eorem ?. If I(P) does not contain a line, P(t) is closed 
subset of E for each t and CI= C(cli(P)) is the asymptotic 
cone of cl I(P), then I(P) is CI-1ower closed • 

Proof. Take p E cl I (P) and consider the set Q = cl I (P)n (p�). 
We claim that Q is compact (it clearly is no�emty, closed and 
convex). If it were unbounded there would exist a ray 
{ p + ta I t � 0 J , a -1 0, contained in Q. This would imply that 
a t. (- C ) by definition of Q and also at C • Which can be the M � 
case only if a = o. Thus Q is bounded. Take now d such (d,c:> 
is negative for each c E CI • Since C!f is proper, such d. exists. 
Put 

= { q E Q l (q,d) = max (q,d)l . 
qEQ "} 

For each p0 E Q1 we have the inequality p0 � p. On the other 
hand let S oe the smallest extremal face of cl I(P) containing 
p0• For each.sES there is (> 0 such that q = p0 + t(s - p

0
) 

oelongs to S if ltl< 6 • In other words, p0 is an interior 
point of v relative to the linear variety of the smallest 
dimension containing S. SuppQ§e·now .S conts.ins.a ray p0+ ta 
tben_on one hand a �CM on the other p1 = p0 - t:a E S for some 



30 

(. > o. Hence(d,p1) = (d, p0) -[( d;a)) (d, p0). But p1 � p0 o.n'l. 

p1� cl I (P), thUs also p1 E Q • Hence the latter inequality is 
imposible, so S is compact and by Theorem 3 contained in I(P). 
Hence also p0 E-I (P), which finishes the proof. 

Suppose now that a cone C is given and we ask for 
sufficient conditions for I(P) to oe C-lower closed. An answer 
to this question is given by the next result, 

Theorem 8, Suppose CC E is a proper, closed and convex cone. 
Assume that for each a € int C0 = int {al <a,c)<O for each cECj 
sup <J>, a) for p E P(t) is oounded oy an integrable functinil, 
then I(P) is C-lower closed. 
Proof, Again by c. denote the asymptotic cone of oli(P). By 
the assumption for each a �int C0 we have sup(a, p> for PE I(P) 
is finite. �erefore (a, c) �0 for each cE c. , which implies 

. that c)! c c. In particular CM is proper and I (P) does not 
contain a line. By the previous ·theorem I(P) �s CH.-lower closed, 
therefore the inclusion CM<: C implies that also I(P) is 
C-lower closed , W,hat was to be proved. 

Till now we did not assuine any convexity assumption 
concerning P. For P with convex values some sufficient 
conditions for closedness of I(P) could be derived from exist�nce 
theory in calculus of variation or optimal control theory 
(cf. DJ and [14]). In fact the lemma in [14] gives immediatly 
the following 
Theorem 9. If P( tl) is convex and cl: -ed for each t E J, the 
asymptotic cone of P(t) is constant and equal C a.e. in J and 
the assumption: supG>,a) for pEP(t) is bounded oy an inter­
grable function for each a E int C0 holds true, then I (P) is 
closed and the asymptotic cone of I{P) is equal C. 

Theorem 9 can be ootained also from Theorem 8, In fact 
we have the following sharper result. 
Theorem 10, Assume all·assumption of Theorem 9 exept convexity 

of P ( tl) • Instead assume that on a set A ( J of positive . measure 

P(f:) + c CP(t) tE-A. (2.10) 
Then I(P) is closed and the a3ymptotic cone of I(P) is equal c. 
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Proof. From Theorem 7 it :follows that I(P) is C-lower closed. 
Thus if p f cl I(P), then there is q�I(P) 8ld such that p-qE:C. 
Let vfXp and I(v) = q • . Put w(t) = v(t) if tf J'...J. and w(t) 
= v(t) + (p-q)/a if tEA, where a is the measure of A. B;,r 
(2.10), wEXp, and I(w} = p. Hence p�I(P) which shows that 
I (P) is closed. 1be same argument sho� that I (p) + C CI (P). 
1berefore the as,mptotic cone of

. 
I (P) containes c. On the other 

hand as in the proo:t o:t 1'heorea 8 the opposi teltnclusion oan 
be established also. 'l!lere:tore the as;ymptotie cone o:t I (P) is 
equal c. 

4ppllcatiOQS to linear control problO!I!S• Consider a linear 
control s;ratea 

where :z: E: fl1, A is d b7 n -tri:z: and u � rf4. Suppose the cost 
functional ·is o:t a abd.lar- :tor., naaeq 

.J< (b(t),:z:(t}> + :t0(t,u(t))}dt . 
:r 

J.a adllissible control hnction we take all measurable uaJ� 
subject to constrain-t u(t) cU(t) a.e. ip. J, where U is a given 
set valued mapping. 1'he optimal: problem we wish to discuss� ·. 

brie:tl;r consists in mini.lliz!llg (3.2) in the class of solutions 

.o f (3.1) corresponding to adllissiole control functions and 
satisfying the following bOUDdar7 value condition 

and 

The solution to the problem we will call an optimal solution. 
Increasing the dimens:ton o;r one, we can transform the 

problem to the forma the s;ratem 

y·= D(t)� + F(t,u) , � E aD+l, (3.4) 

_\A(t ) , O } 
where D(t) - lb(t) , O , F(t,u) = (f(t,u),f0(t,u)), the class 

of admissible controls is unchang_!d, tbe boundary value condi­
ti;,n is 
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(3,5) 

and the problem is to minimize the last coordinate of y(l) 
in the class of all admissible solution of (3.4) subject to 
(3.5). 

Consider the set, denoted by A, of all points in Rn+l 

we sttain by admissible solutions at time t = 1 beginning 
at y0 for t = 0. This is the so called attainable set for 
system (3. 4) and it is given by 

A = { Y(l)(y0 + .( y-l (s)F(s, u(s) )ds) Ju - admissible} 
where Y(t) is the fundamental matrix solution of the homogenous 
system corresponding to (3.4). 

Suppose y is an optimal solution then as is easy to 
see y(l) belongs to the boundary of A. On the other band 
optimal solution exists if the intersection of txJ )(R with 
A is not empty and if the latter set is closed or it is enough 
to know that it is C-lower closed for C oeeing the positive 
half axis of the last coordinate of y. 

Now tbeset A is up to the linear transformation 
and translation ,equal to the integral of set valued map 
P given by 

(3.6) 

The inclusion in one way is oovious, in the other some very 
mild regularity conditions on D, F and U are needed to en­
force P to be a measurable set valued mapping so that for 
each v E Kp tnere exist an �dmissi ble u such that v ( t) = 

r-1(t) F(t,u(t)) a. e. in J • Finally notice that A is C­
lower closed with C.du3cribed above if and only if I(P) has 

� 
this property. ThisAdue to a special structure of Y(t), 
namely the last column has all zeros hut the last which is 
equal 1. 

This discussion indicatea clearly the connection 
be�ween the results of this paper and optimal control problems 

of the form described here and others but linear. Consequently, 
each of theorems given in th� previous section can be applied 
to the above problem similarly as theorems of the bounded case 
are (c:f. [91, [10] and (11]). 
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In this section we restrict ourselves to one theorem, 
an · application of Theorem s, and two examples of classical two 
point variational problem ilustrating Theorem 5, 
i&eorem 11. Assume that A{t) in {3,1) and b(t) in {3.2) are 
integraole, f and !0 are measurable in t and continuous in u, 
that mapping U is measurable in t, that the set P{t) defined 
by {3 .• 6) is closed for each t, that for each £ > 0 there is an 

integrable �t:J�R such that 

lf{t,u) I - Ef0 {t,u) � 'f'£.{t) if uE U{t) • {3,7) 

Under those assumption an optimal solution exists, 
Notice that as in 0.0] there is no convexity assumption 

in Theorem 11 as well as no boundness assumption neither on U 
nor on P, but the result applies only to linear proolem. Condi­
tion (3,7) is the so called·groth condition, For analogous 
existence theorems concerning nonlinear case, but with convexity 
assumptions see (3] and (14). 

09nsider now the two point problem in calculus of 
variations of minimizing the integral 

in the class of absolutly continuous functions on J with fixed 
end points, say x(O) = 0 and.x(l) = 1, Notipe that the integ-

�� rand in (3.8) does not depend on x(t). Tbis�the case when 
existence of a minimum follows directly from closedness of the 
integral of the set valued map defined oy 

P�t) = { (x,y) I x = u, y = L{t,u), u ER} 
Consider now two examples of the lntegrand L: 112 

1) L{t,u) = lul(l + lulexp{-lu!)),2)"L(.u) ::{1 + u.2 + lsinulu2) 

In both cases L is not convex in u • The set A in Theorem 5 
is the set of all {a1,a2) # {0,0) such that the max{a1u + �L{u)) 
for u f R exists and is finite. In '!;he case 1) A is determined 
by the inequality I a11 � � < 0 , hence A is not open and in 
2) oy inequality I a11 < � <.. 0 and A is open. Thus the integral 



I(P) is cloced �or the case 2), consequently the optimal solu­

tion exists, while in the case 1) the integral I(P) may ae not 

closed;. ril. :fact, it is easyuLcheck that in:fimum o:f (:3.8) in 

this case is equal one while �or any x satisfying the boundary 

condition the value o:f (3.8) is greater than one. Therefore 

the optimal solution does not exist in the case 1). 
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1 .  Introducti on 

The control o ptimi sation problem conside re d  i s : 

min V (xs ,u) for the linear dynamical system 
u[ts , tf] 

(d/dt) x (t) = A(t) x (t) ·T B (t) u (t) 

y(t) C (t) x (�) + D (t)u (t) 

x(t ) s X s 

( 1 )  

where V(x ,u) s JT F[y (t) ,u (t) , t]dt + G[y(tf) ], (2)  

F and G are twice differentiable with re s pe c t  to ··y 

and u almost everywhere on T , with b o unded derivative s . , 

and have ze ro highe r-order derivative s ,  

and T 

The first order gradient function (av;au), or sensitivity 

of the performance i nde x on the control funct�on , c an be evalu­

ated for a control functi oft u using the following revers e ­

time e quations : 

(d/dt)V (t) . X 

<av;au (t) ) 

C (t) 'F (t) + A(t) 'V (t) : V (tf) = C (tf) '  y X X 

Fu (t) + D (t) 'F (t) + B(t) 'V (t) , te; T, y X 

(J) 
all de rivative s being calculate d for the control u and the 

associated re s ponse y ,  of (1 ) .  
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In the past, techniques1'2'J have been developed for cal­

culating the optimal control function in one iteration as a 

function of the initial conditions xs. The computational effort 
required becomes large, however, when x has large dimension. 

To help overcome this problem, a class of iterative optimisation 

algorithm, related to but more versatile than the conjugate­

gradient algorithm4, has been developed5. These algorithms use 

only the simple first-order gradient equations (J) but optimise 

on a sequence of linear manifolds of the control space of increas­
ing dimensionality. The optimal control belonging to each linear 

manifold can be synthesized from the basis-functions spanning 

that manifold, a� a linear function of the initial conditions 

(hence the title of this paper). The paper is concerned with 

the determination of the number of basis-functions which are 

required to enable an adequate approximation. to be obtained to 

the optimal control belonging to the (infinite dimensional) 

control space · U , to which control functions for the above 

problem belong. 

2. Optimisation on a Finite-Dimensional Linear Manifold of 

the ·control Space 

Suppose that the linear dynamical system (1) has also the 

description: t 
y(t) 6(t,t )x '+- Jt W(t1't)u(·t)d't , t6 T,. (4) s s 8 

with e and w suitably bounded. 

On substituting (4) into (2) it can be �een that: 

The optimal control function u* can be· obtained as 
% % % u u + 6u , where 6u is the function 6u which mini-

(5) 

mises (5). Although (5) is a quadratic functional of 6u· 1 the 
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determination of 6us from it is not feasible computationally 
because of the-infinite dimensionality involved. Computational 
feasibility can, however, be achieved by restraining 6u to 
belong to a finite-dimensional linear manifold of the control 
space. 

Denote by U(l,j) the linear manifold of the control space 
U which is spanned by the (possibly vector-valued ) basis­
functions fi(t ), i=l,2 • •  ,j . The basis-functions a-.:-e assume.d 
to be orthonormal in that: 

IT <fi(t ),fj(t)>dt = 0 
1 

i " j 
i j 

Denote by U(l,j) "  the translate of U(l,j) along the 
initial control function u , so that: 

U(l,j)"  [u(t) u(t ) u(t) + s(t ) s£ U(l,j) t E T] . 

A control change belonging to U(l,j ) is then: 

6u(t) · = F(j,t )6uj t E T ' 

where F(j,t) [fl.(t ) f.(t)] J 

6uj [6u1 6u.]' 
J 

and is the vector of scalar components 6u. of the basis-functions 1 
fi constituting th� control change 6u . 

Suppose that xs belongs to Rn and tha.t the initial 
conditions of interest belo�g to a p-dimensional linear manifold 
of Rn , p � n , which is spanned by the linearly independent 
vectors Xi E Rn , i=l,2, • •  ,p . Denote the manifold by X(p ). 
Any initial condition change of interest can then be written as: 

where [Xl • • • • X ] ' p 

and 6xp E RP is the vector of scalar changes 6xi in the 
components of the basis-vectors Xi constituting 6x

5
• 
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For control changes belonging to U(l,j) and initial con­

ditions belonging to X(p) , (5) becomes: 

(6) 

where 

and is the vector of the componentsof fl' • • •  ,fj present in 

the gradient V ' u . 

T(j,j) 

and is a j x j matrix 

basis-functions f 1·, 

in the components of the 

mapping changes in the components of 

,f. present in the control to changes J 
basis-functions present in the gradient, 

and is the j x p aatrix sapping initial condition changes 

belonging to X(p) to changes in the components of f1, • • •  , fj 
present in the gradient. 

It T(j,j) is invertible (see J.), the optimal control 
belonging to · U(l,j ) " can be determined, and is: 

The optimal performance index on U(l,j)" is then: 

The construction of the t•asis-fu.nctions f. and the � 
determination of T(j,j) and P(j,p) without the explicit 

(8) 

evaluation of· the expansion t.ei-ms of" ( 5) are discus�ed in5
• 

For �h� purposes of this paper, however, it is sufficient to 

assume that optimisation on U(l,j)" is achieved as sketched 

above. 
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For finite j , the optimal control belonging to U(l,j)", 
% uj , is unlike·ly to be the optimal control belonging to the 

control space, u* . To provide a measure of' the closeness of' 
u. * to u* , we define an E -approximation to the optimal con-J 
trol function . 

Definition For some xs , the optimal control belonging to 
U(l,j)" will be referred to as an !-approximation to the optimal 
control function (belonging to U ) if' : 

E > o , 

where v*(x ,j) is the optimal performance index on U(l, j)" s 
and v*(x ) is the optimal performance index on U , f'or the s 
particular xs considered. 

This definition seems to be of' little practical utility since 
the computation of' v*(x ) requires the optimal control belonging s 
to the control space U , and if' this is available there will be 
little interest in the optimal control belonging to U(l,j)" . 
The definition is rendered useful computationally in 4., using 
a result of' J. 

3. The Minimum Eigenvalue of' T(j,j) 
For the optimisation problem of' 1., assume that: 

F[(y + 6y)(t),(u + 5u)(t),t] F[y(t) ,u(t) ,t]  

+ <F (t),6y(t)> +.!, <5y(t),F (t)5y(t)> + <F (t), 5u(t)> y 2 yy . u 

+ -2
1 <5u(t),F (t)5u(t)> , uu f'or all t E T , (9) 

where F uu 
definite on T. 

is positive-definite and 
Assume also that G yy 

F is non-negative YY 
is non-negative definite . 

Using (9) and the convolution 
V ( ) ( ) of' (5) is : u '1 u '2 

description (4), we see that 
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W(t, T1)•F (t)W(t, T )dt yy 2 

+ D(T )'F (T )W(T ' TB) ot yy ot ot 

where T is the larger ot 
TB is the smaller 

of Tl and 
of Tl and 

5(T1,T2) is a unit matrix when 
otherlri.se. 

T� ' 
T2 ' 

Tl T2 ' and a zero 

Then, for a control change 1:-elonging to U(l,j)" of' 
F(j,t)5uj, we see that: 

> 

JTJT <5u(Tl)'Vu(Tl)u(T )6u(T2)>dtldt2 

JT <5u(t),5u(t)>dt 

J <5u(t), [F (t)]5u(t)>dt 
T uu 

JT·<5u(t),5u(t)>dt 

> min Amin [F (t)] 
t e T  uu 

matrix 

(10) 

where Nmin [Fuu(t)} denotes the minimum eigenV.alue of Fuu(t). 
Hence , when (9) holds and Fuu is positive-definite on T, 

F is non-negative definite on T, G is non-negative definite: yy yy 

1) T(j, j) is positive-definite and therefore invertible 
2) the minimum eigenvalue of T(j,j) is greater than or 

equal to A% of (10), which is independent of j. 

�. Lower Bounds for the Minimum Performance Index 
Suppose that the optimal control belonging to U(l,j)" for 

some initial condition xs is applied to the dynamical system 
of 1., and that the associated gradient function, (oV(x ,j)%/ou), s 
is calculated. Suppose also that (oV(x ,j)%/ou) is exactly s 
characterised by the components gk(x ,j)% 

= [O(l, j) s 



( . )% ( . )%] I "' Rk � b . � t . so so gj+1 xs ,J • • •  
gk xs,J • OL as1s-Lunc 1ons L1 , • • •  ,Lk 

for some k � J+1 , where 0(1,j) is a zero row-matrix of 
dimension j .  The 1ast of the further basis-functions fj+1, 

•
• 

,fk , perhaps f�+1 if k = j+1 , may be defined using Gram­

Schmidt orthonorma1isation to ensure that (oV(x ,j)%/ou) can s 
be exact1y characterised by components of the defined basis-
functions. 

Then , from (8) , the optima1 performance index on UC1 ,k ) 11 

is : 

= yX(x ,j) s 

On_using result 2) of). : 

a v.x(:x ,k) • 
= J s (H) 

% V .  (x ,k) of (11) is a 1ower-bound for the optima1 per­
J s 

formance index on U( 1 ,k) 11- ca1cu1ated for the optima1 contro1 
be1onging to Utl,j) 11 , k > j. 

A stronger statement can in fact be made. Suppose that 
optimisation on U(1,k11)11 were considered, for k11 > k. The 
gradient fo11owing optiua•ation on U(1 ,j)11 would then consist 
exact1y of the components gk11 (x ,j)% = [gk(x ,j)%' 0(1 ,k11 - k)]' 

. s s . 
of basis-functions f1, • • •  ,fk; 

, since we 
.
have said that gk(xs,j)s 

exact1y represents (oV(x ,j) /ou ) .  We then see from (11) that : 
% % s 

V. (x ,k11) = V. (x ,k) , so that the 1ower-bound to the optima1 
J s J s 

performance index on U(1,k11 ) 11 , ca1cu1ated for the optima1 con-
tro1 be1onging to U(1,j)11 ,_is equa1 to that on U(1 ,k)11 , 
k11 > k. Since k11 can be made sufficient1y 1ar,ge for f1 , • • •  ,fkn 
to span the (infinite dimensiona1) contro1 space with no change 
in this result, V . x(x ,k) of (11) is a1so a 1ower-bound to the 

J s 
optima1 performance index yX(x ) on the contro1 space. Hence 
-� % s 
v-(xs ) � vj (xs,k) and: 

Remark The optima1 contro1 be1onging to U(1 ,j)11 is an 
£ -approximation to the optimal control function (belonging to 
U) if : 



l�<x ,j> - r<x ,k> 1 ..$ £ s J s 

From the definition of 2 .  and (11), we see that the 
minimal £ for which the optiJDa.l. control belonging to U( 1 ,  j) � 
u� , is an £-approximation to the optimal control belonging J 
to U ,  u*, has the upp� r-bound: 

1 
2 (12) 

As j and k increas�_, allowing opti!Disation on linear 
manifolds of the control space of increasing dimension, we 
expect £(x ,j)*_ to decrease, so that the lower-bound r(x ,k) s . J s 
approaches the minimal perfo�nce index, �(x ), from below. s 

We have said that the gradient following optimisation on 
U(l,j)", [oV(x ,j)*/ou], consists exactly of components s 
gk(xs,j)* of basis-functions f1, • • •  ,fk' i.e. that: 

t £ T. 

Because the basis-functions are orthonormal, we see from (12) 

that! 

.!. 
2 f 

T 
< [oV(x ,j)*/ou(t)],[oV(x ,j)*/ou(t)]>dt/A� s s 

(lJ) 

(12) or (lJ) enable an upper-bound to be efficiently 
computed for the minimal E for which the optimal control 
belonging to U(l,j)*, u�, is an £-approximation to the optimal J 
control u* without knowing u*, and thus for determining whether 
u� is an adequate approximation to u*. If it is not an 
adequate approximation, j can be increased until it is. Care­
ful algorithm organis<ttion can lead to many of the quantities 
calculated for optimising on U(l, j)" being used when optimising 
on U(l,j+l)", etc., with computational advantage. 

5. An EX( ) -Approximation to the Optimal Control Law 

There is little practical restriction involved in restrain­
ing the initial conditions of interest, �nich belong to X(p) 
of 2. , to also belong to a closed neighbourhood of a nominal· 



initial condition xs . The neighbourhood is denoted by X(p) 
and is defined by: 

X(p) = [x : s X s x s 

p 

+ r 
m=l 

X 5x m m 

where 16�
m 1 is pre-chosen for each m .  

l ,  • • • ,p], 

il}e6"inition Optimal control law (7) synthesizes the optimal 
control belonging to U(l ,j)" as a :function of x • It rill s 
be referred to as an E X(p 1-approximation to the optimal control 
law which selects the optimal control belonging to the control 
�pace u, as a :function o:f xs' if the optimal control belong­
ing to U(l ,j)" for each xs� X(p) is an E-approximatio;n to 
t�e associated optimal control belonging to U .  

It is desirable to determine control law (7) for the 
smallest j :for which (7) is an EX(p)-approximation for a pre­
chasen E to reduce the computational effort involved . A 

simple iterat�ve algorithm :for establishing a suitable small 
j i$ next proposed , although the resulting j, jp' is not 
necessarily minimal . 

1) For initial condition xs' determine the j0 such that 
the optimal control function belonging to U(l ,j )", � , is an ' 0 0 
E0-approximation to the optimal control function, as discussed 

in �. Denote the gradient function :for the control function 
� by [av(x ,j >*;au ] . Go to 2). 0 s 0 

Set r=l . Go to J). 
3) Equate the control function to u0 

PerturiD the initial condition to x + X 15� j, on the boundary s r r 
of X(p). Calculate the resulting gradient function, [aV(r)/au] .  
The gradient change caused by the initial condition change 
X /5� J is then: r r 

caw< ��
rl > !au(t)] 

- * [av(r)/au(t)] - [av(x ,j ) ;au(t)], tET. s 0 

For SGme jr (as yet not chosen), the components of basis-functions 
f1, . .. ,f. present in the gradient change [av( /5�

r / )/au] can be 
Jr 

reduc to zero by applying the control: 
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u(t) 'U" (!tJ - F(j , t)T(j ,j >-1 JTF(j ,-d ' [ov( I�;� I )/ou( ·t) ]ct,. o r r r  r· r 

Denote the resulting gradient function by [oV/ou]. Then, the 
gradient change due to the initial condition change � 
optimisation on U(l,jr)" is: 

[ov( l6�rl ,jr)/ou(t)] = [oV/ou(t)] [ov<X ,j >*Jou(t)], t� T. s .o 

jr-l is such that: 
(14) 

i JT< [ov( j�;�rl ,jr)/ou(t)], [av( j6�
rl'jr)/ou(t)]>dt/A.* � Er' 

(15) 
set jr = jr-l" Otherwise choose the smallest jr > jr-l such 
that (15) is satisfied by increasing jr until it is satisfied. 
Go to �). 

�) If the initial condition changes which have been made 
do not span X(p), i.e. if r # p, set r = r+l and go to J) . 

If r = p, stop. 

Remark Optimal control law ( 7) with j = j is an EX( ) -approxi-
. p p 

mation to the optimal control law determining optimal controls 
belonging to U if: 

Er of the above algorithm is 2 E /(p+l) ' r O,l, • •  ,p. 

Use of the Remark with the above algorithm enables the j 
to be determined for which (7) is an EX(p)-approximation in a 
simple and efficient way for any pre-chosen positive E 

Consider the control function: 

u <t> = 'U<t> o-p F(j , t)'lli ,j )-lg.:io- �p 
F(j ,t)T(j ,j )-l.)( o �\'o o r r r r= 

P(jr ,p ),Pxr' (16) 
where P(jr,p)r' column r of the matr

.
�x P(jr,p) of 2 . ,  maps 

initial condition changes t;x to cha�ges in the components of r . . 
basis-functions f1, • •  ,f. present in the gradient, and g�R� 

Jr is the vector of components of the basis-functions f1, • •  ,f. 
- Jo present in the gradient for the control function u. 
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Cl early if u is an £ -approximation to the op:timal c on-o-p -
trol for each initial condition belonging to X (p ) , control law 

( 7 }  with j = j p is also an E X( p ) -approxima.ti on , since u0_p is 

not the opti.ma.l c ontrol bel.onging to U ( l  j ) n  i f any j # j , p r p 
r = O , l ,  • • •  , p -1 .  

Suppose the gradient foll owing the appli c ation o f  u 
k k o-p 

consists exactly of component s g ( o� )  � R of basi s-�c tions 

f1 , . • •  , fk for some k > j
p 

and �or some c hoi c e  of f .  , • • •  , fk . 

Because the gradient varie s  l inearly wi th the ini ttR::::1condit ions , 

gk
(o� ) has t he form : 

where 

G 0 
p 

+ r m=1 

G E. Rk , m =  0 ,1 , • • •  ,p . 
m 

G ox 
m m (17 ) 

From (1 2 ) , the minimal E for whic h  u yields an E -approxi-o-p 
mation for some x E. X (p ) has the upper-bound : s 

E(x , u  >* 
s o-p 

1 p p ::t 2 <E r G ox J , [ r G . ox . J>/h 
m=O m m i =O 1 1 (18 ) 

where ox = 1 .  For all initial condi ti ons x belonging to X(p ) :  0 s 

E(x ,u >* 
s o-p 

where j o�0 j ·  = 1 .  

Thus control l aw ( 7 )  with j 

i f : 
i s  an 

(1 9 ) 

E X(p ) -approximation 

r O , l ,  • • •  , p ,  

( 20 }  
sinc e th en E (x , u  )* $ E for all x E. X( p) , whi ch ensur e s  s o-p s 
that (1 6 )  is an E X ( p  ) -apprqximation . 

Cons i der optimi s ation on U(l , j  ) " for ini t i al condi tion 0 
x From ( 1 8 ) : s 

Henc e , for c ondi t i on ( 20 )  t o  hold for r = 0 ,  we r e quire that 
E (� , u  )* < E / ( p + i ) 2 • Sinc e the control u for x i s  the s 0� - 0� s 

opt imal control b e l onging t o  U ( l , j0 ) " for xs ( from (1 6 ) ) ,  \.re 
re quire that j 0  b e  chosen s o  that t he optima l  c ontrol b e l onging 
t o  U ( l , j 0 ) '' for x5 be an E / ( p + l ) 2-approxi ma t i on t o  t he o p t i ma l  



47 

control . This justifies the above Remark for r = 0 ,  

For r = l, • • •  ,p, the gradient function change, following 
optimisation on U(l,j ) ", which is caused by the initial con-" r /\ 
dition change X l 6x I is denoted by [av( j6x I ,j )/au], of (14) . r r r r 
From (16) and (1 7) , [aV( \ 6� j ,j ) /au] consists exactly of the 

1 .-.  I � 
r r . 

components Gr 6x� E of the basis-functions f1, • • •  ,fk' i.e . 
[av( j 6�rl ,jr) /au(t)]  = F (k,t) Gr j 6�rl , t C. T. (21) 

Satisfaction of condition (20) requires that : 

On using the orthonormality of the basis-functions and (21) , 

this requires thAt : 

This justifies the above Remark for r = l, • • •  ,p, and concludes 
the proof •. 

6 .  ConcludinJ Co-nts 
In this paper it has bee·n shown how lower-bounds to the 

miniaal perforaance index on the control space can be obtained 
(when only suboptiaal controls are available ) and used to 
determine the number of basis-functions needed to obtain adequate 
approximations, performance-wise, to the optimal control function 
or optimal' control law. 

Lower bounds to the optimal performance index have also 
6 been considered by J .  D. Pearson ; the developments and results 

of this paper are, however, different. Better (more positive) 
lower bounds have been determined for both the problem con­
sidered here and a similar problem subject to termi.nal equality­
constraints5. 
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ON T HE D E T E RMINATION OF EMIS S ION ZONES 
AND OP T IMU M TRAJ EC TORIES OF NON L lNEAR 

CO NTRO L  SYS TEMS 

by 

s .R"o z,Uski 

Aeade!ll)" of Mining and Metallurgy 

Department o f  Automat ics and Industrial Eleotronics 

Kr8k6w 

PO LAND  

The problem o f  optimum control o f  nonlinear sys�eme 
is usually given in terms of a variational proble� and hence 

the methods of its s o lut i on are variational methods . It is 

shown in thi s  paper that there i s  a p o s s ib i l ity of a differ­
ent /not variational/ approach to this problem�- The method 

leading to e quat ions of optimum traj e c tory presented here 

has been sugge sted by T .Wa�ewski �2_7. The present paper 

presents on attempt o f  finding in this way actual e quations 
of optimum traj ectory and optimum control for nonl1near 

control sys tems . 

The method, which i s  described in detail 1n further 
sect i ons , c on s i s ts in the f o l l owing considerat i on :  c ons ider 
a control system and some res tric ions imposed upon the 

contro l ve ctor which define the so c al l ed control domain . 

On the bas i s  o f  the equations of this system one can find 

the orientor fie ld N assoc iated with this system. One can 

dete rmine the c onvex hull /enve lope/ E of the orientor N 
at each point of the (x, t ) - space /where x is the 

vector of the state of the system end t the t ime/ �· The 

f i e l d  E ( x, t) eau be interpre ted as a family o f  c onvex 
cone s in the (x, t) spac e .  T�is family wi l l  be treated as 
a family of Monge cone s o f  some first order nonl inear 

part ial d i fferential equat i o n .  The boundary o f  the emission 

zone of the po in t  p0 hich represents the in itial oondi­

tions mus t sat 1 s ry / according to �2_7! th�s partlal dif­

ferential e quat ion and the opt imum time charac teristics 

o f  the system extending from the point P0 , are at the same 
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t!M the cJaarac�eris�ics of this eqaation. the problem thus 
ooasis�s 1D fin41ng the above-aentioned differential equa­
�ion 4e�ena1D1Dg ita 1Dtegral surface an4 its characteristics . 
The application of the aethod of characteristic strips 
peraits a reduction of �e problea to a systea of equations 
of the · type of Baailton equations /rigorous definitions of 
�e sets N, E and Q aa well as of the orientor field are 
gi'f'8Jl in Ref� C2J1. 

When go1Dg over to aotaal equations and restricting 
conditions ocoarring in re*l control &JWteas thia method 
becoaes more complicated owing to discont1Daities appearing 
in �he structure of �he sets A aud B �  It turns out that 
the faailT of cones , obtained b7 forming the sets N and E ,  
usuall7 consists of cones whose lateral surfaces degenerate 
to a finite number of ra7s. The differential equation cor­
responding to such a ramilT ot Yonge cones does not satisf7 
the assumption of continuitT with respect to the partial 
derivatives appearing in this equation. This rules out a 
direct application of the method of characteristic strips . 
To appl7 this method it is indispensable to introduce the 
concept of distribution and distributional derivatives 
/et. e .g. CsJI. 

In the following considerations we shall look for 
optimum control signal for a s7stem described b7 the fol­
lowing set differential equations. 

:i:i • fi ( xi, • • •  ,�, a1 , • • • •  , a8 , t ) 1 

i - 1 ,  • •  '"" 

wbioh 1D vector notation is written as 

i: • f ( x, a, t ) ta 

where x ia a vector function x ( t ) • ( x1(t ), • • •  , "n ( t )) 
an• analogoael,. a ( t ) • ( u1 ( t ) , • • • , u8 ( t ) ) • The function 
f is a vector function with the componenents t1,  • • •  , fn 
and Aepends on n + s + 1 variables : x1 , • • •  , �  , u1, • •  ,u�t .  
Tbe fnnctions x1 ( t ) , • • •  , � ( t) will be called coord1-

...._. .. , � a,r��t.ea whil8 •1 ( t ) , • • •  , .. (t) MaU'el fuocu_. 
or at.pl,. eontrel.  
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The 1Dvestigate4 BTStea satisfies the foll�wing aasu.p-
t.iOAs. 

Aaallllpt.iOA I 

The fanctiou 

fi ( x1, • • • •  , �· a1, • • • •  , u8 , t )  
1 .  1, • • •  , o.  

are defined 1D a bounded rec1on � 1D n + s + 1 dimen­
sional space�· They are continuous an4 bounde4. The functions 
a1 ( t ) , • • • •  1 a8 ( t ') are 11easarable an4

. 
bounded for all 

t. � o. The control vector fulfils the relationship 
a ( t ) � C ( x, t ) where C ( x, t ) is a set which will be cal­
led in further consideration the control 4oaain.- It is assuaed 
that this set is contained 1n a a-dimensional sphere with a 
constant radius, is defined for all t ,  x , and chenges 
continuously depending on t, x. 

Let as also assume that optimua control for the syatea 
1 is tendor control /which is a generalisation of the 

wbang-bang" control/ . As it la known from Ref.�'_7 this 
assumption is equivalent to the following assuaption: 

A8&Wilpt10n Il 

For arbitrary x' and x" the following inequality 
holds : 

\ f (x' , u, t ) - f ( x" ,  a, t ) l � w (l x'- x" I ,  t) 

where w ( v, t) is a function of the coordinates v, t such 
that w ( v, t) � 0 and the equation v .. w ( v, t) has a 
single solution v � 0 passing through the point (o,o) . 

We shall now determine the optimum trajectory and 
optimum control tor a controlled system satisfying the as­
sumptions I and II. The calculations are perforaed first 
tor a tno-dlmensional system /for the sake of clarity/ and 

then generalized for multi-dimensional systems. Consider 
the follouing for of the equations of the system 
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�1 - f1 ( x1, �· Q1' Q2'  t ) 
.. 

f2 ( x1, t ) 2 
� - � Q1' Q2'  

The control dollaiD is given in the fora of a set to which 
there belongs a vector Q ( Qi' u2 ) 

Let us now detera1De the orientor field associated 

with the system 2 ; Por this purpQse let us perform the 
transformation 

v1 • f1 ( x1, �· 0i '  02 ' t ) 
v2 • f2 ( xi, � ·  01' 02 ' t ) 3 

if now a1 and a2 take all positions in the set 
C ( x1 , �· t) then vi and v 2 will take the values forming 
soae set N ( x1, �, t ) . This set defines the orientor field 
associated with th• system 2 • We shall now determine the 
convex hull ot the set N ( x1, �, t ) , B "' env N and the 
tendor Q (xi , x2 , t ) of this set.  

Let us  now consider the general case when the set 
Q ( x1, x2, t ) consists of points of some curve /depending 
on t/ as shown in Fig. 1a. Suppose that this carve can be 
described by the parametric equations 

where h1 
to the set 
going over 
the form 

hi • h1 ( x1, x2 , t, w ) 
h2 = h2 ( xi, x2, t, w ) 

and h2 are co�rdinates ot points belonging 
Q ( x1, �, t ) and w is the parameter. Atter 

to tendor control the orientor condition has 

i E Q ( xi, �, t) 
Thus the set Q ( x1, � , t ) defines some set of directions 
1D ( xi, x2 , t) - space which can be .written 1D the form of 
a set of direction numbers 
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{ hi ( x1,�. � ,.. ) ,  h2 (xi' �'� ,w ) , 1 )  

where w £ C a, bJ; 
Oue . shonld find now such uoulinear partial differential 

equation of first order tha� the se� of oharao�ris�io 
directions for this equation would coincide with the se� 5 ; 
We shall look for this equation in the fora: 

6 

where 

'l'he set of the oharaoteristio directions of Bq·� 6 has 
the fora 

(Ppi
' PPz' piPPt' + PzPPz

) 1 

where pi and p2 aa� take ar'bitr� Talues satlsf�C the 
relationship 6 at eaoh point ( xi'�' � )  ; 'l'.be coaparisou 
of the coefficients 5 and 1 succests that Bq� 6 � 
the fora 

F • pihi (x1,�,t,w ) + p2h2 ( x1,�, t,w ) - i • o 8 
where w is so•e fauc�iou of the Tariables xi, �· �. 

pi , p2� To determine this fauctioa we write explloity the 
direction uwabers ot Bq. 8 ·: 

( � � � � hi + pi 'C p1 + Pz c p1• h2+ Pt � + P2 3 p2 ' 

2 � � � 2 � ) ' i - pi a pi - PtP2 � - PzPt c pi - Pz 3 Pz . 9 

It is seen that the sufficient ooudi�iou �hat the set 
ot direction uu.bers 5 be identical with the set 9 is 
that the followiD& relations must hold st.altaueousl� 

-� � -pi OP.p + Pz P 
• o 

1 1 

� � Pi ..,. + Pz �P : o 
"Pz 2 -
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tbat is 

The latter system of equations is fulfilled when 

( 0 1f )2 + (_h. )2 
E 0 � o p2 

10 

The r lattonship 10 permits the fun tie�n w ( x1 , x2 , t , p 1 . P2 ) 
t\') be determined si.Doe the functions .111 and h2 are kn rot. 
After substituting into Eq. 8 in place o f  w the func t ion 
of the variables xi ' � ' t , p1 . p2 found by means of E q .  10 , 

obtain the· equation of the boundary ot the emi s s i on zone 
of the c ontrol system 2 

F ( x1 , x2 , t , p1 , p.2 ) • 

• r*"(xi · �· t , w  ( x1 , x2, t , pi , p2) ) :ra: 0 
The emiss ion zone of the po in P0 is the characterist ic 
conoid of the e quation 12 extending from the point P0 • 

11 

I t  should be po inted out that thE'! systems under c onside­
ration sat i s fy both assumpt ions I and II, and hence thei r  
quasi-traj ectories are equivalent to the traj e ctorie s  o f  ain 
reaohability / in the sense of the defin i tion 1 from Re t .�17/ .  
Thus when we limit our considerat ions to the aim reachab i l i ty 
defined in this way we can regard as vali d  tor the s e  systems 
the theor m / 3�7/ from Ref .�1_7 whi�h ho lds for permanent 
orientor f i e l d s .  Accordtng · to this theore� the traj e ctory 
reaching the aim in cptimnm time /hitting it at the boundary 
of the emission zone/ lies compleotly on the boundary of 

/f ig. f./ the emis s i on zone . Hence it follo s that tbe optimum traj ec-
tories l ie on the boundary of the emiss ion zone and thu 
the charac teristics of E q.· 11 are opt imum traj e ctor i e s  / or 
quas i-traj ectories/ of the sys tem 2 , and c onversely, al l 
optimum trajectories of the system 2 are characte ristics 
of Eq; 1 1  • The non-optimum traj ec tories obtained for contro l 
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signal u e c ( x, t) aay be 1Dterpreted as Koace 's U.nea 
of Eq; ii • All such trajectories lie iaaide the obar.oter­
istic conoid of this equatioa. 

Let us now consider a special case wbicb, boweYer, is 
of great practical importance; Let us naaely aaauae that 
the set Q { x, t )  cannot be d�scribed by •ana ot equtlons 
' under the assumption of the eXistence ot partial deriY.-

tives �:1• Let us take into oonsideratlOD the extra .. c ��• 
when the set consists ot a tiaite number ot poiate /Fi&.�b/� 
This can occur when the_. control doaaln will have the shape 
of a n-dimeusional . cube �· The set Q ( x1,�, t ) caD theD be 
described by mea1;1s of Eqs; " , · the functions h1(x1,�,w, t) 
and h2 ( x1,�,w� t ) beiag_ dlaoontiauoaa with respeot to 
the parameter w • These functions /hi aDd hzl CaD be writteD 
1D the followill& way: 

Gi1 (x1,;, t) wo �- w '- w1 

0i2 (xi,;. �) wi_ 
< w '  w2 

b· • .. i2 . 1 • • 
( xi,;' t) wlt-1 < w ' "Jt oilt 

where Jt is the aamber ot points beloncinc to the set 
Q ( xi1�, t ) , i • i � 2.o" We shall now assip to tbe tlllaotlou 

. * • h1 and h2 the correspondin& distributions b1 , �2 with 
respect to the variable w. Thus tbere exist the 41s�1bat1o­
nal derivatives 

o h� Jt 
� .  2: ( ci , J+1 - oi , j ) o(w-wJ ) • i .  1, 2 13 

j•1 . 

where cl ( -wj ) is the distribution oorrespoading to Dlrac 
d" - func tion . The formulae 5 and 10 bold tor tu distribu­

t ions h� and h; • After subst1tut1n& t.be derlvat.lns 13 
formula 10 becomes 

t-1 [ Pi ( c1 , j +i-c1 , j )  + P2 ( o2, j+1-c2,j )} cf(w-wj ) • 0 t• 

u c an lae euU-y $a{- taat t!ae laM equalltT le falli.Uell 
when : 

,. 
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D -
W • Jr [ Pt ( 0t, J+1-01, j )  + P2 ( 02 , j+1-02, J ) - wJJ 

15 

where o1 J • o2 j and w are fanot1ons of the Tariahles 
t • • 

x1,x2, t. Thus this formula defines the function 
w ( x1,�, t ,p1, p2 ) we look tor.- It should be pointed out that 
froa Eq.' 15 results Bq-.· 14 but , not converselly.- Eq. 15 
giTes one of the possible forme of the function w. Really 
important are only the zero points of this function since 
the function appears in the equation of the boundary of 
the emission zone in the argument of the sign or o -function. 

�ccordiag to Eq; 8 the equation of the emission zone 
boundary of the investigated system has the form: 

p1h1 ( xi ,�, t, w ) + p2h2 ( xi ·�· t, w ) - i a 0 

Substituting into this equation in place of w the function 
of the variables xi , x2 , t, pi� p2 which we have found in 
prior considerations, we obtain the following form of our 
equation : 

F ( xi '�' t'pi, p2 ) = pihi [ x1,x2, t,w  ( x1, x2, t , pi,p2 )] + 

16 

The set of characteristic directions of this equation has 
the form: 
(b1 [ x1,x2 , t, w ( x1, x2, t, p1' p2 )] , h2 [xi, x2 , t, w ( x1 , x2, t, p1 , p2tt) 
and thus coincides with the set Q { X!f2 , t ) _defined by 

Eqs . 12 • Eqs. 12 16 �old also in the case when 
Q ( x1,x2, t ) consists of an infinite number of points. 

The method of determination of the equation of nmission 
zone boundary can be generalized tor multi-dimensional systems. 

Consider a system whose equations have the form 

� = fk ( xt• • • • • • Xn• ut • • • • • •  us • t ) 17 
�:there n ) s , k = i,  • • •  , n. 
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For the solve of simplicity let us aasuae s • n 
I the vector u ( ui , • • •  , us) can be extended to n-dilllensions 
by assuming u8+i• , • •  ;·, • 11u • 0/. 

The equation of the control system can be written 1D 
vector notation :  

x • f ( x, u, t )  
where u e . c ( x, t )  • 

iS 

Now we find /in the way described above/ the orientor 
condition associated with the systea 18 

i € N ( x, t) 
Next we determine the tendor Q ( x, t )  of the set N ( x, t) . 
The set Q ( x, t ) consists of the points of soae /not neces­
sarily regular/ n-1 - dimensi-onal bypersurfaoe·� Let this 
hypersurface be described by parametric equations /in 
analogy with Bq. • / :  

hjr. • � ( x1• • • •'• • Xn• t,w1• · · · ·· • •n-1 ) 19 
where w1, • • • , wn_1 are parameters , k :r  1, . • .  , n .  

and w ( w 1, • • • •  , wn-i ) € .&. ( x, t ) • 
The orientor condition for tendor control has the form 

� € Q ( x, t )  20 

We look for a form of the partial differential equation of 
the emission zone boundary analogous to Bq. 8 

F = t. p ·h ·  ( x, t, w)  - 1 • 0 2i 
i=i 1 1 

where w is a vector function w ( x, t, p )  and 
a t  

P • P ( Pi , • • • • , Pn ) P:k • 0 �- , k • i ,  .-·;·. ,n 

the 
The tuncU.on w ( x, t , p) 

follouing relationships : 
n ohi 
L P · :: 0 
i=1 1 ()wj 

must be chosen to satisfy 

2 
. n ( � -1 ) -or L >  . 15 p =. 0 ][,..1 · k 

where j = 1, • • •  ,n-1 , 
A (x, t)  at each point 

w taking all positions in the set 
(x, t) . 

22 
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The tun�tion w (x, t, p ) tonnd on the basis of Eq; 22 
is substituted into Eq. 21 and thus the equation of the 
emission zone boundary becomes 

D 
F = .) Pihi ( x, t , w l x, t , p) ) - 1 a 0 

1=-r 
23 

It can be eas11� checked that the set ot characteristic 
directions ot this equation is identical with the set of 
directions defined b� the orientor condition 20 • The 
characteristic directions of Bq. 23 have namel� the torm: 

n-1 n o h .  � w  n n oh ow (hi + ) z: Pi � �p • h2+ L z Pi � 'ap
k, 

• • • 
k•i 1•i owk i k•1 1•1 k 2 

where w € .A. ( x, t )  • After takiDc into aooonnt Eqs. 22 
these directions are reduced to the fora 

25 
and thus are identical with the set of directions defined 
by the condition 20 • Eq;· 23 is thaa the equation of the 
emission zone boundary of the point P0 tor the system iS • 
This zone is the characteristic conoid of Eq. 23 extending 
from the point P0 • 

Example 

Consider a control system described by ·equations : . 
xi ., � 

� • Cf ( xi , • • • •  , � , u , t) 
where u is a scalar , l a ! ' 1 . 

Assame that this system satisfies both assumptions 
I and I I .  We form the orientor field associated with this· 

26 
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system • For this purpose we perform the transformation 

27 
•n · .f (xi• • • • • • Xn• u , t ) 

When u takes all Yaluea from the interval �-i, +i_l 
the point v ( vi ' • • • • 1 vn ) takes poa! tions composing the set 
N ( x, t ) .- This set has the shape of a unidi.mensional line 
segment in a-dimens ional apace, since only one coaponent of 
the vector v changes with changing u • The tendor Q ( x, t ) 
of the set N ( x, t ) thus consists of the points : 

pi ( �� . �c. • t �· II&X <f ( xi, . ; . • •Xn• a , t )) 
.. 

p2 (�· • • • � .  � · aiD <f (xi' • • • • • Zn• u , t)) 
Q 

The set 28 can be described by the paraaetric 
equations i9 , the functions h.1 haTinc the fo:na: 

where 
IIAX lf 

Q 
- llin � 

Q 

hi . ; 
h2 - X, .  
· . 
• 
• 
�-i . �;..1 
ba • 1(wi) �1 ( xi , • • • • •Xn• t ) 

+ 1 ( -wi) <P 2 ( xt• • • · ·�· t) 

( x1, • •  .- . �1 u, t ) 
( xi , � ��; ,� , a, t ) 

i(wi) - HeaT aide unit function /step functioa/ 

28 

The parameters w1 , • • •  , •o-i are now made dependent on 
the variables xi • � · · · · · �, t, p1 • • •  , pn 1D such a way that 
Eqs.- 22 would be satisfied. w4, . . . .  , w,_1 do not appear 
in Eqs. 29 and we can thus assume 
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- •3 = = •n-1 = 0 ·� 
Eqs .- 22 reduce our case to the form 

0 

The distributional derivative has the form 

Thus Eq. 30 holds if 

•1 ( xt• • • • • •Xn• t,pt • • • • • • Pn ) = Pn 

The equation of the emission zone boundary for the 
systea 26 has according to 23 , the form 

P .. pix2+ • • • +pn-tXn•Pn [t ( Pn ) <Pt ( xt• • • • • • Xn• t ) + 

30 

+ 1 (-Pn) <f> 2 ( x1, • • • •  ,Xn, t)] 31 
In the case when the function <f in the system 26 

is monotonic with respect to u , Eq. 31 can be written 
in the form 

F :z P1 X2+ • • .+pn-tXn +pn [ 1 ( Pn) r<  xi' • • · ·�;' Xn• 1• t ) + 

+ 1 ( -Pn) cp ( x1 , • • • • ,Xn, -1, t)] 32 

Note that in the last equation the vector u does not appear .  

The control vector u doea not appear in Eqs �· i9 23 
either. Therefore the method pre sente d in this paper � i l l  be 

cal led, according t o  the sugges t ion of Wazewski • 

Determination of optimum t r�j e c tory and opt imum contro l 

To determine the time opt imum traj e c t o ry o f  the contro l 

system 18 one should find the characteri s t i c s  o f  E q .  23 • 
We shal l apply the me thod o f  charac ter i s t i c s  o f  C auchy . This 

me thod can be applied when the f unct ion F appearing in 

E q .  23 has continuous derivatives with respect to w i l l  

variab le s .  I n  general this i s  not the cas e i n  prac t i ce , v1hich 
re s u l t s  in the n e c e s s i ty of making use o f  the concept of 

tl l s trib u t i on .  In conn e c t i on with this we shal l ass ign to the 
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function F and to all . not di fferentiable functions appearing 
later, the corresponding distributions which we shall denote 
by the same symbols as the functions considered. �ter 
obtaining final results we shall go over to the value s o f  

. dis tributions appearing in these functions. 

Let us thus apply to Eq. 23 the •ethod of characteristic 
o f  C auchy. C aochy ' s  equations tor E q� 23 are : 

dt 
ii .  

dp · ----l • ds 

where i = 1 , �  • •  ,n , and 8 i8 a parameter . 

33 

The last o f  Eqs ;  33 permits the paraaeter s to be 
eliminated s ince � pj �: • 1 i We thus obtain a sys tea 

J-i J 
ot 2n ordinary differential equations for 2D functions 
ot time : xi ( t )  , • .  � . , � ( t) , pi ( t) , • • •  • , Pn ( t) 

E qs . 3• describe the optimum traj ectory of the system 
18 in ( x1 , • • • •  , �, t ) - space . This trajec tory is uniquely 

desc ribed by giving the coordinates of the ini tial point P0 
and the c oordinates of the aim g ( g1 , • • •  � •Cn) • Here again 
appears the two-po int boundary value problem, s imilarly as 
in e quations obtained by means of variational methods . This 
problem consists in the fact that in of the boundary 
condit ions o f  Eq. 34 are given at the beginning of the 
traj ec tory in t erms o f  the coordinates of the po int P0 

hile n are given at the end of the traj ec tory in terms 
of the coordinates of the aim. 

Knoning the opt imum traj ectory we can determine the 
opti :um contro l signal uopt ( t )  by substituting the de term­
ined funct ion· xopt ( t )  into the equation of the system i8. 

e can also determine the dependence between optimum contro l 
si al and the vector p ( t )  � For this purpose we can make 
u s e  o f  the knowle dge o f  the dep ' dence of the vector 
b ( hi , • • • •  , hn ) ,  which takes the posit ions of the set Q ( x, t) ,  



on the nctors x and p /see Eqs�· 19 · and 22 I .  The set 
. Q ( x, t) has been obtain.ed by making use of the transforma­
tion 

., • t ( x, a., t ) 35 

3 • Let us now which is aDalocous to the transformation 
focus our attention to the fixed point P 
space. !he transfol'111ation 3 assigns at 

of the ( x; t )  -
this point to each 

Talae of the vector a a certain element of the set Q ( x, t) 
aDd thus also a certain value 

h { x,p , t ) • t "( x, u, t )  36 

In the case when the transformation 3 has an invers9 
we can find on the basis of 38 a unique dependence 

a • a. { x, p, t )  

In the case when the 
function u ( x,p, t )  
eXists aore than one 
optimua trajectory. 

Exuple i 

35 transformation has no inverse the 
is not unique which means that there 
control signal uopt (t) giving the 

Let us determine the optimum trajectory and optimum 
control signal tor the system 28 • The equations of the 
optimaa trajectory tor this system are readily obtained 
by writing down the Cauchy equations tor Eq. 31 : 

. 
x3 • xJ+l 

� • 1 (Pn)  4>1 ( xi , . ; • •  ,,Xu , t)+ 

37 

+i ( -Pn) cp2 ( xi, .  . . . ·�· t) 38 

Pk • Pn [ i (Pn) �px! +i (-Pn) ��]+pk-1 

where J•i, • • •  ,n-1 ; k• 1, • • • •  ,n ; p0= o. 
From the transformation 27 we obtain the fo llowing 

form of the relationship 3 8  

: hi • x2 
. hn-t•Xn 
hn • 'f  ( �· · · · · • Xn• a, t ) 
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After substituting for hi• • • • • •bn 
and taking into acooDDt the tact the w • 

the values of 29 

Pn we obtaiD the 
equality: 

1 ( Pn) 4>1 ( xi, . � .·; ,Xn, t) + i (-Pn) cf>2 (xt• • • • • •Xn• t) "" 

39 

and thDa 

Q • �0 

where a'  and - a ' '  denote the values ot the control 
signal a tor w.tioh the flmotion f beoo-• 118.X1•aa and 
minimWII at the point ( x, t) , reapeotinly. In the case 
when � is monotonio with respect to a tor all x, t , 
the optimum control signal .ast satisfy the relation 

11 • sip p8 

Example 2 

C onsider a syatea described by tbe eqaati .1D 
. 

x + m2 + x = at 
which is  equivalent to the systea ot eq11ations 

where 

. 
x1 .  � . �3 
Xz • ut- ���2- xi • f ( xt'�'111' a2 ) 

When writing down the transformation 3 for this 
system we come to the conclusion that the set N ( x, t) in 
our case is  a line segment . Thus the set Q ( x, t ) consists 
of the ends of this segment, i .e . ,  the points 
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aiD ('f) • -i - Xz - xi ui, n2 
Eqs . .& become 

hi • x2, h2 • sip w ( 1 + I Xzl)- x1 
while from Eqs·. iO it follows that 

� Pz () w  • 0 

Hence we can conclude that w E p2 and thus the equation 
of the emission zone boundary is 

F • P1Xz + Pz [sip Pz ( t+;) -xJ 's 

The Cauchy equations are iJl this case the follow1Dg: 
ii • Xz i:z· sign Pz ( i+; 81p Xz) -xi 

. 
P1 .. -P2 Pz • -p2 sip Pz sip Xz 4.6 

Optimua control signal can be found by means of Eq·� · 36 . 

sip p2 ( i+Xz sign ;) - xi • ni-Xzn2- xi 
and thus 

The formulae obtaiJled by means of the method 
described in this paper are relationships between dis_tribu­
tions assigned to the correspond1Dg functions /cf·�·p . 15/. 
To obtain the values of this functions one should go ever 
to the values of the corre�ponding distributions . This is 
possible since the distributions obtain d have some values 
at all or almost all po1Dts of the regions considered. 
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О МНОГОШАГОВЫХ ИГРАХ 
А.И. Пропой 

Институт автоматики и телемеханики /техни­
ческой киб�рнетики/ 

Москва /СССР/ 

I. В настоящем докладе приводятся некоторые результаты 
из теории многошаговых игр, т.е. таких, в которых nоведение 
игроков оnисывается разностными уравнениями. Рассматриваются 
различные nостановки uногоmаговых игр и-соотношения между ни­
ми. Даны условия оптимальности для игр, имеющих седловую точ­
ку. Приводятся условия оnтимальности для вычисления нижних и 
верхних границ качества игры при различной стеnени информиро­
ванности игроков о ходе игры. В заключение аналогичные резуль­
таты формулируются для дифференциальных игр. 

2. Пусть nоведение игроков оцисывается разностным урав­
нением вида 

Хк4"1 = j(хк7 ик, Vk) ( k= о, t, ... , N-1). j2.I/ 

QДесь вектор хк ={х;, ... J xZj оnределяет состояние игры, 
ве кторы ZL�<' ={и.;, ... , и';], ц;={V:,.1', ... , У/'} - уnравляющие ВО4:Jдей­
ствия и I и II игроков на k- ом шаге. •Игрок I может выби­
рать значения U.к. из заданного множества И : 

ц_к Е. U ( k= � � · .. _, N- f}J fl..2/ 

а игрок II - ifк - и;.;s мноаества V : 
/2.3/ 

Число шагов в игре nредлоалагается фиксированн�м заранее. Ка­
чество игры оценивается функцианалом вида 

Л/-'f 

J =ер( :x_JV} + L;:, (:tк, kк, 'V;.;}, /2.4/ 

k=Q 
nричем игрок I стремится uаксимизировать значение функциана-
ла J , а игрок II - его миниuизир�вать. 

В дальнейшем оудем nредnолагать� ·что множества U и V 
кошrактны, а функции /,;·rx,u,v-J, Cf>(x.) (j=о,1, 

... 
,п-) 

непрерывно дщрференцируемы на Ekxif� V 
назовем последовательности и =f uo, и�, ... , И;v_.,J _, 

V-= {vo и: v: f ::t=[x ... х.. lсоответственно уnравлением 1 'fl • ••, N-f 1 'f1 п.;· 
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I, II игрока и траекторией игры. /1'а.ко� уnравление часто назы­
вают программНЬiк/. uчевидно, .J= Jrxo, и, vj 

�роме· того, введем последовательности функций 
U.(i;з:.)=[U...fXg),•••t U.IV-1(XN-f)j , li(k,X) � {l{(.Ко), • •• , 7./N-1 (XN_,) /, 
которые назовем синтезом игроков I и II. Последовательности 
и.(/r,х), v-(k,.%) nри заданном начальноы состоянии также nол-
ностью определяют процесс: :J-=-:l(Xo, u.(�xJ, v-(J;:xJ) 

Н зависимоСТ.14 от степен14 ИНУ!Ормирuванности ю·рuков о .х:о­
де ИJ.•ры uo&Вu рассмотреть следующие эада'iи. 

Задача I. допустим, что перед ttaчёiлou .14Гры 14Грuку I ста­
нvситси и�вестныu fC1,Vtt.8JJeниe и игрока I. Н этой ситуации 
наилучший выход дли игрока I состоит в выборе такого уnравле -
вия t( , к оторое обеспечивает 

'lna..x "lпi.n.. J.rx., и. 'll"} = w1-(:с ) k.. -и- , , о .  
/2.5/ 

/При этоu веявно предполагается, что иrрок I применяет nрограм­
мвое управление iL , а не синтез u..(k,�J , т.е. никак не 
использует текущую ивфорuацию о состоянии иrры/. Выбирая та­
кое управление, игрок I гарантирует себе значение функц�онала 
J � w; , какое бы управление v- не выбирал иrрок 

II. w; - нижняя гарантированная оценка качества игры для 
игрока I при программноu управлении. 

Аналогичным образоu определяется верхняя оценка игры 
UJ�(�0) /случай, когда игрок I может знать заранее управ-
ление v.- игрока II/. Такая инфорuированность игрока I приво­
дит к нахо�евию 

1ni.п. �?t.a..x J (:�:0, U., v-) = LV+ (х) 
� и � о .  /2.6/ 

Эадача 2. Пусть теперь игроку II в ходе игры на каждом 
шаге становится известным текущее состояние игры �к и 
управляющее воздействие игрока! uk ; игрок же I знает толь­
ко Vk • В этой ситуации ветрудно показать, индукцией по ша­
гак, начиная с nоследнего, что наилучшее nоведение игрока I 
состоит в выборе такого управления � , которое обесnечива­
ет 

?1-La.X � htA..}( пс,Щ_ • • •  /'kA-X nн'IYL J(X0, U.,Uj �(.<{(�)/2 • 7 j 
'<о VO 1.<1 'l.f u.,.,_, �-1 . 

Если же наоборот, игрок I может nолучать инфорtJацию не 
только о текущем состоянии игры Jrk 1 но и об управляющем 
воздействии Uк игрока II, то он может выбирать уnравле -
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ние, гарантирующее 

ln�ntAZ/.JC. """Ц.._I'Нд.,)( ... � m.a.)( J{:k..o,U. Vj = Ц)+ (;}· /2. 8/ v;, � Vf 'k-1 �f �N-f 
:z_ 0 • 

Задача 3. llредположим, что перед началом игры игрок II 
знает синтез и( /с_ .х) игрока I, т. е. правила, по которым игрок 
I выбирает управляющие воздействия �k в зависимости от со­
стояния игры Хк /и, вообще говоря, от числа шагов к ;. В 
этом случае игрок I должен так выбирать свой синтез, чтобы 
обеспечить 

;2. 9/ 

�;(�)- ниЖняя оценка качества игры для игрока I, если 
он использует синтез. Верхняя оценка и..;3+ (Ха) определяется 
из решения задачи 

h-ti.�t- � Jrxo, u(k,1lJ, v-rt;�JJ -:" w + {:tc) 1i(k,1l} Ч(k,I(J . ' j ' /2 . IO/ 

3. Jстановим соотношения между задачами I - 3. Для этого 
воспользуемся известными из теории одношаговых игр соотношени­
ями ;сы., например, 1•2 /: 

m...a.x fh-:._,.__ f ( :t, и, v) :6::. 111.-t."/1; ;пдх tjl(Z, и, VJ, u(x) V(4..,.:k.) V(x) u(x,tт) /3. 1/ 

rna.x �rн'JL prx, и, VJ = пи·п. ma.x f/(x, и, vj, /3. t./ U.{X) 'l/{U.,X} 11"(U1X) U(X) 

справедливыми для любых непрерывных функций и ограниченных и 
· замкнутых областей изменения и и v-

Неравенство /3. 1/ означает, что выигрыш игрока I в слу­

чае, когда его выбор � известен противнику, не может быть 

больше выигрыша в случае, когда, наоборот, игрок I может 

знать выбор игрока Н. Равенство /3. 2/ означает, что опера'l'о-

ры ma.x и mi�L коммутативны, если при этом информирован-

ность игроков о решении противника не меняется. 
Применяя к задачам I-3 соотношения /3.I/, /3.2/� uouo 

доказать следующую теорему 3 • . 
Теорема 3.I. 11ри r.деланных nредположениях относительно 

условий задач для люоо. о начального состояния .:Х0 справедли­

во 

/3. 3/ 
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+-
где wi (Хо) (/= 1,2,3} находятся из решения задач I-> в си-
пу уравнений движения /�.I/ пvи ограничениях /2.2/, §2.3/. 

Также ветрудно установить следующий резупътат 
Теорема 3.2. Для пюоых начапъных соотношений справедливы 

равенства ( 7na..J( wн·п. J = 1n а. х п-и'н.. J 
1.<(k,к} U{K,JC) 'Ц(K,Jt} v- 1 

miи mа.к J = tniп.. ma.x J V(K,Jt} 'k{k,кl 1/'"(k,к) ц � {mа.к. t?н·,._ J = nta.x· т.:", J 
ц 1?- . и v'(k,'1f} ' 

11и'п ma.x J = h'н'n #На.х :J 
v- ц v- 'k(k,:Jc} , 

/3.51 

/3.6/ 

Соотнюшения /3.3/ показывают, что задачи � и 3 являются , 

по существу, различными формулировками одной и той же задачи. 
Поэтому в динамических играх нужно различать две основные иг­

ры. В первой игре, которую будем обозначать через !; {.Zo, и, v) , 

игроки выбирают свои управления заранее и никак не используют 

текущую информацию о ходе  игры; это , по существу , статическаЯ 

игра. Во второй игре !; (Ха, и{{"к� 11'"(k, .z.J} игроки определя-
ют свое поведение :в зави·симости от 

·
хода игры. Соотношения 

/3.4/ - /3.6/ показывают, что в этом случае игрок I, например, 
может повысить качество своей игры , независимо от поведения 
противника /применяет ли он тоже синтез или использует програм­
мвое управление/. Из теоремы 3.1 непосредственно вытекает 

':'еорема 3. 3. Пусть игра !;' (Х01 и, V-) имеет седло, т.е. 

?пах rn<-'11. J = i-п<lr ma.x J 
и tr v- ц_ • 

Тогда игра ;; (х., и(k,к), "v(k,кjj также имеет седло , т.е. 

111 а. к min J = 111 (./'L m а.х J� 
4{/f,к) 'li'{J:;кl U(K,>l} Ц(/c1'Jl} 

Ооратное, вообщ е говоря, неверно. 
из этой теоремы следует, что программное управление эк­

вивалентно синтезу только если существует седловая точка иг­

ры r; , что , по-видимшJу , редко встречается в реальных кон­

фликтных ситуациях. В Оольаинстве же игр w 1 значительно 
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больше Поэтому использование игроком I синтеза часто 
улучшает качество его иrры. 

4. Перейдем к условиям оптимальности задач I-3. для ото­
го воспользуемся результатами 4-б , полученн�ми nри решении 
одношаговых задач. Именно, рассмотрим задачу нахождения 

/4.1/ 
где U и V - компактн�е множества, а функция !((и, v-) 
непрерывно-дифференцируема иа Их V • Как следует из 4-б , 
функция Cf>r и} = tп�п !f? f ц, v-) в атом случае непрерЬ!11иа и 

Vf � _ 
дифференцируема по JIЮОому наnравлению о и.. == и- и , причем 

3<ft- - �'Prii-i_ = rn.:.n.. {' pr t:z, v-J 7 �и_ (и)- 'IJ ['"._ 'lfEC Vtt<:) �и ] ? /4.2/ 

где V{u} - множество оптимальных ответов v- на ii Е; U: 

Кроме того, введем сопряженную систему, которую опреде­
лим следующим ооразом : 

h = 'forxк, ик,rк> +(оf(Хк,ии:, �y,fк+f Гk �Хк �.Х к 
с грани�ным условием CD 

о т( .X,v) 
· fN = ох111 i 

"десь вектор Л�{!,;, .,f:}; :;{ � j.!(}'.i ; 
�- = I1ft 7 . о ер = fro � 7 ( . . - п.- . 

'Ох f1Jx"J;·1 ох /_�xJ_} '-,j-1, ... , )J 
т 

означает транспонирование. 
Определим также wункцию·Гамильтона 

/4.3/ 

/4.4/ 

fl(/к+t,x",,u�r.'llk) =lrx-.... u.к. v..) -rA:,frxl(, и.к, ?{") /4.5/ 

и обоэначи� чер�::з {Н и � 1/ допустю1ые дифференциалы 
этой функции 
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K{L4.J Kt-zг.c) 
- кону�ы воз:uожных вариаций в точках цк с 7/" и У; Е l/ 7' 8 • 

1< {и.) = { J'u. 1 k. с lf; 1А. + Е J' Z( с v; о � Е. <= Е J. 
5. Сфорыулируе:u теперь необходиwе условия оптимально­

сти для задачи I. При:uеняя введенные в п. 5 понятия и пользу­

ясь обычными в теории оптимального управления рассужденияыи 

jcw., наприыер, 8 j, ыоано установить следующий результат •. 
Пусть f2v (t<''') - множество оптимальных ответов 

/управлений 11'." 1 игрока II на управление и."' • Множество .J2, V' (и*) определяется из решения следующей задачи 

Тогда справедлива 

Теорема 5. I. На оптимал:ьно:u управлении t<.."' игроr:а I 
выполняются яеравенства 

/5.2/ 

для всех J'цк Е К {и.:) (k = � 1, . .. / N-t) , приче:u опти-

ыалыше значения Хк, Рк находятся из уравнений /2. I/, 

/4.3/, /4.4/ при соответствующих v- Е Q и (и....,) 
Рассмотрим теперь несколько частных случаев. 

Без ограничения общности можно считать, что 

{о(х, 'l<, V):::o, 
, т.е. качество игры зависит только от конечного с0стояния 

7= Trx/V) 
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_ Теорема 5.2. Пусть известно, что множество 
R.: r�. v-J ={ х.;� = frx, и, v-J, 'l< с Uj 

выnукло при .пюбЬIХ :х. и v Е V • 
Тогда на оnтимальном уnравлении справедливы равенства 

nzJ tniп {/f{/к�,х., и.._, Vi<) -fl(rк .. ,, rк, и;, v;.J] =О /5.3/ ЧI(Е 'U"tQ�(..., . . 
Справедливость теоремы следует из не�авенства /5.2/ 

и выnуклости множества R{ (�, -u-) fcp. ,8 j. 
Теорема 5.3. Пусть извес!но, что мноаество Qv- ft<.:J 

состоит из единственного управления �� • /Решение задачи 
/5.I/ единственно/. Тогда на оп'fимальном управлении спра­
ведливы неравенства 

0 f1 (b'lfo х,. и""- v:"'J �о 
Ои. гк-н, �с, «, #</ 

.цля всех 8 "к с К (и:) и 
/5. 4/ 

011"1/ { р:..,, �к: ц;, v;.,*} � О /5.5/ 

для всех d"� Е K(Vk*) и k ==о,", ... , IV-f , r.це 
h.. "' оптимальные значени� гк, Хк находятся из уравне-

ний /2.I/, /4.3/, /4.4/ nри '-<к= -и:, 'Zz =�.,. . 
Перавеяство /5.4/ вепосре.цственно следует из /5.2/; 

веравеяство /5.5/ выражает условие оптимальности управле­
ния игрока II. 

Рассмотрим теперь опять случай, когда (о (х, k, V/:0, 
Теорема 5.4. Пусть известно, что: 
I) множества 

R:{x,1iJ=[:tfrL =(rx,1<, vJ, и<= lJ}; /(:(x,u) ={�/�=/iх;и., 11"), VC V} · 

выпуклы при JIЮбых .:х и чсЦ-v�У; 
2) оптимальное управление 11'" игрока II uинственно 

/множество Q ( "-< "? состоит из одной точки v-� 1. 
v 

Тогда для того, чтобы и"", r 1t были оптимальными уnрав-
лениями игроков I и II, необходимо, чтобы функция Гамильто­
на имела седло в точках "ZL:, 1?; ( k-=: q :t; ... , А/- 1) , r.e. 
на оnтю.tальноu уnравлении · · · 

rnд_x � Н (Ь� .х� ч .. 1f.'... ) = rnL.n..�x Н (ьi.,, Х: ч-<,'?k) ==-/ К-<1/ �, 1 � 1f.: "4<, 1 • 
� � к �.ч =Н L ..lf � * * р/(�1,хо<,Чк,1Гк) 
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Аналогичный результат справедлив и для функцианалов о6-· 

щего вида /2.4/ jcp. 8 ;. 
Доказательство. Из неравенства /5.4/ и выпуклости мно -

жества н.; r�. v-) следует 8 : 

· ' fltь." х" j-/1 .,. * " ,. 
1?7/it.l/X 1 Гlf,.1> �, �1(, � - (/к-н�-"><, '<и, �) 'k".e /5.7/ 

/Это же равенство, естественно, следует и из /6.3/ в случае 
единственности V11' 1. _ 

Из /5.5/ и выпуклости uноzества R_,-' ( х, �<-) следует 

-m,v·h Н (!к�, х;, и:, �J =Hr?:.r) х:, и:., rк."J. /5.8/ 7{-е 
Равенства /5.7/, /5.8/, как известно 1•2 , эквивалент­

ны /5.6/. Условия оптимальности, аналогичные /5.2/- /5.6/ ,. 
можно получить и для нахождения ш/ ( Хо) /задача /2.6/1. 

� Перейдем к формулировке необходимых условий оптимально­
сти задач 2. 3. 

Пусть и:::, v-... • ( k= о, 1> ... , N-f)- оптимальное решение 
задачи 2 для фиксированного начального состояния �о • Как 

3 .;� "4' 1( ( "4' .., :11 -lf доказано в п. , "'"к = Z<-... х .. ), 'V'к = 1i к ( .х,.., и«-) , где 
и; (х), v-к• (:Jt:,'k) - оптимальное решение задачи 3. 

Теорема 6.!. Пусть и,. и v• - оптимальные уnравле­
ния игроков I и II для начального состояния �о • 

Тогда на оптимальном процессе, если он единственен,· 
сnраведливы неравенства 

J Н/ь� х" ц• v::"')�O 
k (/-J("f.f J 1(, к, IJC 1 

o'VH r1:.,� х:, и:, 11:)� о, 
J't<" с к (и.:) , /6.!/ 

! v;. с k ( v,/}J 
где k�=-k:rx-... •)J 
значе�ия х; и 
/4.3/, /4.4/. 

.., v: .. ( .., �) 'Vк = , �е х к, Z<к , а оптимальные 

)': находятся из уравнений /2.!/, 

·доказательство этой теоремы nроводится обычными в оnти­

мальноtА уnравлении методами и здесь не приводится /ер. 8 1. 
Таким образом, в случае единственности оптимальности nро­

цесса условия оnтимальности для эад�ч I-3 по форме совпада­
ют, хотя имеют разный, сиысл, что поl(ааъmают nриводиыые ни-
же следствия. -..-

Следствие I. Пусть множества R/(x) = {х jx =-/fx, и, 'l{tx,1.<.f}, Z(<:?Jj 
где v,'((-x,'k} (k=O, i, ... , N-t) - оптииальный 
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сивтез игрока II, и ll; ( х, и) выпуклы при любых :t 
и 'lt Е И . Тогда для того, чтобы t<. * были оnтШlап:ьвым 
управлением игро:ЕЩ I для начального состояния Хо , необхо­
димо, чтобы на этом управлении 

1'11АА.-к 117i� Hth• х..- и v:: j - 1/lh.,. х• и • .".J 1<,.�if ��V fГk•-r• " '  к, к - (Г-r+-r' к, к.,� /• 
Доказательство. Из выnуклости множества �I (� 

и неравенства /6.1/ следует, что 

/6. 3/ 

fl;ь• ". 1< ·r •Jн- ./1 ... " .. ... , 1-n-a.X rгк .. .,,х,.? .;;, 'lz цкi Х�<'/-П(/к-..,хк, t(к,'/,j"_/.f6 .4/ �EU - · 
из выпуклости множества !("-'-( х, и) и неравенства /б.ё./ следу-
ет, что 

rni.n.- 11 (f:.,, }(: 'k: r�·}. 'lf} = 11 �h.. х .. Z("' 2/; •J /б. 5/ 
1.kC. У . 

1 1 f к.,.,, К, ;(1 1С /. 
"-

i::lдесь 1l"k.:::::: � ( :х..:� 'k: rx.:jfi;). МicltDiчaя из этого равенства 
. с помощью уравнений /2.!/ и /4.3/, /4.4/ переменвые /;+t 

заменим равенство /6.5/ на 
tпi.� Н (f';..,·, xZ, и..к Zk) = 1/ ( ь; х ... 'Ztк � *(J( • � IJ �E-V , ,- . -." , к, , к, Klj. 

Из него и /6.4/ nопучаем окончательно 
tna.x ht�k Н(ь! )(; ц_ �) = Нzь� )(; Ик". � ""1 и . r:"lf v. �V ,-.,,.., , , �. \Гn'<tt , , /• 
"""'{ • """'"r Проверка выnуклости мно�ства R1 ( х) требует предвари-

тельного оnределения оптимального сивтеза v-lf(/(,�'<) игрока II, 
что не всегда удобно. . _ .11 

Следствие 2. Пусть множества /(; (::r!, V'") и lг1 ( х., и) 
выпуклы при любых :1: � l/€ V, ц_ � U . Тогда для того, что-
бы t<. *1 v* были оптимальными управлениями игроков I и 
II, необходимо, чтобы функция Гамильтона в этих точка имела 
седло, т.е. чтобы на оnтимальном процессе было справедливо 
/5.6/. 

Доказательство аналогично доказательству теореМы 5.4. 
?. Пусть теперь игры;;,·� имеют седловые точки.В этом 

случае игровая задача сводится, как известно I, 2 , х паре 
задач оптимального управления. 

Пусть существуют �кие допустиuые управления и.� и 1/ 1(- , 

что игра r; (J(o, ч, v-) ииеет седлqВ этой точке, т.е. 

V)\.O.}( � J ( з:о, ч, 1t) = жi.к Ж.д.У. J (Хо, ((, V"} = J � /7. I/ '-\ � 11'" и. 
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В этом случае исходная игра сводится к паре следующих 
задач оnтимального уnравления 

7� ={ �х Jj х �+, = frк�. иl(, ""'' х" =Q.., '<�<Е Uj, /7.2/ 

Jt--=={rnihJjxк+t =/(к,.,U:,v;_J, Хо=а, 'lfE: VJ. /7.3/ 

Применяя к /7.2/, /1.3/ условия оптимальности для ди­
скретных систем 8 , неnосредственно nолучаем 

Теорема 7.1. Для того чтобы уnравления и". и У* были 
седловой точкой игры !; {Хо, ц, 1r} , необходимо, чтобы на 
оптимальноu управлении выnолнялисьн неравенства • 

3" Н (?к:,, хк•, и.к•, 1lk. #i) �о, V du" с К ( и:JJ /7 •4; 

J;,.fl(tk�O .)(:, l(�� 11i/) �о, VJ� Е к (1/:) /7.5/ 
1 

где оптиuальиые значения xZ,JJZ находятся из уравнений 
/2.1/, /4.3/, /4.4/. 

. 

Рассмотрим теперь игру (; • Пусть существует такой сии­
тез k•(k,x),v'"Ik,�) , что 

JпА.к т и;. :J = rиi.n IИ.A.J( J = /� 
/7.6/ и.(К1х/ V(k,111 V{K,Jt.) Ц{/(,7fl • 

Тогда игра f;_ сводится к задачам 

J-t = { �х Jj х 1<-tt =-/rx><, ц..,, 1lj.,_ -lf(x,._)), Ко= t<, ц�< Е VJ /7 • 7/ 

:Jlf-:::{ �·h_ :1/кк+, = (rк-<. �-4(к,.), v;.}, хо ==ч, �с V}. 17•81 

Методами, аналогичными используеыы• при доказательстве тео­
рем nп. 5,6, можно установить справедливость следующей тео­
ремы. 

Теорема 7.2. Пусть u..;-=-Z<к-.{x�), ?Гк.""f"=1Гк7f(х-:_) 
- управлерия, удовлетворяющие /7.6/. Тогда, если эти уцРав­
ления единственны, справедливы неравенства /7.4/, /7 . 5/ , где 

�z, р;: находятся из /2.1/, /4.3/, /4.4/. 
Конечно, оптимальные уnравления t.<.* и r� в играх r; 

и r;_ для фi!ксированного х о в общем случае не совпадают . 
8. В заключение сформулируем полученные результаты при­

il!енительно к дифференциальным играв . В этом случае игра за­

дается уравнением вида 

j8.I/ 
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с начальным условием ..х.(о) == х., и ограничениями 

И(i)с U 
1 

а качество игры оценивается функцианалом вида. 
,. 

J = СТ{:к.( IJ) + 1 fo (Х, 'Ч, ?rjdt. 
о 

/8.2/ 

/8.3/ 

Так ze, как и в многошаговых иrрах, здесь моzно раз•и-
чать две основные игры. Первая игра t; (х., ч, v) , где 
и =f Ufi:)f Ok t � 7] и v-=f vti)/ о� -t-.; Tj - Jправления 
игроков I и II, свяэана.-с решением задач 

LV1- (к.) = h-<...а.к �-и'-н.. :Jr � -ч, 7r) 
. � v , 1 

Lv: (к.) -= � h-Vtx :J ( х., ц, V"). 
11' и 

Во второй· игре r; { х .. , ц(i,х), li(t,x )} нуано решать 
задачи 

�-{Ко}= Ж..q_хщ�ц_ J(;.,, ч(�к/, r(i,x)j (8.4/ :г. �(f.,xJ ff(t,X} ? 

Lc.J;{x.,j =n,Щ h<Ак :J(к.,ч(f,к), r(t,кJ} /8.5/ 
11'/f,J(J t,((,){/ ' 

которые полностью аналогичны задаче Э в многошаговых играх. 
�адаче же 2 в дифференциаJIЪных играх моzно сопоставить та­
кую задачу: найти управление игрока I, которое бы обеспечи­
вало наилучшее значение функцианала � , как бы ни вел се­
бя при этом противник /разуи�ется, противник "должен" вести 
себя наихудшим образом/, в предположении, что игроку I из­

вестны в каждый момент времени те�ущие значениll x(tJ и V'гl) • 
/Такие игры получили название игр с .цискриминацией 9, IO ;. 
Требование знания текущ�� управлllЮщих воздействий �(i), 
конечно, нереально с физической точки зрениll. Однако, на 
основании результатов п. 3, можно утверждать, что такие иг­
ры эквивалентны задаче /8.5/. Предположение, что игрок мо­
жет знать заранее правила, по которым противник выбирает 
свои управляющие воздействи!l в зависимости от текущего со­
стояния игры /т.е. знание синтеза/, не является уже слишком 
обременительным. 

Предельным переходом, хотя здесь и могут встретиться 
руднести мате1.1атического характера, можно показать, что и 

для диф еренциалъных игр справедливы соотношения типа /3.3/ 
- /3.6/. Таким образоrА, сказанное в п. 3 относительно соот­

н 
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ношения меzду играми r; и t; полностью относитсfl и к 
дифjеренциальным играм. 

Такzе предельным nереходом можно установить следующие 
теоремы. 

Теорема 8.I. Пусть и� - оnтимальное управление игро­
ка I, а f2.".rц�) - множество оnтимальных управлений v-� 
игрока II в задаче /8.4/. Тогда на оптимальном управлении 
справедливо равенство 

hlf-C(J( пи:.... {f, х, ц, ,...) -11 ( р, .х, /.( � v-j 7 = о ц с lf 11"t-S2, (tt.f) ' и , 
где 'У" 

Н (Ах, ц, 11'/ =;: rx, ц, vJ +J f'r� ц, li}/ /8.6/ 

а оптимальные значения f "" ( t) находятся из соnряженной 
системы 

h = '"l>jf(к,ч,vl+hrofrк,q,v) . Г "Qx Г 'Рх / 

Теорема 8.3. Пуст:ъ 't< � (-1:) = и..� ( f,x1 и 
V-f(t/::::; ",..�(t, х� Z<"*) - оптикал:ъные управления в задаче 

/8.4/ nри начальном состоянии �о � Тогда, если оnтималь­
ный процесс единственен, справедливо равенство 

Jh.CO( � 11 ( � � J( -.t t(. v-) = 11( Ь 1f J( � ("( " 1/1 ц с lr ".� v 1 , г , ; , / 

где функция Гамильтона оnределена из /8.6/, а f"f"t) -
из /8.7/. f7 

Наконец, из того, что игра 1 :г. ( х;,, lf{ i, х 1, 7r( �, J( 1) 
имеет седловую точку, следует, что при некоторых предnоложе­
ниях относительно функций '1,( f i, '!(/, 'lr{ t, х) , наличие седло­
вой точки функ'· "i! Гамильтона .. Справедливость этого факта для 
случая так называемого "регулярного" синтеза установлена в 
II и для случая агл�огоУ синтеза в 12 /nри доказательстве 
допущена ошибка в /. 

В заключение отметим, что nриведеиные в работе условиfl 
оптимальности nозволяют развить вычислительные методы для 
д�%Шl;.!ических иrр. 
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